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ÎÒ ÀÂÒÎÐÀ
По мнению автора, несомненным достоинством ЕГЭ 

по физике является то, что в заданиях отражен весь 
курс физики средней школы, а не отдельные ее, причем 
довольно «заезженные», части, как это бывает, когда 
вариант или билет содержит максимально 5–7 вопросов 
и задач. Другой несомненный плюс — это большое ко-
личество заданий с графическим отображением условия, 
что приближает эти задания к реальной подаче материа-
ла в физике и технике.

В первой части экзаменационной работы представле-
ны задания с кратким ответом. Во второй части собраны 
задания повышенной сложности с требованием предоста-
вить достаточно подробное их решение.

Подводя итог вышеизложенному, автор хочет донести 
до сознания старшеклассников следующие очевидные 
выводы. С введением ЕГЭ по физике:

1)  требования к глубокому знанию всех без исключе-
ния разделов физики возрастают;

2)  требования к умению работать с графическими 
и табличными данными и умению их анализиро-
вать и делать на их основании выводы возрастают;

3)  не отменяются и не ослабляются требования к уме-
нию и навыкам решать стандартные конкурсные 
задания по физике, а также задания повышенной 
сложности.

Цель предлагаемой вниманию читателей книги — по-
мочь выпускнику-абитуриенту подготовиться к успешной 
сдаче как ЕГЭ, так и обычного вступительного экзамена 
по физике в вузы. Книга может быть полезна тем, кто по-
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ступает в вузы, где физика не является профилирующим 
предметом и на вступительных экзаменах предлагаются 
несложные задания, и тем, кто поступает в вузы с углу-
бленной программой по физике и соответственно на всту-
пительных экзаменах получит не только стандартные за-
дания, но и задания повышенной сложности.

Пособие состоит из четырнадцати разделов, в каждом 
из которых в сжатом виде представлены основные тео-
ретические сведения по определенному разделу физики. 
В каждом разделе рассматриваются методы решения 
наиболее важных и распространенных типов заданий, 
соответствующих уровню заданий с кратким или раз-
вернутым ответом на ЕГЭ по физике. Как правило, это 
задания, требующие для своего решения глубокого по-
нимания физических законов, умения применять знания 
из различных разделов физики, а также хорошей мате-
матической подготовки.

Задания, иллюстрирующие определенный метод ре-
шения, размещены в порядке возрастания сложности. 
Приводится подробное решение заданий, с тем чтобы 
у учащихся с любой сколь угодно малой подготовкой не 
осталось ни единого неясного вопроса. Ученики с высо-
ким уровнем подготовки естественно могут пропустить 
скучные и очевидные с их точки зрения детали реше-
ния. Ученики, не ставящие перед собой высоких целей 
в освоении физики, могут пропустить трудные с их точ-
ки зрения задания.

Вдумчивая работа с книгой позволит учащимся овла-
деть основными методами и идеями заданий любого уров-
ня сложности, что в свою очередь обеспечит им хорошие 
и отличные оценки в школе, при сдаче ЕГЭ или вступи-
тельного экзамена по физике. Удачи вам!

В книге используются общепринятые математические 
знаки: � — знак принадлежности; �  — знак объедине-
ния; �  — знак «следует»; �  — знак равносильности.
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ÐÀÇÄÅË 1

ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êèíåìàòèêè

Ìåõàíè÷åñêèì äâèæåíèåì òåëà íàçûâàþò èçìåíå-
íèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè åãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 
îòíîñèòåëüíî äðóãèõ òåë. Â êèíåìàòèêå èçó÷àåòñÿ äâè-
æåíèå òåë áåç èññëåäîâàíèÿ ïðè÷èí, âûçûâàþùèõ ýòî 
äâèæåíèå.

Åñëè âñå òî÷êè òåëà äâèãàþòñÿ îäèíàêîâî è ïðè ýòîì 
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè òåëà, ïåðå-
ìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå, òî òàêîå äâèæåíèå 
íàçûâàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíûì.

Â ðÿäå çàäà÷ ðàçìåðàìè òåëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî 
ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì, íà êîòîðîå ïåðåìåùàåòñÿ òåëî. 
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ìàòåðèàëüíîé òî÷êå. Ïîíÿòèÿ 
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîçâî-
ëÿþò îïèñûâàòü äâèæåíèå òîëüêî îäíîé òî÷êè òåëà.

Äâèæåíèå òåëà â ïðîñòðàíñòâå ïðîèñõîäèò âäîëü ëè-
íèè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé. Äëÿ îïèñàíèÿ 
äâèæåíèÿ òåëà íàäî óêàçàòü êàêîå-ëèáî äðóãîå òåëî, 
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïðîèñõîäèò äâèæåíèå. Åãî íàçû-
âàþò òåëîì îòñ÷åòà. Ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì îòñ÷åòà ñèñòåìà 
êîîðäèíàò, à òàêæå ÷àñû äëÿ îòñ÷åòà âðåìåíè îáðàçóþò 
ñèñòåìó îòñ÷åòà. Äâèæåíèå âñåãäà îïèñûâàåòñÿ â êàêîé-
ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Ðèñ. 1
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Âåêòîð r ABΔ =
�����

 (ñì. ðèñ. 1), íàïðàâëåííûé îò ïîëî-
æåíèÿ òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ê åå ïîëîæå-
íèþ â êîíå÷íûé ìîìåíò, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïåðåìå-
ùåíèÿ.

Ïðè äâèæåíèè ïî ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè 
âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ r 0.Δ =�

 Çíàÿ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå 
òî÷êè, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðîì 0,r

�
 è âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ 

r,Δ �  âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå òî÷êè êàê

 r t r r0( ) .= + Δ� � �
 (1.1)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r r t r0( )Δ = −� � �
 è, ñëåäîâàòåëüíî, êî-

îðäèíàòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ðàâíû:

x(t) – x0; y(t) – y0; z(t) – z0.

Ïðîéäåííûé ïóòü S — ýòî ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå 
òî÷êîé âäîëü òðàåêòîðèè. Ïðîéäåííûé ïóòü — ñêàëÿð-
íàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå 
çíà÷åíèÿ S(t) ≥ 0. Ïðîéäåííûé ïóòü — íåóáûâàþùàÿ 
ôóíêöèÿ âðåìåíè, ò. å. t t S t S t2 1 2 1( ) ( ).> ⇒ ≥  Ìîäóëü âåê-
òîðà ïåðåìåùåíèÿ Δr è ïðîéäåííûé ïóòü S â îáùåì ñëó-
÷àå íå ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, òåëî, ñîâåðøèâ îäèí ïîë-
íûé îáîðîò ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R, ïðîéäåò ïóòü 
S = 2πR, ìîäóëü âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðà-
âåí íóëþ.

2. Ïðÿìîëèíåéíîå 
ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå

Ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå — ýòî òàêîå 
äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì òî÷êà çà ëþáûå ðàâíûå ïðîìå-
æóòêè âðåìåíè ñîâåðøàåò ðàâíûå ïåðåìåùåíèÿ. Õàðàê-
òåðèñòèêîé ýòîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ñêî-
ðîñòü
 ,v r tΔ Δ� �= /  (1.2)

ãäå rΔ �
 — ïåðåìåùåíèå, ñîâåðøåííîå çà ïðîìåæóòîê 

âðåìåíè Δt = t – t0. Ïîëàãàÿ t0 = 0, ïîëó÷àåì
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v r t r vt/ .= Δ ⇒ Δ =� � � �

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïèñàíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî 
äâèæåíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíîé îñüþ êîîðäèíàò, 
íàïðàâèâ åå âäîëü ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà

 x(t) = x0 + vxt, (1.3)

ãäå vx = const. (1.4)

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ìîäóëü 
âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ è ïðîéäåííûé ïóòü S ñîâïàäàþò, 
ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.2)

 S = vt, (1.5)

ãäå v — ìîäóëü ñêîðîñòè.
Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè 

ïðîåêöèè ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû îò âðåìåíè äëÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, ñîâåðøàþùåé ïðÿìîëèíåéíîå ðàâ-
íîìåðíîå äâèæåíèå. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ vx �  0 
è õ0 � 0.

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Èç ñâîéñòâ ëèíåéíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî òàíãåíñ 
óãëà α, îáðàçóåìîãî ïðÿìîé õ(t) = õ0 + vxt ñ îñüþ àáñöèññ, 
ðàâåí ïðîåêöèè ñêîðîñòè:

 tg α = vx. (1.6)
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3. Íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå

Ïðè íåðàâíîìåðíîì ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè ñóùåñòâóþò òàêèå ðàâíûå ïðîìåæóòêè 
âðåìåíè, çà êîòîðûå òî÷êà ñîâåðøàåò íåðàâíûå ïåðåìå-
ùåíèÿ. Ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè íåëüçÿ ãîâîðèòü 
î ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè. Õàðàêòåðèñòèêîé íåðàâíîìåðíî-
ãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ñðåäíåé ñêîðîñòè

 v r tср / ,= Δ� �
 (1.7)

ãäå rΔ �
 — ïåðåìåùåíèå, ñîâåðøåííîå çà ïðîìåæóòîê 

âðåìåíè Δt = t – t0 = t (ïðè t0 = 0).
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñðåäíåé 

ñêîðîñòè íà âñåì ïóòè (ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ ñêîðîñòü)

 vs = S / t, (1.8)

ãäå S — ïðîéäåííûé ïóòü çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t.
Ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ñêîðîñòü â äàííûé ìî-

ìåíò âðåìåíè èëè â äàííîé òî÷êå òðàåêòîðèè íàçûâàþò 
ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ. Ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü íàõîäÿò 
êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ, ñîâåðøåííîãî çà 
áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt, ê ýòîìó áåñ-
êîíå÷íî ìàëîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè:

 t

r t
r t

t0

( )
lim ( ),υ = υ
Δ →

Δ Δ ⇒ = ′
Δ

�� � �
 (1.9)

ò. å. âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè — ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî 
âðåìåíè îò âåêòîðà r t( ),

�
 çàäàþùåãî ïîëîæåíèå ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè íà òðàåêòîðèè (ñì. ðèñ. 1).
Âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïî êàñàòåëü-

íîé ê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òî÷êè. Âåêòîð ñêîðîñòè υ�  
îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïðîåêöèÿìè (êîîðäèíàòàìè) vx, vy, 
vz, ò. å. ( ; ; ).x y zv v v v

�
 Ïðîåêöèè âåêòîðà r

�
 ðàâíû x, y, z, 

ò. å. r x y z( ; ; ).
�

 Âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (1.9) ðàâíîñèëüíî ñè-
ñòåìå
 vx = x ′(t), vy = y ′(t), vz = z ′(t). (1.10)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîåêöèÿ ìãíîâåííîé ñêîðîñòè 
åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ñîîòâåòñòâóþùåé êîîð-
äèíàòû.

Ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè ; ; )x y zv v v v(�  âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå

 x y zv v v v2 2 2 .= + +  (1.11)

Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü òî÷êè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìå-
íè. Áûñòðîòó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè õàðàêòåðèçóåò âåêòîð 
óñêîðåíèÿ

 
t

v t
a v t

t0

( )
lim ( ),=
Δ →

Δ Δ ⇒ ′
Δ

�� �
 (1.12)

ãäå vΔ �
 — èçìåíåíèå ñêîðîñòè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè 

Δt, ò. å. âåêòîð óñêîðåíèÿ åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò âåêòîðà 
ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ïî âðåìåíè.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîåêöèè âåêòîðà óñêîðåíèÿ ðàâ-
íû ax, ay, àz, à ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíû vx, vy, 
vz, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

 ax = v ′y(t), ay = v ′(t), az = v ′z(t). (1.13)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ åñòü ïðîèçâîä-
íàÿ ïî âðåìåíè îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè ñêîðî-
ñòè. Èç ôîðìóë (1.10) è (1.13) ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêöèÿ 
óñêîðåíèÿ åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû ïî 
âðåìåíè:
 ax = x ′′(t), ay = y ′′(t), az = z ′′(t). (1.14)

Ìîäóëü âåêòîðà óñêîðåíèÿ ( ; ; )x y za v v v
�

 âû÷èñëÿåòñÿ 
ïî ôîðìóëå

 x y za a a a2 2 2 .= + +  (1.15)

4. Ðàâíîïåðåìåííîå äâèæåíèå

Ðàâíîïåðåìåííûì íàçûâàåòñÿ äâèæåíèå, â êîòîðîì 
ñêîðîñòü çà ëþáûå ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè èçìå-
íÿåòñÿ îäèíàêîâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð 
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èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè vΔ �  íàïðàâëåí âäîëü îäíîé ïðÿìîé, 
ò. å. òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ. Õàðàêòå-
ðèñòèêîé ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
íîå óñêîðåíèå

 
v v

a
t

0 const,
−= =

� ��
 (1.16)

ãäå v0
�

 — íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü; v v0( )−� �  — èçìåíåíèå ñêî-
ðîñòè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt = t – t0 = t (t0 = 0).

Èç ôîðìóëû (1.16) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ïðè ðàâíî-
ïåðåìåííîì äâèæåíèè èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó 
îò âðåìåíè:
 v t v at0( ) .= +� � �

 (1.17)

Åñëè êîîðäèíàòíóþ îñü X íàïðàâèòü âäîëü ïðÿìîé, 
ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà, òî äëÿ ïðîåêöèé óñêîðåíèÿ 
àõ è ñêîðîñòè vx íà ýòó îñü ïîëó÷èì ôîðìóëû:

 ax = const, (1.18)

 vx(t) = v0x + axt, (1.19)

ãäå v0x — ïðîåêöèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.10) vx = õ′(t), ò. å. õ(t) — ïåðâî-

îáðàçíàÿ ôóíêöèÿ vx(t). Ïîýòîìó
2

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) .
2
x

x x x x
a t

x t v t dt x v a t dt x x v t= + = + + = + +∫ ∫
Èòàê, â ðàâíîïåðåìåííîì äâèæåíèè êîîðäèíàòà èç-

ìåíÿåòñÿ ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó îò âðåìåíè:

 x
x

a t
x t x v t

2

0 0( ) ,
2

= + +  (1.20)

ãäå õ0 — íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Èç ôîðìóë (1.19) è (1.20) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøå-

íèå ìåæäó ïðîåêöèåé ñêîðîñòè è êîîðäèíàòîé â ðàâíî-

ïåðåìåííîì äâèæåíèè. Èç (1.19) x x

x

v v
t

a
0 ,

−=  ïîäñòàâëÿÿ 
ýòî â (1.20), ïîëó÷àåì
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 x x xv v a x x2 2
0 02 ( ),− = −  (1.21)

ãäå (õ – õ0) — ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ.
Íà ðèñ. 4, 5, 6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 

ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ, ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû îò âðåìå-
íè. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ àx > 0, v0x > 0, õ0 > 0.

Èç ñâîéñòâ ëèíåéíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî òàíãåíñ 
óãëà α, îáðàçóåìîãî ïðÿìîé vx(t) = v0x + axt ñ îñüþ àáñöèññ 
(ñì. ðèñ. 5), ðàâåí ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ:

 tg α = ax. (1.22)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè â ðàâíî-
ïåðåìåííîì äâèæåíèè — ïàðàáîëà (ñì. ðèñ. 6).

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàâíîóñêîðåííîå è ðàâíîçàìåäëåííîå äâèæåíèÿ. 
Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè âåêòîð ìãíîâåííîé ñêî-
ðîñòè è âåêòîð óñêîðåíèÿ ñîíàïðàâëåíû v t a( ) .↑↑� �

 Ñëåä-
ñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè (ñì. 
ðèñ. 7).

Ïðè ðàâíîçàìåäëåííîì äâèæåíèè âåêòîð ìãíîâåííîé 
ñêîðîñòè è âåêòîð óñêîðåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëå-
íû v t a( ) .↓↑� �

 Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ óáûâàíèå ìîäó-
ëÿ ñêîðîñòè (ñì. ðèñ. 8). Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîäóëü 
âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ðàâåí ïðîéäåííîìó ïóòè. Â îáùåì 
ñëó÷àå ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæåíèÿ ìîäóëü âåêòîðà ïå-
ðåìåùåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðîéäåííîãî ïóòè.

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5 Ðèñ. 6



ÅÃÝ. ÔÈÇÈÊÀ. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×. ÑÄÀÅÌ ÁÅÇ ÏÐÎÁËÅÌ

12

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

5. Äâèæåíèå òåëà, 
áðîøåííîãî âåðòèêàëüíî

Âáëèçè ñâîåé ïîâåðõíîñòè Çåìëÿ ñîîáùàåò òåëàì îäè-
íàêîâîå óñêîðåíèå g,

�
 íàïðàâëåííîå âåðòèêàëüíî âíèç 

(óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ). Åãî ìîäóëü g = 9,81 ì/ñ2.
Åñëè òåëî â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè ïàäà-

åò âåðòèêàëüíî âíèç áåç íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòè, òî òàêîå äâèæåíèå íàçûâàþò ñâîáîä-
íûì ïàäåíèåì. Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîáîäíîãî 
ïàäåíèÿ ìîæíî (õîòÿ ýòî è íå îáÿçàòåëüíî) 
ââåñòè îñü êîîðäèíàò, íàïðàâëåííóþ âåðòè-
êàëüíî âíèç, à åå íà÷àëî ïîìåñòèòü â íà-
÷àëüíóþ òî÷êó äâèæåíèÿ (ñì. ðèñ. 9). Òîãäà 
x0 = 0, v0x = 0, ax = g è çàêîíû äâèæåíèÿ çàïè-
øóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

 
(1.23)

 

xv t gt

x t gt2
( ) ,

( ) 2.

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩  (1.24)

Ïóñòü òåëî ñâîáîäíî ïàäàåò ñ âûñîòû Í. Èñïîëü-
çóÿ çàêîíû äâèæåíèÿ, âûðàæàåìûå ôîðìóëàìè (1.23) 
è (1.24), îïðåäåëèì âðåìÿ ïàäåíèÿ è êîíå÷íóþ ñêîðîñòü. 
Êîîðäèíàòà òî÷êè ïàäåíèÿ (òî÷êà À íà ðèñ. 9) xA = H. 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå ìîæíî âûðàçèòü ïî ôîðìóëå (1.24). 
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

A A Ax H gt t H g2 2 2 ,= = ⇒ =

ãäå tA — âðåìÿ ïàäåíèÿ.

Ðèñ. 9
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Êîíå÷íóþ ñêîðîñòü íàõîäèì ïî ôîðìóëå (1.23)

A Av gt g H g gH2 2 .= = =

Åñëè òåëî áðîøåíî âåðòèêàëüíî ââåðõ 
ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0,

�
 òî äëÿ îïèñàíèÿ 

òàêîãî äâèæåíèÿ óäîáíî ââåñòè îñü êîîðäè-
íàò, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå áðîñàíèÿ (ñì. ðèñ. 10).

Òîãäà x0 = 0, v0x = v0, ax = –g è çàêîíû äâè-
æåíèÿ çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

 
(1.25)

 

xv t v gt

x t v t gt

0

2
0

( ) ,

( ) 2.

= −⎧⎪
⎨ = −⎪⎩  (1.26)

Óðàâíåíèÿ (1.25) è (1.26) îïèñûâàþò äâèæåíèå òåëà 
íå òîëüêî ïðè åãî äâèæåíèè ââåðõ, íî è ïðè åãî äâè-
æåíèè âíèç. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî óñêîðåíèå òåëà íà 
âñåì ïóòè ðàâíî g.

�
 Ïðè÷åì íè ìîäóëü óñêîðåíèÿ, íè 

åãî íàïðàâëåíèå íå èçìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäè-
ìîñòè, èçó÷àÿ äâèæåíèå òåëà, áðîøåííîãî âåðòèêàëüíî 
ââåðõ, ðàññìàòðèâàòü ñíà÷àëà äâèæåíèå ââåðõ, à çàòåì 
âíèç.

Òî÷êà Â — òî÷êà ìàêñèìàëüíîãî ïîäúåìà, â íåé ñêî-
ðîñòü x Bv v gt00 0,= ⇒ − =  ãäå tB — âðåìÿ äâèæåíèÿ äî 
òî÷êè Â; tB = v0 / g.

Ïðè ïàäåíèè òåëà íà çåìëþ åãî êîîðäèíàòà:

n n n n nx v t gt t v gt t2
0 00 2 0 ( 2) 0 0,= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  

èëè tn = 2v0 / g,
ãäå tn — ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ. Êîðåíü tn = 0 íå ïîäõî-
äèò ïî ñìûñëó çàäà÷è.

Ñðàâíèâàÿ âðåìÿ ïîäúåìà tB = v0 / g ñ ïîëíûì âðåìå-
íåì äâèæåíèÿ òåëà tn = 2v0 / g, ïîëó÷àåì tn = 2tB. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âðåìÿ ïîäúåìà òåëà ðàâíî âðåìåíè ïàäåíèÿ.

Ðèñ. 10
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Èç óðàâíåíèÿ (1.25) íåòðóäíî íàéòè êîíå÷íóþ ñêî-
ðîñòü òåëà

vê(t) = v0 – gtn = v0 – g(2v0 / g) = –v0.

Ìîäóëü êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàâåí ìîäóëþ íà÷àëüíîé.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäúåìà 

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1.20):

B
B B

gt v v vg
H x v t v

g g g

22 2
0 0 0

0 0 .
2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Âûñîòó Í ìîæíî îïðåäåëèòü èíà÷å, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé (1.21).

Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ OB
����

 (ñì. ðèñ. 10) èìååò ïðîåê-
öèþ íà îñü X, ðàâíóþ xB – x0 = H, ñëåäîâàòåëüíî,

B Bv v g x x v gH H v g2 2 2 2 2
0 0 0 02 ( ) 0 2 2 .− = − − ⇒ − = − ⇒ =

6. Äâèæåíèå òåëà, áðîøåííîãî ïîä óãëîì 
ê ãîðèçîíòó â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè

Òåëî, áðîøåííîå ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó â ïîëå òÿæå-
ñòè Çåìëè, äâèæåòñÿ ïî êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ýòî 
äâèæåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà íåçàâèñèìûõ ïðÿìî-
ëèíåéíûõ äâèæåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèõ â ãîðèçîíòàëüíîì 
è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ X è Y (ñì. ðèñ. 11). Åñëè 
íå ó÷èòûâàòü ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà, òî ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè óñêîðåíèå òåëà ðàâ-
íî g.

�

Òàê êàê ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ g
�

 ðàâíû ax = 0 è ay = –g, 
òî â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè òåëî äâèæåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî, à â âåðòèêàëüíîì — ðàâíîïåðåìåííî. Â âûáðàí-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû x0 = 0, 
y0 = 0, à íà÷àëüíûå ñêîðîñòè

v0x = v0 cos α, v0y = v0 sin α.
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Çàêîíû äâèæåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå:

 
(1.27)

 

x x

x

v t v v

x t x v t v t
0 0

0 0 0

( ) cos ,

( ) ( cos ) .

= = α⎧
⎨ = + = α⎩  (1.28)

Çàêîíû äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè:

 
(1.29)

 

y y y

y y

v t v a t v gt

y t y v t a t v t gt

0 0

2 2
0 0 0

( ) sin ,

( ) 2 ( sin ) 2.

= + = α −⎧⎪
⎨ = + + = α −⎪⎩  (1.30)

Âûðàçèâ èç (1.28) 
x

t
v0 cos

=
α

 è ïîäñòàâèâ â (1.30), ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè 
2

0
0 0

2
2 2
0

( ) sin
cos 2 cos

tg .
2 cos

x g x
y x v

v v

g
x x

v

⎛ ⎞
= α⋅ − =⎜ ⎟α α⎝ ⎠

= α −
α

Òàê êàê y åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò x, òî òðàåê-
òîðèÿ äâèæåíèÿ — ïàðàáîëà.

Â òî÷êå ïàäåíèÿ A A A Ay v t gt200 sin 2 0,= ⇒ α − =  ãäå 
tA — ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà. Ðåøàÿ ýòî óðàâíå-
íèå, íàõîäèì

 A

v
t

g
02 sin

.
α=  (1.31)

Ðèñ. 11
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Ãîðèçîíòàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà

 

0

2
0 0

0

cos

2 sin
cos sin2 .

A AL x v t

v v
v

g g

= = α =

α= α = α  (1.32)

Ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0 äàëüíîñòü L ïî-
ëåòà ìàêñèìàëüíà, êîãäà ìàêñèìàëåí sin 2α, ò. å. êîãäà 
sin2 1 2 90 45 .α = ⇒ α = ° ⇒ α = °  Èòàê, L L v g2

max 0= =  ïðè 
α = 45°.

Â òî÷êå ìàêñèìàëüíîãî ïîäúåìà (òî÷êà B íà ðèñ. 11)

0
0

sin
0 sin 0 ,y B B

v
v v gt t

g

α= ⇒ α − = ⇒ =

ãäå tB — âðåìÿ äâèæåíèÿ äî òî÷êè B.
Ñðàâíèâàÿ tB ñ ïîëíûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ tA, íàõî-

äèì tA = 2tB. Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ ïîäúåìà òåëà ðàâíî 
âðåìåíè ïàäåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êå B â íóëü îáðàùàåòñÿ vy, à 
vx = v0 cos α, ïîýòîìó ïîëíàÿ ñêîðîñòü vB = vx = v0 cos α, ïðè-
÷åì âåêòîð Bv

�
 íàïðàâëåí ãîðèçîíòàëüíî.

Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäúåìà

 

( )

2

0

22
00 0

0

sin
2

sinsin sin
sin .

2 2

B
B B

gt
H y v t

vv vg
v

g g g

= = α − =

αα α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= α − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
(1.33)

Âåêòîð ïîëíîé ñêîðîñòè v
�

 â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè 

èìååò ïðîåêöèè vx è vy, ò. å. ( )x yv v v v; .=� �
 Ïîýòîìó ìî-

äóëü ïîëíîé ñêîðîñòè

 x yv v v2 2 .= +  (1.34)

Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå ïàäåíèÿ A èìååì vx = v0x = v0 cos α, 
à vy = v0 sin α – gtA = –v0 sin α, ïîýòîìó 

2 2
0 0 0( cos ) ( sin ) .Av v v v= α + − α =
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Èòàê, ìîäóëè êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé ñêîðîñòåé ðàâ-
íû.

Îñòðûé óãîë β, êîòîðûé îáðàçóåò âåêòîð ñêîðîñòè �
v  ñ ãîðèçîíòîì â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè, ìîæåò áûòü 
íàéäåí ïî îäíîé èç ôîðìóë:

 

tg ; 

sin , cos .

y x

y x

v v

v v v v

β =

β = β =  (1.35)

7. Îòíîñèòåëüíîñòü äâèæåíèÿ. 
Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

Äâèæåíèå òåëà ìîæíî èçó÷àòü â ðàçëè÷íûõ ñèñòå-
ìàõ îòñ÷åòà. Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà 
è ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íå-
ïîäâèæíîé. Ñêîðîñòü òåëà ìîæíî âûðàçèòü, èñïîëüçóÿ 
êëàññè÷åñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé:

 v u vотн,= +� � �
 (1.36)

ãäå v
�
 — ñêîðîñòü òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñ-

òåìû îòñ÷åòà; u
�
 — ñêîðîñòü ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà 

îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé; отнv
�

 — ñêîðîñòü òåëà îòíîñè-
òåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Êëàññè÷åñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè ñêîðîñòÿõ, ìíîãî ìåíüøèõ ñêîðîñòè ñâåòà 
c = 3 ⋅ 108 ì/ñ.

Êàê è ñêîðîñòü, êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 
äâèæåíèÿ (òðàåêòîðèÿ, ïåðåìåùåíèå, ïðîéäåííûé ïóòü, 
óñêîðåíèå) çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, ñèñòåìû 
îòñ÷åòà (èíåðöèàëüíûå), â êîòîðûõ óñêîðåíèå íå èçìå-
íÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà â äðóãóþ.
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ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Àâòîìîáèëü äâèãàëñÿ èç ïóíêòà À â ïóíêò Â ñî ñêî-
ðîñòüþ v1 = 40 êì/÷, à îáðàòíî èç Â â À ñî ñêîðîñòüþ 
v2 = 60 êì/÷. Îïðåäåëèòå ñðåäíþþ ïóòåâóþ ñêîðîñòü 
àâòîìîáèëÿ íà âñåì ïóòè è ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ, 
åñëè àâòîìîáèëü â ïóíêòå Â: à) ìãíîâåííî ðàçâåðíóë-
ñÿ è ïîåõàë íàçàä; á) ïðîñòîÿë â òå÷åíèå âðåìåíè, 
ðàâíîãî ïîëîâèíå âðåìåíè äâèæåíèÿ èç Â â À.

Ð å ø å í è å
à) Ðàññòîÿíèå ìåæäó À è Â ðàâíî l. Ïðîéäåííûé àâ-

òîìîáèëåì ïóòü S = 2l. Äâèæåíèå èç À â Â ðàâíîìåðíîå, 
ïîýòîìó âðåìÿ äâèæåíèÿ t1 = l / v1, àíàëîãè÷íî âðåìÿ 
äâèæåíèÿ èç Â â À t2 = l / v2. Ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ 
t1 = t1 + t2, ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ ñêîðîñòü 

( )
1 2

1 2 1 2 1 21 2

22 2 2
48 км/ч.

1 1
s

v vs l l l
v

t t t l v l v v vl v v
= = = = = =

+ + ++  
Ïðè âîçâðàùåíèè â èñõîäíóþ òî÷êó âåêòîð ïåðåìå-

ùåíèÿ r 0,Δ =�  ïîýòîìó ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ 

ср 0;v r t= Δ =� �

á) Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ âêëþ÷àåò 

â ñåáÿ ñëàãàåìîå 
l

t t
v3 2

2

1
.

2 2
= =

Ïîýòîìó 

1 2

1 2 3 1 2

1 2 2

42 2
40 км/ч.

1 1 1 3 2
2

s

v vl l
v

t t t v v
v v v

= = = =
+ + ++ +

Ïîñêîëüêó ïåðåìåùåíèå îñòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî è 
срv
�

= 0.
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2. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò äâà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïåðåìåùåíèÿ. Âåêòîð ïåðâîãî ïåðåìåùåíèÿ íà-
ïðàâëåí ïîä óãëîì α1 = 30° ê îñè ÎÕ, ïðè÷åì íà ýòîì 
ó÷àñòêå òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî 
ñî ñêîðîñòüþ v1 = 10 ì/ñ. Âåêòîð âòîðîãî ïåðåìåùåíèÿ 
íàïðàâëåí ïîä óãëîì α2 = 90° ê îñè ÎÕ, è åãî ìîäóëü 
âäâîå áîëüøå ìîäóëÿ ïåðâîãî ïåðåìåùåíèÿ. Äâèæå-
íèå íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîìåðíîå 
ñî ñêîðîñòüþ v2 = 20 ì/ñ. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü 
ïåðåìåùåíèÿ è ñðåäíþþ ñêîðîñòü íà âñåì ïóòè.

Ð å ø å í è å
Íà ðèñ. 12 èçîáðàæåíî äâèæåíèå òî÷êè. AC

����
 — ïåðâîå 

ïåðåìåùåíèå, CB
����

 — âòîðîå ïåðåìåùåíèå. Âåêòîð ïîëíîãî 
ïåðåìåùåíèÿ r AB.Δ =

�����
 Íàéäåì åãî ìîäóëü. ACB∠ = β — 

âíåøíèé óãîë ΔA1C1C, ïîýòîìó îí ðàâåí ñóììå äâóõ âíó-
òðåííèõ, ñ íèì íå ñìåæíûõ. Èòàê, β = α1 + α2 = 120°. Ïóñòü 
ìîäóëü ïåðâîãî ïåðåìåùåíèÿ AC = S, òîãäà ìîäóëü âòîðî-
ãî ïåðåìåùåíèÿ BC = 2S. Èç ΔACB ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

( )

2 2

22

2 cos

2 2 2 cos120 7.

r AB AC BC AC BC

S S S S S

Δ = = + − ⋅ ⋅ β =

= + − ⋅ ⋅ ⋅ ° =

Òàê êàê äâèæåíèå íà ó÷àñòêå ÀÑ ðàâíîìåðíîå, òî 
âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîâåðøåíî ïåðåìåùåíèå AC,

�����
 ðàâíî 

t1 = S / v1. Âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîâåðøåíî ïåðåìåùåíèå CB,
�����

 
ðàâíî t2 = 2S / v2. Ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ

t = t1 + t2 = S / v1 + 2S / v2 = S(2v1 + v2) / v1v2.

Ðèñ. 12
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ 

ср / ,v r t= Δ� �
 à åå ìîäóëü 

( )
1 2

ср
1 2 1 2 1 2

77
13,2м/с.

2 2

v vr S
v

t S v v v v v v

Δ= = = =
+ +

Íàéäåì íàïðàâëåíèå âåêòîðà vср.
�

 Îí îáðàçóåò óãîë 
γ ñ âåêòîðîì AC.

�����
 Èç ΔABC ïî òåîðåìå ñèíóñîâ

2 2 sin 2
sin sin120

sin sin 7

3 3
arcsin 25,4 .

7 7

S r S S

r S

Δ β= ⇒ γ = = ° =
γ β Δ

= ⇒ γ = = °

Óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò âåêòîð ñðåäíåé ñêîðîñòè 
ñ îñüþ ÎÕ, ðàâåí γ  + α1 = 55,4°.

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü vs íà âñåì ïóòè åñòü âåñü ïðîéäåí-
íûé ïóòü, îòíåñåííûé ê ïîëíîìó âðåìåíè äâèæåíèÿ, 
ïîýòîìó

( )
1 2

1 2 1 2 1 2

32 3 3
15м/c.

2 2s

v vS S S S
v

t t S v v v v v v

+= = = = =
+ +

3. Òåëî äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî. Åãî íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü v1, à êîíå÷íàÿ — v2. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü 
òåëà. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâ-
íîóñêðåííîãî äâèæåíèÿ ðàâíà íóëþ, íàéäèòå îòíîøå-
íèå ïóòåé, ïðîõîäèìûõ òåëîì çà ïîñëåäîâàòåëüíûå 
ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Ð å ø å í è å
Ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèè êîîðäèíàòà x(t) 

è ïðîéäåííûé ïóòü S(t) ñîâïàäàþò, åñëè ïîëîæèòü íà-
÷àëüíóþ êîîðäèíàòó ðàâíîé íóëþ. Òîãäà S(t) = v1t + at2 / 2, 
ãäå a — óñêîðåíèå òåëà; t — ïðîìåæóòîê âðåìåíè, çà 
êîòîðûé ïðîéäåí ïóòü S, ïðè ýòîì ñêîðîñòü èçìåíèëàñü 
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îò v1 äî v2 è v v at at v v2 1 2 1= + ⇒ = −  Ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ 

ñêîðîñòü s

v v v vS at
v v v

t
2 1 2 1

1 1 .
2 2 2

− += = + = + =  Â ðàññìàòðè-

âàåìîì ñëó÷àå ïðîéäåííûé ïóòü ðàâåí ìîäóëþ âåêòîðà 
ïåðåìåùåíèÿ, ïîýòîìó vñð = vs. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò 
ñïðàâåäëèâ òîëüêî òîãäà, êîãäà äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîóñêîðåííûì èëè ðàâíîçàìåäëåííûì.

Ïðè v1 = 0 ïóòü, ïðîõîäèìûé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè 
Δt, ðàâåí S1 = S(Δt) = aΔt2 / 2. Ïóòü, ïðîõîäèìûé çà âðåìÿ 
2Δt, 

S(2Δt) = 4aΔt2 / 2;

( ) ( )( ) ( )2 22 2 219
3 ;  ... 1 ;  ,

2 2 2n

n a ta t n a t
S t S n t S

− ΔΔ ΔΔ = − Δ = =  

ãäå .n N∈

Ïóòü, ïðîõîäèìûé çà âòîðîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt,

( ) ( ) a t a t a t
S S t S t

2 2 2

2

4 3
2 .

2 2 2

Δ Δ Δ= Δ − Δ = − =

Ïóòü, ïðîõîäèìûé çà òðåòèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt,

( ) ( )
2 2 2

3

9 4 5
3 2 .

2 2 2

a t a t a t
S S t S t

Δ Δ Δ= Δ − Δ = − =

Ïóòü, ïðîõîäèìûé çà n-é ïðîìåæóòîê Δt,

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 22 2

2 2
22

1
1

2 2

1 2 1 .
2 2

n

n a tn a t
S S n t S n t

a t a t
n n n

− ΔΔ= Δ − − Δ = − =

Δ Δ= − − = +

Òîãäà

( )
( )

2 2 2 2

1 2 3

3 5
: : :... : : :...: 2 1

2 2 2 2
1: 3:5... 2 1 .

n

a t a t a t a t
S S S S n

n

Δ Δ Δ Δ= + =

= +
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Îòíîøåíèå ïóòåé, ïðîõîäèìûõ òåëîì çà ðàâíûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè â ðàâíîóñêîðåí-
íîì äâèæåíèè ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé íóëþ, 
ðàâíî îòíîøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë 
íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

4. Êîãäà îïîçäàâøèé ïàññàæèð âáåæàë íà ïëàòôîðìó, 
ìèìî íåãî çà âðåìÿ t1 ïðîøåë ïðåäïîñëåäíèé âàãîí 
ïîåçäà. Ïîñëåäíèé âàãîí ïðîøåë ìèìî ïàññàæèðà çà 
âðåìÿ t2. Íà ñêîëüêî îïîçäàë ïàññàæèð ê îòõîäó ïî-
åçäà? Ïîåçä äâèãàëñÿ ðàâíîóñêîðåííî, äëèíà âàãîíîâ 
îäèíàêîâà.

Ð å ø å í è å
Òàê êàê ïîåçä îòõîäèë îò ïëàòôîðìû, òî åãî íà÷àëü-

íàÿ ñêîðîñòü v0 = 0. Ïóñòü ïàññàæèð îïîçäàë íà âðåìÿ τ, 
òîãäà â ìîìåíò, êîãäà ïàññàæèð âáåæàë íà ïëàòôîðìó, 
ñêîðîñòü ïîåçäà v = aτ. Îòñ÷åò âðåìåíè íà÷íåì ñ ìîìåíòà 
ïîÿâëåíèÿ ïàññàæèðà íà ïëàòôîðìå è ïðîñëåäèì çà ïî-
ëîæåíèåì òî÷êè À (â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñ. 13, l — äëèíà âàãîíà).

Ðèñ. 13

Çàêîí äâèæåíèÿ ïîåçäà

x(t) = x0 + vt + at2 / 2 = vt + at2 / 2 = aτt + at2 / 2.

Ïðè t = t1
 x(t1) = xA = l = aτt1 + at2

1 / 2. (1)
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Ïðè t = t1 + t2

 x(t1 + t2) = xA = 2l = aτ(t1 + t2) + a(t1 + t2)2 / 2. (2)

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèå (2) íà (1), ïîëó÷èì 

( ) ( )

( ) ( )

2
1 2 1 2

2
1 1

2 2
2 1 2

1 1 1 2 1 2

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1

1 2 1 2
1 2

2
2

2

2
2 2

2
.

2 2 2

t t t t

t t

t t
t t t t t t

t t t t t t
t t t t

t t

τ + + +
= ⇒

τ +

τ + = τ + τ + + + ⇒

+ −τ − = + − ⇒ τ =
−

5. Òåëî íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ èç òî÷êè Î áåç íà÷àëüíîé 
ñêîðîñòè ïî ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì à. ×å-
ðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ 
òåëî îêàçûâàåòñÿ â òî÷êå Â, ïðè÷åì â íåé ïðîèñõî-
äèò èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ óñêîðåíèÿ íà ïðîòèâîïî-
ëîæíîå, à åãî ìîäóëü âîçðàñòàåò âäâîå. ×åðåç êàêîå 
âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ òåëî îêàæåòñÿ â òî÷êå 
Ñ, ëåæàùåé ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò íà÷àëüíîé òî÷êè 
äâèæåíèÿ Î, òàêîé, ÷òî ÎÂ = ÎÑ?

Ð å ø å í è å
Ñäåëàåì ÷åðòåæ, èëëþñòðèðóþùèé óñëîâèå çàäà÷è. 

Äëÿ ýòîãî íàïðàâèì êîîðäèíàòíóþ îñü X âäîëü ïðÿìîé, 
ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òåëî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 14. 
Åå íà÷àëî ïîìåñòèì â òî÷êó Î, ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëü-
íàÿ êîîðäèíàòà x0 = 0. Çàïèøåì çàêîíû äâèæåíèÿ íà 
ó÷àñòêå ÎÂ. Òàê êàê ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ax = a è v0 = 0, 
òî v(t) = at, x(t) = at2 / 2. Â ìîìåíò âðåìåíè t = τ òåëî îêà-
æåòñÿ â òî÷êå Â, åãî ñêîðîñòü vÂ = aτ, à åãî êîîðäèíàòà 
xÂ = aτ2 / 2. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â òî÷êå Â óñêîðåíèå èçìå-
íÿåò íàïðàâëåíèå, òåëî åùå íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîäîëæèò 
ñâîå äâèæåíèå â ïðåæíåì íàïðàâëåíèè, äâèãàÿñü ðàâíî-
çàìåäëåííî. Ïîñëå òîãî êàê ñêîðîñòü îáðàòèòñÿ â íóëü, 
îíî íà÷íåò äâèãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.
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Ðèñ. 14

Â òî÷êå Â åñòåñòâåííî íà÷àòü íîâûé îòñ÷åò âðåìåíè. 
Ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ax = –2a, íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà xB, 
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü vB. Çàêîí äâèæåíèÿ òåëà

x(t) = xB + vBt + axt2 / 2 = aτ2 / 2 + aτt – 2aτ2 / 2 = 
 = aτ2 / 2 + aτt – at2. (1)

Êîãäà òåëî îêàæåòñÿ â òî÷êå Ñ, åãî êîîðäèíàòà 
xC = – xB = –aτ2 / 2. Ôîðìóëà (1) âûðàæàåò êîîðäèíàòó òåëà 
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðè äâèæåíèè ñ óñêîðåíèåì 
ax = –2a, â òîì ÷èñëå è êîîðäèíàòó òî÷êè Ñ. Ïîýòîìó 
ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå aτ2 / 2 + aτt – at2 = –aτ2 / 2, ãäå 
t — âðåìÿ äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêå îò Â ê Ñ. Ïåðåíîñÿ âñå 
÷ëåíû â îäíó ÷àñòü è ñîêðàùàÿ íà a ≠ 0, ïîëó÷àåì êâà-
äðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t: t2 – τt – τ2 = 0. Åãî äèñ-

êðèìèíàíò D = τ2 – 4(–τ2) = 5τ2, à åãî êîðíè ( )t1,2 5 2= τ ± τ = 

( )1 5 2.= τ ±  Çäåñü t2 < 0, ÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 

çàäà÷è. Çíà÷èò, ( )t t1 1 5 2.= = τ +  Òåëî îêàæåòñÿ â òî÷-

êå Ñ ÷åðåç âðåìÿ ( ) ( )t1 1 5 2 3 5 2 2,6+ τ = τ + + τ = τ + ≈ τ  

ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

6. Çà ïîñëåäíþþ ñåêóíäó ñâîáîäíî ïàäà-
þùåå òåëî ïðîëåòåëî 3 / 4 âñåãî ïóòè. 
Ñêîëüêî âðåìåíè ïàäàëî òåëî è ñ êà-
êîé âûñîòû? Íàéòè êîíå÷íóþ ñêîðîñòü 
(ñì. ðèñ. 15).

Ðèñ. 15
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Ð å ø å í è å
Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-

ìóëàìè (1.23) è (1.24). 
Òîãäà 

vx(t) = gt è x(t) = gt2 / 2. 

Ïóñòü tn — ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà, ñëåäîâà-
òåëüíî, 

A nx H gt2 2.= =

Âðåìÿ äâèæåíèÿ äî òî÷êè Â tn – Δt, ãäå Δt = 1 ñ — âðå-
ìÿ äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêå ÂÀ. Òàê êàê xB = H / 4, òî

H / 4 = g(tn – Δt)2 / 2.

Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2
2

2

2, 2,

4 2, 2 ,

2 4
2

2 2 2 2 c.

n n

n n

n n n
n

nn

n n n

H gt H gt

H g t t H g t t

gt t t
g t t

t tt t

t t t t t

⎧ ⎧= =⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨
= − Δ = − Δ⎪ ⎪⎩ ⎩

⇒ = − Δ ⇒ = ⇒ =
− Δ− Δ

= ⇒ = − Δ ⇒ = Δ =

Èñêîìàÿ âûñîòà 2 2 19,6 м,nH gt= =  à êîíå÷íàÿ ñêî-
ðîñòü

vA = gtn = 19,6 ì/ñ.

7. Àýðîñòàò ïîäíèìàåòñÿ ñ çåìëè âåðòè-
êàëüíî ââåðõ ñ óñêîðåíèåì a = 2 ì/ñ2. 
×åðåç τ = 5 ñ îò íà÷àëà äâèæåíèÿ àý-
ðîñòàòà èç íåãî âûïàë ïðåäìåò. ×åðåç 
ñêîëüêî âðåìåíè ýòîò ïðåäìåò óïàäåò 
íà çåìëþ? Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü àýðîñòà-
òà ðàâíà íóëþ (ñì. ðèñ. 16).

Ðèñ. 16
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Ð å ø å í è å
Òàê êàê àýðîñòàò äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî, òî åãî 

ñêîðîñòü è êîîðäèíàòà âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

v(t) = v0 + at = at; x(t) = x0 + v0t + at2 / 2 = at2 / 2.

×åðåç âðåìÿ τ = 5 ñ àýðîñòàò, à âìåñòå ñ íèì è ïðåä-
ìåò áóäóò èìåòü ñêîðîñòü vA = aτ è êîîðäèíàòó xA = aτ2 / 2. 
Ïðåäìåò äàëåå äâèæåòñÿ â ïîëå òÿæåñòè ñ ïîñòîÿííûì 
óñêîðåíèåì g,

�
 ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà îñü X — ax = –g. 

Âðåìÿ óäîáíî îòñ÷èòûâàòü îò ìîìåíòà, êîãäà ïðåäìåò 
âûïàë èç àýðîñòàòà. Òîãäà vA è xA — ýòî íà÷àëüíûå ñêî-
ðîñòü è êîîðäèíàòà ïðåäìåòà. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.20), 
çàïèøåì çàêîí äâèæåíèÿ ïðåäìåòà:

x(t) = x0 + v0t + gt2 / 2 =
= xA + vAt – gt2 / 2 = aτ2 / 2 + aτt – gt2 / 2.

Â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðåäìåò óïàë íà çåìëþ, åãî êî-
îðäèíàòà x = 0, à âðåìÿ äâèæåíèÿ — tn. Ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 22

0 2 2 2 0,

4 1 .

n n n na a t gt gt a t a

D a ag a g a

= τ + τ − ⇒ − τ − τ =

= τ + τ = τ +

Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

( ) ( )( )1 1 1 .nt a a g a g a g g a= τ ± τ + = τ ± +

Òàê êàê tn > 0, òî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïðåäìåòà

( )( )1 1 ;  3,4 c.n nt a g g a t= τ + + ≈

8. Äâà ìÿ÷à áðîøåíû îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã 
äðóãó ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè: îäèí âåðòèêàëüíî 
ââåðõ ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè, äðóãîé âåðòèêàëüíî âíèç 
ñ âûñîòû Í. Íàéòè ýòè ñêîðîñòè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 
ê ìîìåíòó âñòðå÷è îäèí èç ìÿ÷åé ïðîëåòåë ïóòü Í / 3.
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Ð å ø å í è å
Ìÿ÷, áðîøåííûé ñ ïîâåðõíîñòè çåì-

ëè, äî òî÷êè âñòðå÷è äâèæåòñÿ ðàâíî-
çàìåäëåííî, ïîýòîìó îí ïðîõîäèò ïóòü 
H / 3. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äðóãîé ìÿ÷ 
äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî, óñêîðåíèÿ 
îáîèõ ìÿ÷åé îäèíàêîâû è ðàâíû âåêòî-
ðó g

�
 (ñì. ðèñ. 17).

Ââåäåì âåðòèêàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ 
îñü X, åå íà÷àëî ïîìåñòèì íà ïîâåðõíî-
ñòè çåìëè. Äëÿ ìÿ÷à, íàõîäèâøåãîñÿ íà 
çåìëå, ax = –g, v0x = v0, x0 = 0, ïîýòîìó åãî 
êîîðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

x(t) = v0t – gt2 / 2.

Äëÿ ìÿ÷à, íàõîäèâøåãîñÿ íà âûñîòå H, â òîé æå ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ax = –g, v0x = –v0, x0 = H. Åãî êîîðäèíàòà 
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

x(t) =H – v0t – gt2 / 2.

Â ìîìåíò âñòðå÷è ïóòè, ïðîéäåííûå ìÿ÷àìè, ðàçëè÷-
íû, îäíàêî èõ êîîðäèíàòû îäèíàêîâû è ðàâíû H / 3. Ïî 
óñëîâèþ çàäà÷è âðåìÿ äâèæåíèÿ ìÿ÷åé äî òî÷êè âñòðå÷è 
îäèíàêîâî. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

H v t gt

H H v t gt

2
0

2
0

3 2,

3 2.

⎧ = −⎪
⎨

= − −⎪⎩
Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èì 2H / 3 =

= H – gt2. Âðåìÿ äâèæåíèÿ äî âñòðå÷è t H g3 .=  Èç ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì

( )v H gt t gH2
0 3 2 3 2.= + =

9. Ñ áàøíè âûñîòîé H = 25 ì ãîðèçîíòàëüíî áðîøåí êà-
ìåíü ñî ñêîðîñòüþ v0 = 10 ì/ñ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè 
îò îñíîâàíèÿ áàøíè îí óïàäåò? Êàêîâà åãî êîíå÷íàÿ 

Ðèñ. 17
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ñêîðîñòü? Êàêîé óãîë îáðàçóåò âåêòîð êîíå÷íîé ñêî-
ðîñòè ñ ãîðèçîíòîì (ñì. ðèñ. 18)?

Ð å ø å í è å
Â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè íà êàìåíü äåéñòâóåò ñèëà 

òÿæåñòè, êîòîðàÿ ñîîáùàåò åìó óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî 
ïàäåíèÿ g.

�
 Äâèæåíèå êàìíÿ ðàñêëàäûâàåì íà äâà íå-

çàâèñèìûõ ïðÿìîëèíåéíûõ äâèæåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèõ 
â ãîðèçîíòàëüíîì OX è âåðòèêàëüíîì OY íàïðàâëåíèÿõ. 
Íà÷àëî êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû O íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíî-
ñòè çåìëè ó îñíîâàíèÿ áàøíè.

Ðèñ. 18

Ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ g
�

 íà îñü OX ðàâíà íóëþ, ïî-
ýòîìó â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè êàìåíü äâèæåòñÿ 
ïðÿìîëèíåéíî ðàâíîìåðíî. Ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ g

�
 íà 

îñü OY gy = –g = const, ïîýòîìó äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîì 
íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîïåðåìåííûì (ðàâíîóñêîðåí-
íûì). Â âûáðàííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå íà÷àëüíûå 
êîîðäèíàòû êàìíÿ x0 = 0, y0 = H, íà÷àëüíûå ñêîðîñòè 
v0x = v0, v0y = 0. Çàêîíû ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå: vx(t) = v0x = v0; 
x(t) = x0 + v0xt = v0t. Çàêîíû äâèæåíèÿ â âåðòèêàëüíîì 
íàïðàâëåíèè: vy(t) = v0y + gyt = –gt; y(t) = y0 + v0t + gyt2 / 2 = 
= H – gt2 / 2.

Â òî÷êå ïàäåíèÿ êàìíÿ åãî êîîðäèíàòà ó îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü; ïîëó÷àåì óðàâíåíèå nH gt2 2 0,− =  ãäå tn — 
âðåìÿ ïàäåíèÿ. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî 

ê
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n nH gt t H g2 2 2 .= ⇒ =  Èç ðèñ. 18 ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿ-
íèå S îò îñíîâàíèÿ áàøíè äî òî÷êè ïàäåíèÿ ðàâíî êîîð-
äèíàòå x òî÷êè ïàäåíèÿ:

0 0 2 22,6 м.nS x v t v H g= = = =

Âåêòîð êîíå÷íîé ñêîðîñòè vк

�
 íàïðàâëåí ïî êàñàòåëü-

íîé ê òðàåêòîðèè, åãî ïðîåêöèÿ íà ãîðèçîíòàëüíîå íà-
ïðàâëåíèå vx = v0. Ïðîåêöèÿ íà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëå-
íèå y nv gt g H g gH2 2 .= − = − = −

Ìîäóëü 2 2 2
к 0 2 24,3 м/c.x yv v v v gH= + = + =  Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ óãëà α èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íàé-
äåì:

0
к

к

cos arccos arccos0,41 65,8 .x
v

v v
v

α = ⇒ α = = = °

10. Íà ãîðå ñ óãëîì íàêëîíà à ê ãîðèçîíòó áðîñàþò ìÿ÷ 
ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêëîíó 
ãîðû. Íàéäèòå âðåìÿ ïîëåòà ìÿ÷à. Íà êàêîì ðàññòî-
ÿíèè îò òî÷êè áðîñàíèÿ óïàäåò ìÿ÷?

Ð å ø å í è å
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî ñëîæíîå äâèæåíèå ðàç-

ëîæèòü íà äâèæåíèå â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëüíîì 
íàïðàâëåíèÿõ è ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñ. 11. Îäíàêî â ýòîé è ïîäîáíûõ çàäà÷àõ óäîá-
íî ââîäèòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 19. 
Òîãäà ax = g sin α, ay = –g  cos α, ò. å. äâèæåíèÿ âäîëü X è 
Y îêàçûâàþòñÿ ðàâíîïåðåìåííûìè. Çàêîíû äâèæåíèÿ 
çàïèøóòñÿ â âèäå x(t) = x0 + v0xt + axt2 / 2 = (g  sin αt2) / 2 
(x0 = 0 è v0x = 0), y(t) = y0 + v0xt + ayt2 / 2 = v0t – (g  cos αt2) / 2 
(y0 = 0 è v0y = v0).

Â òî÷êå ïàäåíèÿ A ( )A n ny v t g t2
00 cos 2 0,= ⇒ − α =  ãäå 

tn — âðåìÿ ïîëåòà ìÿ÷à,

( )( ) ( )n n nt v g t t v g0 0cos 2 0 2 cos .− α = ⇒ = α
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Ðèñ. 19

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè áðîñàíèÿ äî òî÷êè ïàäåíèÿ

( ) ( ) ( )A nAO x g t v g2 2 2
0sin 2 2 sin cos .= = α = α α

11. Äàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè òåëà îò âðåìåíè. 
Äâèæåíèå ïðÿìîëèíåéíîå (ñì. ðèñ. 20). Ïîñòðîéòå 
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ, êîîðäèíàòû è ïðîé-
äåííîãî ïóòè îò âðåìåíè. Íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà òåëà 
ðàâíà íóëþ.

Ð å ø å í è å

Ïðè 10;t t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çà-
êîíó

v(t) = v0 + a1t, ãäå v0 = 0 è a1 = tg α1 = const > 0. 

Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîïåðåìåííûì. 
Ïðè 1 2 1; constt t t v⎡ ⎤∈ =⎣ ⎦  (ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå) è a2 = 0. 

Ïðè t t t2 4;⎡ ⎤∈⎣ ⎦  çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò âðåìåíè ëèíåé-

Ðèñ. 20
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íàÿ. Åñëè çà íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ïðèíÿòü ìîìåíò 
âðåìåíè t2, òî ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íà â âèäå v(t) = v1 + a3t, ãäå a3 = tg α2 = const < 0 (òàê êàê 
α2 > π / 2). Çàâèñèìîñòü a(t) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 20. Ïî-
ñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè x(t).

Ïðè 10;t t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  x(t) = x0 + v0t + a1t2 / 2 = a1t2 / 2 — ïàðàáîëà.

Ïðè t t t1 2;⎡ ⎤∈⎣ ⎦  x(t) = x1 + v1t (âðåìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò 

t1) — ïðÿìàÿ ëèíèÿ.
Ïðè 2 4;t t t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  x(t) = x2 + v1t + a3t2 / 2 (âðåìÿ îòñ÷èòûâà-

åòñÿ îò t2) — ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû âíèç, 
òàê êàê a3 < 0 (ñì. ðèñ. 21).

Ðèñ. 21

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è v(t) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âî 
âñåõ òî÷êàõ, âêëþ÷àÿ t1 è t2. Òàê êàê v = x′(t), òî ôóíêöèÿ 
x(t) äîëæíà èìåòü ïðîèçâîäíóþ â òî÷êàõ t1 è t2, ïîýòîìó 
ïðÿìàÿ x(t) = x1 + v1t ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëàì 
â òî÷êàõ t1 è t2. Òàê êàê v = x′ è v(t3) = 0, òî â òî÷êå t3 
ôóíêöèÿ x(t) èìååò ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì). Çàâèñèìîñòü 
x(t) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 21.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìå-
íè íàäî ó÷åñòü, ÷òî äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì 
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è, ïîêà òåëî óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, x(t) è S(t) 
ñîâïàäàþò. Ïðè 3 4;t t t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ, 

íî ïðîéäåííûé ïóòü ïðîäîëæàåò âîçðàñòàòü (ïðîéäåí-
íûé ïóòü — íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè). Òàê êàê 
a a1 1 2 2tg tg ,= α < α =  òî ïàðàáîëà íà ó÷àñòêå 2 4;t t t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  

ïðîõîäèò áîëåå êðóòî, ÷åì íà ó÷àñòêå 10; t⎡ ⎤⎣ ⎦. Çàâèñè-
ìîñòü S(t) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 21.

12. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè x(t) = 5 cos 2t ñì, y = 5 sin 2t ñì. Îïðåäåëèòü ñêî-
ðîñòü, óñêîðåíèå è òðàåêòîðèþ óðàâíåíèÿ òî÷êè.

Ð å ø å í è å
Îïðåäåëèì òðàåêòîðèþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîëó-

÷èòü çàâèñèìîñòü, ñîäåðæàùóþ x è ó è íå ñîäåðæàùóþ 
âðåìÿ t. Â êàæäîé çàäà÷å ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ ñ ó÷å-
òîì êîíêðåòíîãî âèäà çàâèñèìîñòåé x(t) è y(t). Â äàííîé 
çàäà÷å ýôôåêòèâíåå âñåãî âîçâåñòè êàæäîå óðàâíåíèå 
â êâàäðàò è ðåçóëüòàòû ñëîæèòü:

( )

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

25cos 2

25sin 2

25 cos 2 sin 2 25 5 .

x t

y t

x y t t x y

⎧ =⎪ ⇒⎨
=⎪⎩

⇒ + = + ⇒ + = =

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ óðàâíåíèåì 
îêðóæíîñòè (x – a)2 + (y – b)2 = R2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî 
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè — îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì 
â íà÷àëå êîîðäèíàò O(0; 0) è ðàäèóñîì R  = 5 ñì.

Ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà îñè X è Y:

vx = x′(t) = (5 cos 2t)′ = –5 ⋅ 2 sin 2t = –10 sin 2t;

vy = y′(t) = (5 sin 2t)′ = –5 ⋅ 2 cos 2t = –10 cos 2t.

Ìîäóëü ñêîðîñòè 

2 2 2 2 2 210 cos 2 10 sin 2 10 см/с.x yv v v t t= + = + =
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Ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ íà îñè X è Y:

( )
( )

10sin2 10 2cos2 20cos2 ;

10cos2 10 2sin2 20sin2 .

x x

y y

a v t t t

a v t t t

′′= = − = − ⋅ = −

′′= = = − ⋅ = −

Ìîäóëü óñêîðåíèÿ 
2 2 2 2 2 2 220 cos 2 20 sin 2 20 cм/c .x ya a a t t= + = + =

13. Êàïëè äîæäÿ, ïàäàþùèå âåðòèêàëüíî, ïàäàþò íà 
ñòåêëî îêíà âàãîíà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ 
è = 36 êì/÷, è îñòàâëÿþò íà íåì ñëåä ïîä óãëîì 60° 
ê âåðòèêàëè. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ïàäåíèÿ êàïåëü v.

Ð å ø å í è å
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå êàïëè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-

çàííîé ñ äâèæóùèìñÿ âàãîíîì (ñì. ðèñ. 22, à). Ïóñòü 
vîòí — ñêîðîñòü êàïëè â ýòîé ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, ïîëó÷èì

( )v u v v v u v uотн отн .= + ⇒ = − = + −� � � � � � � �

à   á 
Ðèñ. 22

Ïîñòðîèì âåêòîð vотн

�
 (ñì. ðèñ. 22, á).

Èòàê, â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âàãîíîì, êàïëÿ 
èìååò ñêîðîñòü vотн,

�
 íàïðàâëåííóþ ïîä óãëîì α ê âåðòè-

êàëè. Ìîäóëè âåêòîðîâ u
�

 è u− �
 ðàâíû, ïîýòîìó èç ΔABC:

20,8 км/ч = 5,8 м/c.
tg

u
v = =

α
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14. Â òî÷êàõ À è Â íàõîäÿòñÿ ìîòîðíàÿ ëîäêà è êàòåð, 
äâèæóùèåñÿ ñ çàäàííûìè ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè 
vл

�
 è vк

�
 (ñì. ðèñ. 23). Îïðåäåëèòü ãðàôè÷åñêè, êàêèì 

áóäåò íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëîäêîé è êàòå-
ðîì.

Ð å ø å í è å
Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ ëîäêîé. 

Ñêîðîñòü ýòîé ñèñòåìû îòñ÷åòà u vл,=� �
 ñêîðîñòü êàòåðà 

îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû îòñ÷åòà отн,v
�

 òîãäà èç çàêîíà 
ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

( )v v v v v v v vк л отн отн к л к л .= + ⇒ = − = + −� � � � � � � �

Ðèñ. 23

Íà ðèñ. 23 ïîñòðîåí âåêòîð vотн.
�

 Èòàê, â ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ëîäêîé, ëîäêà ïîêîèòñÿ, à êàòåð äâè-
æåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåå ñî ñêîðîñòüþ vотн,

�
 íàïðàâëåííîé 

âäîëü ïðÿìîé ÂÌ.
Èç òî÷êè À îïóñêàåì ïåðïåíäèêóëÿð ÀÑ íà ÂÌ, äëè-

íà êîòîðîãî è åñòü êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè 
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ëîäêîé. Â êëàññè÷åñêîé 
ìåõàíèêå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íå çàâèñèò îò ñèñ-
òåìû îòñ÷åòà, ïîýòîìó äëèíà ÀÑ åñòü ìèíèìàëüíîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ëîäêîé è êàòåðîì â ëþáûõ ñèñòåìàõ îò-
ñ÷åòà.
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ

Äèíàìèêà — ýòî ÷àñòü ìåõàíèêè, â êîòîðîé èçó÷àþò-
ñÿ ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ óñêîðåíèÿ ó òåë è ñïîñîáû 
åãî âû÷èñëåíèÿ. Îñíîâó äèíàìèêè ñîñòàâëÿþò òðè çàêî-
íà Íüþòîíà. Ýòè çàêîíû ïðèìåíÿþò ïðè èçó÷åíèè êàê 
ïîñòóïàòåëüíîãî, òàê è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåë.

1. Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà

Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà óòâåðæäàåò: ñóùåñòâóþò òà-
êèå ñèñòåìû îòñ÷åòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïîñòóïà-
òåëüíî äâèæóùååñÿ òåëî ñîõðàíÿåò ñâîþ ñêîðîñòü ïîñòî-
ÿííîé, åñëè íà íåãî íå äåéñòâóþò äðóãèå òåëà (èëè äåé-
ñòâèÿ äðóãèõ òåë êîìïåíñèðóþòñÿ).

Ñèñòåìû îòñ÷åòà, ðàññìàòðèâàåìûå â ïåðâîì çàêîíå 
Íüþòîíà, íàçûâàþòñÿ èíåðöèàëüíûìè. Ïðè èçó÷åíèè 
ìíîãèõ ÿâëåíèé ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ Çåìëåé, 
ìîæíî ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé. Èíåðöèàëüíûìè ÿâëÿþò-
ñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííûå ñ òåëàìè, êîòîðûå ïî îò-
íîøåíèþ ê çåìíîé ïîâåðõíîñòè ïîêîÿòñÿ èëè äâèæóòñÿ 
ïðÿìîëèíåéíî ðàâíîìåðíî.

Ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííûå ñ óñêîðåííî äâèæóùè-
ìèñÿ òåëàìè, íàçûâàþò íåèíåðöèàëüíûìè. Çàêîíû Íüþ-
òîíà â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà íå âûïîëíÿþò-
ñÿ. Â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî 
èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà.

2. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

Â äèíàìèêå óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå äâèæåíèÿ 
òåëà, ò. å. âîçíèêíîâåíèå ó òåëà óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåíî 
âçàèìîäåéñòâèåì ýòîãî òåëà ñ äðóãèìè òåëàìè. Âñå ðàç-
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íîîáðàçèå âçàèìîäåéñòâèé â ïðèðîäå ñîâðåìåííàÿ ôèçè-
êà ñâîäèò ê ÷åòûðåì îñíîâíûì âèäàì: ãðàâèòàöèîííîìó, 
ýëåêòðîìàãíèòíîìó, ÿäåðíîìó è ñëàáîìó.

Êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü ñèëà. 
Ñèëà — âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷-
êîé ïðèëîæåíèÿ, íàïðàâëåíèåì è ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì 
(ìîäóëåì).

Êîãäà íà òåëî äåéñòâóåò íåñêîëüêî ñèë, òî èõ ìîæ-
íî çàìåíèòü îäíîé ñèëîé, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò òàêîå 
æå äåéñòâèå, ÷òî è íåñêîëüêî ñèë. Òàêóþ ñèëó íà-
çûâàþò ðàâíîäåéñòâóþùåé (ðåçóëüòèðóþùåé). Åñëè 

1 2, , ..., nF F F
� � �

 — ñèëû, ïðèëîæåííûå ê òåëó, òî èõ ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ
 nF F F F1 2 ... .= + + +

� � � �
 (2.1)

Ñâîéñòâî ôèçè÷åñêèõ òåë èçìåíÿòü ïîä äåéñòâèåì 
ñèë ñâîå äâèæåíèå çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè 
íàçûâàåòñÿ èíåðòíîñòüþ òåë. Ìàññà òåëà åñòü êîëè÷åñò-
âåííàÿ ìåðà èíåðòíîñòè. Ìàññà íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé 
âåëè÷èíîé.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà óòâåðæäàåò, ÷òî óñêîðåíèå, 
ïðèîáðåòàåìîå òåëîì, ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèëîæåííîé 
ñèëå 

�
F  è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàññå òåëà m:

 a F m.=
��

 (2.2)

Åñëè íà òåëî äåéñòâóåò íåñêîëüêî ñèë 1 2, , ..., nF F F
� � �

, òî 
â ôîðìóëå (2.2) F

�
 — ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñêîðåíèå 
òåëà îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâóþùèìè íà íåãî ñèëàìè, ïðè-
÷åì âåêòîð óñêîðåíèÿ a

�
 íàïðàâëåí òàê æå, êàê è âåêòîð 

ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë F.
�

 Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè 
óðàâíåíèå (2.2) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

 F ma.=
� �  (2.3)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå òðåõ ñêà-
ëÿðíûõ ðàâåíñòâ
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 x x y y z zF ma F ma F ma, , ,= = =  (2.4)

ãäå Fx, Fy, Fz — ïðîåêöèè âåêòîðà F
�

 è ax, ay, az — ïðî-
åêöèè âåêòîðà a

�
 íà êîîðäèíàòíûå îñè.

3. Îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè

Ìîæíî äàòü èíóþ ôîðìóëèðîâêó âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
òîíà, ââåäÿ ïîíÿòèÿ èìïóëüñà òåëà è èìïóëüñà ñèëû.

Èìïóëüñîì òåëà íàçûâàþò âåêòîðíóþ âåëè÷èíó, ðàâ-
íóþ ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òåëà íà åãî ñêîðîñòü:

 p mv.=� �
 (2.5)

Èç ôîðìóëû (2.5) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð èìïóëüñà òåëà 
íàïðàâëåí òàê æå, êàê è âåêòîð ñêîðîñòè.

Èìïóëüñîì ïîñòîÿííîé ñèëû íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèå 
ñèëû íà âðåìÿ åå äåéñòâèÿ: Ft.

�

Âåêòîð èìïóëüñà ñèëû ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì ñèëû.
Èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà è èìïóëüñ ñèëû ñâÿçàíû 

ìåæäó ñîáîé:
 Ft mv mv= −� �

 (2.6)

ãäå mv0

�
 — íà÷àëüíûé èìïóëüñ òåëà; mv

�
 — åãî êîíå÷-

íûé èìïóëüñ.
Âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà p mv mv0Δ = −� � �

 åñòü èçìåíåíèå èì-
ïóëüñà òåëà. Ðàâåíñòâî (2.6) íàçûâàþò îñíîâíûì óðàâ-
íåíèåì äèíàìèêè: èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà ðàâíî èì-
ïóëüñó äåéñòâóþùåé íà íåãî ñèëû. Âåêòîð pΔ�

 íàïðàâ-
ëåí òàê æå, êàê è âåêòîð F.

�

Èìïóëüñ ñèëû ( ),
�
F t  èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè, ÷èñ-

ëåííî ðàâåí ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ABCD 
(ñì. ðèñ. 24). Èç ñâîéñòâ èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî

 ( )
2

1

.
t

ABCD
t

S F t dt= ∫  (2.7)
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Ðèñ. 24

Âàæíûì ñëåäñòâèåì îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè 
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îäíà è òà æå ñèëà çà ðàâíûå ïðîìå-
æóòêè âðåìåíè èçìåíÿåò èìïóëüñ òåë íà îäíó è òó æå 
âåëè÷èíó íåçàâèñèìî îò èõ ìàññ.

4. Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà

Ëþáîå äåéñòâèå òåë äðóã íà äðóãà íîñèò âçàèìíûé 
õàðàêòåð, ò. å. åñëè òåëî 1 äåéñòâóåò íà òåëî 2, òî îáÿ-
çàòåëüíî è òåëî 2 äåéñòâóåò íà òåëî 1. Òðåòèé çàêîí 
Íüþòîíà óòâåðæäàåò: âñå òåëà äåéñòâóþò äðóã íà äðóãà 
ñ ñèëàìè, ðàâíûìè ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî 
íàïðàâëåíèþ.

Òðè çàêîíà Íüþòîíà ñïðàâåäëèâû â èíåðöèàëüíûõ 
ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ òåë ïðè-
õîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òðåìÿ âèäàìè ñèë: ñèëîé òÿãîòå-
íèÿ, ñèëîé óïðóãîñòè, ñèëîé òðåíèÿ.

5. Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. 
Ñèëà òÿæåñòè. Âåñ òåëà

Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ óòâåðæäàåò: òåëà ïðèòÿ-
ãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó ñ ñèëîé, ìîäóëü êîòîðîé ïðîïîð-
öèîíàëåí ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàññ è îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëåí êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ãðàâèòàöèîí-
íûå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó òåëàìè âû÷èñëÿþòñÿ ïî 
ôîðìóëå
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m m

F F F G
r
1 2

1 2 r 2 ,= = =  (2.8)

ãäå r — ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè;
G  =  6,67 ⋅ 10–11 Í ⋅ ì2/êã2 — ïîñòîÿííàÿ âñåìèðíîãî òÿãîòå-
íèÿ (ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ).

Ñèëû ïðèòÿæåíèÿ íàïðàâëåíû âäîëü ïðÿìîé, ñîåäè-
íÿþùåé òåëà. Ôîðìóëà (2.8) èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ðàçìå-
ðû òåë ò1 è ò2 ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè 
(ò. å. äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìàòåðèàëüíû-
ìè òî÷êàìè). Äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ 
âû÷èñëåíèÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó îäíîðîäíûìè øà-
ðàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ëþáûõ ðàññòîÿíèÿõ. Â ýòîì 
ñëó÷àå â ôîðìóëå (2.8) r — ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè 
øàðîâ.

Àíàëîãè÷íî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (2.8) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó øàðîì è ìàòåðèàëüíîé 
òî÷êîé, ðàñïîëîæåííîé âíå øàðà.

Ðàññìîòðèì òåëî ìàññîé m, ðàñïîëîæåííîå ó ïîâåðõ-
íîñòè Çåìëè. Ñî ñòîðîíû Çåìëè íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà 

ïðèòÿæåíèÿ З
2
З

,r
mM

F G
R

=  ãäå MÇ è RÇ — ìàññà è ðàäèóñ 

Çåìëè.
Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

З
2
З

.r
M

F ma a G
R

= ⇒ =

Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåíèå, ñîîáùàåìîå òåëó Çåìëåé, 
íå çàâèñèò îò ìàññû òåëà. Åãî íàçûâàþò óñêîðåíèåì ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ è îáîçíà÷àþò g. Èòàê,

 2З
2
З

9,81м/c ,
M

g G
R

= =  (2.9)

ãäå ìàññà Çåìëè MÇ  =  5,96  ⋅  1024 êã, à åå ðàäèóñ 
RÇ = 6400 êì.

Ñèëó ïðèòÿæåíèÿ òåëà ê Çåìëå íàçûâàþò ñèëîé òÿ-
æåñòè. Åå ìîäóëü ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå
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mM

G mg
R

З
2
З

.=  (2.10)

Âåñ òåëà — ýòî ñèëà, ñ êîòîðîé òåëî, âñëåäñòâèå åãî 
ïðèòÿæåíèÿ ê Çåìëå, äåéñòâóåò íà îïîðó èëè ïîäâåñ. Èç 
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåñ òåëà ïðèëîæåí ê îïîðå èëè 
ïîäâåñó, à íå ê òåëó. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè âåñ è ñèëà 
òÿæåñòè íå îäíî è òî æå: îíè âñåãäà ïðèëîæåíû ê ðàç-
íûì òåëàì. Îíè ìîãóò áûòü ðàâíû ïî ìîäóëþ, à ìîãóò 
è îòëè÷àòüñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèëà òÿæåñòè íå çà-
âèñèò îò òîãî, äâèæåòñÿ òåëî èëè ïîêîèòñÿ, à âåñ òåëà 
çàâèñèò îò óñêîðåíèÿ, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿ îïîðà èëè 
ïîäâåñ.

6. Ñèëà óïðóãîñòè. 
Çàêîí Ãóêà

Ïîä äåéñòâèåì ñèë ôîðìà è ðàçìåðû òåëà ìîãóò èç-
ìåíÿòüñÿ, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î äåôîðìàöèè òåëà. 
Ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå, èçãèá, êðó÷åíèå — âèäû äåôîðìà-
öèè òåë. Ñèëà óïðóãîñòè âîçíèêàåò ïðè äåôîðìàöèè òåëà 
è íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ñìåùåíèþ 
÷àñòèö ïðè äåôîðìàöèè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìà-
òðèâàòü ñèëó óïðóãîñòè, âîçíèêàþùóþ ïðè ðàñòÿæåíèè 
èëè ñæàòèè.

Ïðîåêöèÿ ñèëû óïðóãîñòè íà íàïðàâëåíèå, âäîëü êî-
òîðîãî òåëî ñæèìàåòñÿ èëè ðàñòÿãèâàåòñÿ, âû÷èñëÿåòñÿ 
ïî çàêîíó Ãóêà
 (Fóïð)x = –kx, (2.11)

ãäå x = Δl = l – l0 — óäëèíåíèå òåëà; k — êîýôôèöèåíò 
óïðóãîñòè (â ñëó÷àå ïðóæèíû k íàçûâàþò êîýôôèöèåí-
òîì æåñòêîñòè ïðóæèíû).

Ìîäóëü ñèëû óïðóãîñòè

 упр .F k x=  (2.12)
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7. Ñèëà òðåíèÿ

Òðåíèåì íàçûâàþò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè ñîïðèêàñàþùèìèñÿ òåëàìè, ïðåïÿòñòâóþùåå èõ 
îòíîñèòåëüíîìó ïåðåìåùåíèþ. Ñèëà òðåíèÿ íàïðàâëåíà 
âäîëü ïîâåðõíîñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ. Ñèëà òðåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êàñàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû ðåàê-
öèè îïîðû.

Íà ðèñ. 25 R
�

 — ñèëà ðåàêöèè îïîðû, трF
�

 — ñèëà 
òðåíèÿ (êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ R

�
) è N

�
 — íîðìàëü-

íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ðåàêöèè:

 R F Nтр .= +
� � �

 (2.13)

Ðèñ. 25

Î ñèëå òðåíèÿ ïîêîÿ ãîâîðÿò, êîãäà òåëî ïûòàþòñÿ 
ñäâèíóòü, ïðèêëàäûâàÿ ê íåìó ñèëó, îäíàêî äâèæåíèå 
åùå íå íà÷àëîñü. Íà÷àëó äâèæåíèÿ ïðåïÿòñòâóåò ñèëà 
òðåíèÿ ïîêîÿ, âñåãäà íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî âîç-
ìîæíîìó ïåðåìåùåíèþ òåëà. Åå ìîäóëü óäîâëåòâîðÿåò 
íåðàâåíñòâó
 0 ≤ Fòð.ï ≤ Fòð.max, (2.14)

ïðè÷åì Fòð.max = μP. Çäåñü μ — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, 
à Ð — ìîäóëü ñèëû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ íà îïîðó (ïî-
âåðõíîñòü).

Ñèëà P
�

 ïðèëîæåíà íå ê òåëó, à ê ïîâåðõíîñòè, íà êî-
òîðîé íàõîäèòñÿ òåëî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåòüèì çàêîíîì 
Íüþòîíà ïîâåðõíîñòü äåéñòâóåò íà òåëî ñ ñèëîé N,

�
 ìî-

äóëü êîòîðîé ðàâåí Ð. Ïîýòîìó Fòð.max = μN.
Åñëè òåëî ñêîëüçèò ïî ïîâåðõíîñòè, òî íà íåãî äåéñò-

âóåò ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Îíà íàïðàâëåíà â ñòîðî-
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íó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ñêîðîñòè òåëà. Ìîäóëü ñèëû òðå-
íèÿ ñêîëüæåíèÿ
 Fòð.max = μP = μN. (2.15)

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òðåíèÿ 
ïîêîÿ ðàâíî ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Íà ðèñ. 26 èçî-
áðàæåíî òåëî ìàññîé ò, íàõîäÿùååñÿ íà øåðîõîâàòîé 
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ê òåëó ïðèêëàäûâàþò ñèëó 
F
�

 â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè ïðèëîæåííàÿ 
ñèëà F

�
 íåâåëèêà, òî òåëî ïîêîèòñÿ, òàê êàê íà÷àëó äâè-

æåíèÿ ïðåïÿòñòâóåò ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ Fòð.ï. Ïðîåöèðóÿ 
íà îñü X ïðèëîæåííûå ê òåëó ñèëû, ïî âòîðîìó çàêîíó 
Íüþòîíà ïîëó÷èì F F F Fтр.п тр.п0 .− = ⇒ =

Ðèñ. 26

Ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû F
�

 áóäåò âîçðàñòàòü è ñèëà 
òðåíèÿ ïîêîÿ, äîñòèãíóâ â íåêîòîðûé ìîìåíò ñâîåãî 
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî ñèëå òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî òåëî íà÷èíàåò ñêîëüçèòü, íà íåãî 
äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ Fòð = μN = μmg.

Ðèñ. 27
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Ïðè ýòîì ïðèëîæåííàÿ ñèëà F
�

 ïðîäîëæàåò âîçðà-
ñòàòü, â òî âðåìÿ êàê ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ îñòàåòñÿ 
ïîñòîÿííîé. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû òðåíèÿ îò ïðè-
ëîæåííîé ñèëû ïðèâåäåí íà ðèñ. 27.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. ×åðåç íåïîäâèæíûé áëîê ïåðåáðîøåíà íåðàñòÿæèìàÿ 
íèòü. Íà êîíöàõ ýòîé íèòè ïîäâåøåíû ãðóçû ðàâíûõ 
ìàññ M. Íà îäèí èç ãðóçîâ ïîñòàâèëè ãðóç ìàññîé m. 
Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå äâèæåíèÿ ãðóçîâ, ñèëó íàòÿ-
æåíèÿ íèòè, ñèëó äàâëåíèÿ ãðóçà m íà M, à òàêæå 
ñèëó äàâëåíèÿ íà îñü áëîêà. Ìàññîé áëîêà è íèòè 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ïîäðîáíî ðàçáèðàþòñÿ îñ-

íîâíûå ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî äèíàìèêå.

Ð å ø å í è å
1. Ñäåëàåì ðèñóíîê ê äàííîé çàäà÷å (ñì. ðèñ. 28).

Ðèñ. 28
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2. Óêàæåì ñèëû, ïðèëîæåííûå ê êàæäîìó òåëó ñèñ-
òåìû. Ê òåëó 1 ïðèëîæåíû: ñèëà òÿæåñòè Mg,

�
 ñèëà íà-

òÿæåíèÿ (óïðóãîñòè) íèòè T1.
�

 Ê òåëó 2 ïðèëîæåíû: ñèëà 
òÿæåñòè Mg,

�
 ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè T2

�
 è ñèëà äàâëå-

íèÿ P
�

 ñî ñòîðîíû òåëà m. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà äâèæåòñÿ 
ñ óñêîðåíèåì, òî P ≠ mg. Òàê êàê ìàññîé áëîêà è íèòè 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî ñèëà íàòÿæåíèÿ îäèíàêîâà ïî ìî-
äóëþ âî âñåõ òî÷êàõ íèòè, ò. å. T1 = T2 = T.

Ê òåëó m (îíî íàðèñîâàíî îòäåëüíî) ïðèëîæåíû: ñèëà 
òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà ðåàêöèè N

�
 ñî ñòîðîíû òåëà 2. Ïî 

òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà N P,= −
� �

 à ìîäóëè ýòèõ ñèë 
ðàâíû, ò. å. P = N.

3. Îïðåäåëÿåì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êàæäîãî òåëà 
ñèñòåìû è âûáèðàåì ñîîòâåòñòâóþùèå îñè êîîðäèíàò. 
Â äàííîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ÷òî òåëî 2 è òåëî m äâèãàþò-
ñÿ âåðòèêàëüíî âíèç ñ óñêîðåíèåì a2,

�
 à òåëî 1 ïîäíèìà-

åòñÿ ââåðõ ñ óñêîðåíèåì a1.
�

 Òàê êàê íèòü íåðàñòÿæèìà, 
òî ìîäóëè ýòèõ óñêîðåíèé ðàâíû, ò. å. a1 = a2 = a. Â íå-
êîòîðûõ çàäà÷àõ ñðàçó òðóäíî óêàçàòü, êàê íàïðàâëåíû 
óñêîðåíèÿ òåë. Òîãäà äåëàþò ïðåäïîëîæåíèå î íàïðàâëå-
íèè óñêîðåíèé òåë ñèñòåìû. Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è ýòî 
ïðåäïîëîæåíèå ëèáî ïîäòâåðæäàåòñÿ, ëèáî îïðîâåðãà-
åòñÿ. Êîîðäèíàòíûå îñè, êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò ïî íà-
ïðàâëåíèþ óñêîðåíèé. Â äàííîé çàäà÷å âûáðàíû âåðòè-
êàëüíûå îñè X1 è X2.

4. Äëÿ êàæäîãî òåëà ñèñòåìû çàïèñûâàåì âòîðîé çà-
êîí Íüþòîíà, ïðîåöèðóÿ ñèëû è óñêîðåíèÿ íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îñè:

,для тела 1

для тела 2 , так как 

для тела ,

T Mg Ma

T Mg P Ma P N

m mg N ma

⎧ − =
⎪− + + = = ⇒⎨ ⎨
⎪ − =⎩

, (1)

, (2)

. (3)

T Mg Ma

T Mg P Ma

mg N ma

⎧ − =
⎪⇒ − + + =⎨
⎪ − =⎩
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5. Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (èëè îäíîãî 
óðàâíåíèÿ) âûðàæàåì íåèçâåñòíûå ôèçè÷åñêèå âåëè-
÷èíû.

Ñëîæèâ âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, íàéäåì 

( ) m
mg a M m a g

M m
2 .

2
= + ⇒ =

+

Èç óðàâíåíèÿ (1) 
( )M M m g

T Mg Ma
M m

2
.

2

+
= + =

+
Èç óðàâíåíèÿ (3) ñèëà äàâëåíèÿ 

mg Mmg
P mg ma mg m

M m M m

2
.

2 2
= − = − =

+ +

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, P ≠ mg, òàê êàê îïîðà (òåëî 2) 
äâèæåòñÿ âíèç ñ óñêîðåíèåì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèëû äàâëåíèÿ íà îñü áëîêà ðàñ-
ñìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåãî. Âçàèìîäåéñòâèå 
áëîêà ñ íèòüþ äàåò äâå ñèëû íàòÿæåíèÿ T1′  è T2,′  ïðè-
÷åì T T T T T1 2 1 2 .= = = =′ ′  Êðîìå òîãî, íà áëîê äåéñòâóåò 
ñèëà ðåàêöèè N1

�
 ñî ñòîðîíû îñè. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí 

Íüþòîíà äëÿ áëîêà: ïðîåöèðóÿ ñèëû íà îñü X1, ïîëó÷èì 
N1 – 2T = 0 (òàê êàê ó áëîêà íåò óñêîðåíèÿ, åãî ìàññîé 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.) Çíà÷èò, N1 = 2T. Ïî òðåòüåìó çàêîíó 
Íüþòîíà ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ ñèëîé 1N′

�
 áëîê äàâèò íà 

îñü. Èòàê,
( )M M m g

N T
M m1

4
2 .

2

+
= =′

+

2. Ê ïðóæèíå, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè êîòîðîé ðà-
âåí k = 0,3 êÍ/ì, ïîäâåøåíà ãèðÿ ìàññîé ò = 0,6 êã. 
Íàéäèòå óäëèíåíèå ïðóæèíû â ñëó÷àå ïîäúåìà ãèðè 
ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì à = 0,2 ì/ñ2. Êàê èçìåíèòñÿ 
äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû â ñëó÷àå îïóñêàíèÿ ãèðè ñ òåì 
æå ïî ìîäóëþ óñêîðåíèåì?
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Ð å ø å í è å
Òåëî äâèæåòñÿ ââåðõ ñ óñêîðåíèåì (ñì. ðèñ. 29).

Ðèñ. 29 Ðèñ. 30

Íà ãèðþ äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg
�

 è ñèëà óïðóãî-
ñòè упр,F

�
 âîçíèêàþùàÿ âñëåäñòâèå óäëèíåíèÿ ïðóæèíû. 

Äëÿ ïðîåêöèé ñèë íà îñü X ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà 
Fóïð – mg = ma. Ïî çàêîíó Ãóêà Fóïð = kΔl, ãäå Δl — óäëèíå-
íèå ïðóæèíû. Òîãäà

( ) 0,02 м.k l mg ma l m g a kΔ − = ⇒ Δ = + =

Ïðè äâèæåíèè ãèðè âíèç ñ óñêîðåíèåì (ñì. ðèñ. 30) 
ïðóæèíà äåôîðìèðîâàíà íà Δl′ > 0 è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( ) 0,192 м.mg k l ma l m g a k− Δ = ⇒ Δ = − =′ ′

3. Íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü, îáðàçóþùóþ óãîë α ñ ãî-
ðèçîíòîì, ïîëîæèëè òåëî ìàññîé ò. Îïðåäåëèòå, 
ñ êàêèì óñêîðåíèåì áóäåò äâèãàòüñÿ òåëî. ×åìó ðàâ-
íà ñèëà òðåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà íåãî? Êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ ìåæäó òåëîì è ïëîñêîñòüþ ðàâåí μ (ñì. 
ðèñ. 31).

Ðèñ. 31
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Ð å ø å í è å
Ê òåëó ïðèëîæåíû: ñèëà òÿæåñòè mg,

�
 ñèëà ðåàêöèè 

îïîðû N
�

 è ñèëà òðåíèÿ Fтр.
�

 Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íåáîëü-
øèõ óãëàõ α òåëî íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ïîêîèòñÿ è åãî 
óñêîðåíèå a = 0. Â ýòîì ñëó÷àå íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà 
òðåíèÿ ïîêîÿ. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, çàïèñàííî-
ìó äëÿ îñè X, ïîëó÷àåì mg F F mgтр трsin 0 sin .α − = ⇒ = α  
Ïðè óâåëè÷åíèè óãëà α òåëî íà÷èíàåò ñêîëüçèòü âíèç 
ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óñêîðåíèåì a,

�  ïðè÷åì íà 
íåãî äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ Fòð = μN. Ñèëó 
ðåàêöèè N ëåãêî íàéòè, çàïèñàâ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà 
äëÿ îñè Y:

трcos 0 cos cos .N mg N mg F mg− α = ⇒ = α ⇒ = μ α

Äëÿ îñè X â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

трsin sin cosmg F ma mg mg maα − = ⇒ α −μ α = ⇒

( )sin cos .a g⇒ = α −μ α

Òåëî áóäåò ïîêîèòüñÿ íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè, åñëè 
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íå äîñòèãëà ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî 
çíà÷åíèÿ μN, ò. å. sin cos tg .mg mgα < μ α ⇒ α < μ  Åñëè 
tg α > μ, òåëî ñêîëüçèò óñêîðåííî âíèç ïî íàêëîííîé ïëî-
ñêîñòè. Ïðè tg α = μ òåëî áóäåò ïîêîèòüñÿ íà íàêëîííîé 
ïëîñêîñòè, åñëè åìó íå ñîîáùåíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü. 
Åñëè òåëî îáëàäàåò íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåííîé 
âíèç ïàðàëëåëüíî íàêëîííîé ïëîñêîñòè, òî îíî áóäåò 
ñêîëüçèòü ðàâíîìåðíî.

4. Îïðåäåëèòå óñêîðåíèå òåë â ñèñòåìå, ïîêàçàííîé íà 
ðèñ. 32. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó òåëîì m1 è ïëî-
ñêîñòüþ μ = 0,1. Ìàññîé áëîêà è íèòè ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü. Íèòü íåðàñòÿæèìà. Ìàññà ãðóçîâ m1 = 1,5 êã, 
m2 = 0,5 êã. Ñèëà F

�
 îáðàçóåò óãîë α = 30° ê ãîðèçîíòó, 

à åå ìîäóëü ðàâåí 10 Í. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ãðóçîâ 
ðàâíà íóëþ.
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Ðèñ. 32

Ð å ø å í è å
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà ìû íå ìîæåì ñðà-

çó îïðåäåëèòü, êàê íàïðàâëåíà ñèëà òðåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ 
ýòîãî âîïðîñà ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëà-
ãàþò, ÷òî òðåíèÿ âîîáùå íåò, è ðåøàþò áîëåå ïðîñòóþ çà-
äà÷ó. Òîãäà ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ãðóçàì, áóäóò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ðèñ. 32 (T — ìîäóëü ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè). Òàê 
êàê òðåíèÿ íåò, òî ìîæíî ñäåëàòü ïðîèçâîëüíîå ïðåäïîëî-
æåíèå î íàïðàâëåíèè óñêîðåíèé a1′  è a2,′  íàïðèìåð, êàê 
ïîêàçàíî íà ðèñ. 32. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a a a1 2 ,= =′ ′ ′  ïî âòîðî-
ìó çàêîíó Íüþòîíà äëÿ îñåé X1 è X2 ïîëó÷àåì ñèñòåìó

( )

1

2 2

2
2 1 2

1 2

cos ,

cos
cos .

T F m a

m g T m a

m g F
m g F a m m a

m m

′ ′− α =⎧
⇒⎨ ′ ′− =⎩

− α′ ′⇒ − α = + ⇒ =
+

Ïîäñòàâèâ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, íàéäåì a′ = –1,75  ì/ñ2. 
Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðåíèÿ íåò, òî óñêîðåíèÿ íà ñà-
ìîì äåëå íàïðàâëåíû ïðîòèâîïîëîæíî îñÿì X1 è Õ2 (ñì. 
ðèñ. 32).

Ïîÿâëåíèå òðåíèÿ ìîæåò óìåíüøèòü ìîäóëü óñêî-
ðåíèÿ èëè îáðàòèòü óñêîðåíèå â íóëü, íî íå ìîæåò èç-
ìåíèòü åãî íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Çíà÷èò, ãðóçû èìåþò 
îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ óñêîðåíèÿ à, íàïðàâëåííûå, êàê 
ïîêàçàíî íà ðèñ. 33.
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Ðèñ. 33

Òåïåðü ìîæíî óêàçàòü íàïðàâëåíèå ñèëû òðåíèÿ. Ïî 
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

тр 1 2 тр

2 2 1 2

cos , cos
,

F T F m a F m g F
a

T m g m a m m

α − − = α − −⎧
+ ⇒ =⎨ − = +⎩

 

ãäå Fòð = μN.
Ïî îñè X2 äëÿ ãðóçà m1 ïîëó÷àåì 

N F m g N m g F1 1sin 0 sin .+ α − = ⇒ = − α  

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ äëÿ 
Fòð è a, íàõîäèì

( )

( ) ( )

2 1

1 2

2 1 2

1 2

cos sin

cos sin
1,4 м/c .

F m g m g F
a

m m

F g m m

m m

α − − μ − α
= =

+
α + μ α − + μ

= =
+

5. Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå êàæäîãî èç òåë â ñèñòåìå, èçî-
áðàæåííîé íà ðèñ. 34. Íèòè íåðàñòÿæèìû. Ìàññîé 
áëîêîâ è íèòåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òðåíèÿ íåò. Ìàññà 
ãðóçîâ m1 = 0,1 êã, m2 = 0,6 êã. Óãîë α = 30°.

Ð å ø å í è å
Ñèëû, ïðèëîæåííûå ê òåëàì m1 è m2, èçîáðàæåíû 

íà ðèñ. 34. Ìîäóëü ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè 1 ðàâåí T1, 
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à íèòè 2  — T2. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óñêîðåíèÿ òåë a1

�
 è 2a

�
 

íàïðàâëåíû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 34, ââåäåì îñè êîîð-
äèíàò X1 è Õ2 è çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà.

 (1)

 

T m g m a

m g T m a
1 1 1 1

2 2 2 2

sin ,

.

− α =⎧
⎨ − =⎩  (2)

Ðèñ. 34

Â ýòîé ñèñòåìå ñîäåðæèòñÿ 4 íåèçâåñòíûõ: T1, T2, a1, 
a2. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïîäâèæíîãî áëî-
êà: T2 – 2T1 = 0 (ìàññîé áëîêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü), ñëåäî-
âàòåëüíî,
 T2 = 2T1. (3)

Ïóñòü x1(t) — êîîðäèíàòà ïåðâîãî òåëà; xA = const — 
êîîðäèíàòà òî÷êè A, â êîòîðîé íèòü 1 íà÷èíàåò êàñàòü-
ñÿ áëîêà; Δl1 — äëèíà íèòè ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ 
A è B; x2(t) — êîîðäèíàòà öåíòðà ïîäâèæíîãî áëîêà; 
Δl2 — äëèíà íèòè ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ Ñ è D, Δl3 — 
äëèíà íèòè ìåæäó òî÷êàìè M è N; L — äëèíà íèòè 1. 
Òîãäà

L = (xA – x1(t)) + Δl1 + 2x2(t) + Δl2 + Δl3 = const.

Ïðîèçâîäíàÿ ( ) ( ) ( )L t x t x t1 20 2 0.= ⇒ − + =′ ′ ′  
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Åùå ðàç äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì 
( ) ( )x t x t1 22 0.− + =′′ ′′  Òàê êàê x1′′(t) = a1, à 2 2( ) ,x t a′′ =  òî

 a1 = 2a2. (4)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì êèíåìàòè÷åñêîé 
ñâÿçè. Â ðàçîáðàííûõ ðàíåå çàäà÷àõ óðàâíåíèå êèíåìà-
òè÷åñêîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ïðîñòåéøåå ðàâåíñò-
âî a1 = a2.

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1) è (3) â (2), ïîëó÷èì ñèñòåìó 
ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

( ) ( )

T m g m a T m g m a

m g T m a m g T m a

m m
g m m a m m a g

m m

1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2

2 1
2 1 2 1 2 2

1 2

sin 2 , 2 2 sin 4 ,

2 , 2 ,

2 sin
2 sin 4 .

4

− α = − α =⎧ ⎧
⇔ ⇒⎨ ⎨− = − =⎩ ⎩

− α⇒ − α = + ⇒ =
+

a2 = 4,9 ì/ñ2, a1 = 9,8 ì/ñ2.

6. Êëèí ñ óãëîì íàêëîíà α ïðè îñíîâàíèè äâèæåòñÿ 
â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ óñêîðåíèåì a. Ñ êà-
êèì óñêîðåíèåì a0 îòíîñèòåëüíî íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè áóäåò äâèãàòüñÿ ãðóç ìàññîé ò, ïîìåùåííûé íà 
íåå? Òðåíèÿ íåò. Íàéòè ñèëó äàâëåíèÿ ãðóçà íà íà-
êëîííóþ ïëîñêîñòü (ñì. ðèñ. 35).

Ðèñ. 35

Ð å ø å í è å

Óñêîðåíèå ãðóçà aг

�
 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà, 

ñâÿçàííîé ñ Çåìëåé, óñêîðåíèå êëèíà a
�

 è óñêîðåíèå 
ãðóçà îòíîñèòåëüíî êëèíà a0

�
 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 
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a a aг 0,= +� � �
 ïðè÷åì a0

�
 âñå âðåìÿ íàïðàâëåíî ïàðàëëåëüíî 

ïîâåðõíîñòè êëèíà (ñì. ðèñ. 35).
Ïðèëîæåííûå ê ãðóçó ñèëû: ñèëà òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà 

ðåàêöèè îïîðû N −
�

ñîîáùàþò ãðóçó óñêîðåíèå aг

�
 îòíîñè-

òåëüíî Çåìëè. Ââîäèì êîîðäèíàòíûå îñè X è Y è çàïè-
ñûâàåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïðîåêöèé ñèë è óñêî-
ðåíèé íà ýòè îñè:

 

г1

г г 0

sin ,по оси  
 

cos ,  где ,по оси 
x

y x x x

mg maX

N mg ma a a aY

α =⎧
⎨ − α = = +⎩

ïðè÷åì ax = a cos α, a0x = a0;
aãy = ay + a0y, ãäå ay = a sin α, a0y = 0.

Òîãäà ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

( )
( )

a g amg m a a

N m g aN mg ma
00 sin cos ,sin cos ,

cos sin .cos sin ,

= α − α⎧ ⎧α = α +⎪ ⎪⇒⎨ ⎨ = α + α− α = α ⎪⎪ ⎩⎩

Ñèëà äàâëåíèÿ ãðóçà íà ïëîñêîñòü P = N. Ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ óñêîðåíèÿõ êëèíà a0 = g sin α – a cos α < 0, 
ò. å. ãðóç îòíîñèòåëüíî êëèíà áóäåò ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ.

7. Ïðè ñêîðîñòíîì ñïóñêå ëûæíèê ñêîëüçèë âíèç ïî 
ñêëîíó ñ óãëîì íàêëîíà α = 45°, íå îòòàëêèâàÿñü ïàë-
êàìè. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ëûæ î ñíåã μ = 0,1. Ñèëà 
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó 
ñêîðîñòè: F = kv2, ãäå k = 0,7 êã/ì. Êàêîâà ìàêñèìàëü-
íàÿ ñêîðîñòü ëûæíèêà, åñëè åãî ìàññà m = 100 êã?

Ðèñ. 36
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Ð å ø å í è å
Íà ëûæíèêà äåéñòâóþò ñèëû: ñèëà òÿæåñòè mg

�
 

è ñèëà ðåàêöèè îïîðû N,
�

 ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ 

трF N= μ  è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Fc = kv2, íàïðàâëåííàÿ 
â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ñêîðîñòè (ñì. ðèñ. 36).

Äëÿ ïðîåêöèé íà îñè X è Y ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

mg F F ma

N mg
тр csin ,

cos 0.

α − − =⎧
⎨ − α =⎩

Òàê êàê Fc = kv2, òî óñêîðåíèå ëûæíèêà ïðè åãî ðàçãî-
íå íå áóäåò ïîñòîÿííûì, ò. å. a = a(t). Òàê êàê óñêîðåíèå 
åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò ñêîðîñòè, òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 
ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî óñêîðåíèå a = v ′(t) = 0. 
Òîãäà ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

N mg

mg mg kv2
max

cos ,

sin cos 0.

= α⎧⎪
⎨ α − μ α − =⎪⎩

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ 

( )max sin cos 29,8 м/c.v mg k= α − μ α =

8. Ïîåçä, ïîäúåçæàÿ ê ñòàíöèè ñî ñêîðîñòüþ v0 = 72 êì/÷, 
íà÷èíàåò ðàâíîìåðíî òîðìîçèòü. Êàêîâî íàèìåíüøåå 
âðåìÿ òîðìîæåíèÿ ïîåçäà äî ïîëíîé îñòàíîâêè, ïðè 
êîòîðîì ïðåäìåòû íå ïàäàþò ñ ïîëîê (μ = 0,1) (ñì. 
ðèñ. 37)?

Ðèñ. 37
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Ð å ø å í è å
Íà òåëî ìàññîé ò äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà 

ðåàêöèè N.
�

 Òåëî, íå ïàäàþùåå ñ ïîëêè, èìååò óñêîðå-
íèå îòíîñèòåëüíî ïîåçäà ðàâíîå íóëþ. Óñêîðåíèå ïðåä-
ìåòà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåì-
ëåé, ðàâíî óñêîðåíèþ ïîåçäà a.

�
 Òàê êàê îíî íàïðàâëå-

íî ãîðèçîíòàëüíî, òî åãî ïîÿâëåíèå âûçâàíî äåéñòâèåì 
ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ ìåæäó ïîëêîé è òåëîì. Ïî âòîðîìó 
çàêîíó Íüþòîíà тр тр .F ma a F m− = − ⇒ =  Ñêîðîñòü ïîåçäà 
èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó v(t) = v0  – at. Â ìîìåíò îñòàíîâêè 
0 = v0 – atò, ãäå tò — âðåìÿ òîðìîæåíèÿ ïîåçäà. Âûðà-

æàåì 
v v mv

t
a F m F
0 0 0

т
тр тр

.= = =  Âðåìÿ òîðìîæåíèÿ ìèíè-

ìàëüíî, åñëè ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 
Fòð = μN = μmg:

( ) 0
т min

20,4 c.
v

t
g

= =
μ

9. Íà ïîäñòàâêå ëåæèò òåëî, ïîäâåøåííîå ê ïîòîëêó 
ñ ïîìîùüþ ïðóæèíû. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè ïðóæèíà íå äåôîðìèðîâàíà. Ïîäñòàâêó íà÷èíàþò 
îïóñêàòü âíèç ñ óñêîðåíèåì a.

�
 ×åðåç êàêîå âðåìÿ òå-

ëî îòîðâåòñÿ îò ïîäñòàâêè? Êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè 
ïðóæèíû ðàâåí k, ìàññà òåëà ò (ñì. ðèñ. 38).

Ðèñ. 38

óó
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Ð å ø å í è å
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðóæèíà íå äåôîðìèðî-

âàíà, ïîýòîìó ñèëà óïðóãîñòè ðàâíà íóëþ. Íà òåëî äåéñò-
âóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà ðåàêöèè N.

�
 Ââåäåì êîîð-

äèíàòíóþ îñü X, íà÷àëî êîòîðîé ñîâìåñòèì ñ ïîëîæåíèåì 
òåëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Êîãäà ïîäñòàâêà íà÷-
íåò äâèãàòüñÿ âíèç, ïðóæèíà óäëèíèòñÿ è âîçíèêíåò ñèëà 
óïðóãîñòè, ìîäóëü êîòîðîé Fóïð = kx, ãäå õ — äåôîðìàöèÿ 
ïðóæèíû, ðàâíàÿ êîîðäèíàòå òåëà. Ïî âòîðîìó çàêîíó 
Íüþòîíà mg – N – Fóïð = ma. Â ìîìåíò îòðûâà òåëà îò ïîä-
ñòàâêè N mg kx ma1 10 ,= ⇒ − =  ãäå õ1 — êîîðäèíàòà òåëà 
â ìîìåíò îòðûâà. Çíà÷èò, x1 = (mg – ma) / k. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, êîîðäèíàòó ïîäñòàâêè x(t) ìîæíî âûðàçèòü èç çà-
êîíîâ ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæåíèÿ x(t) = x0 + v0t + at2 / 2 =
 = at2 / 2. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

mg ma at m g
t

k k a

2 2
1 .

2

− ⎛ ⎞= ⇒ = −⎜ ⎟⎝ ⎠

10. Øàéáà, áðîøåííàÿ âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ñêîëü-
çèò ïî íåé, äâèãàÿñü ââåðõ, à çàòåì âîçâðàùàåòñÿ 
ê ìåñòó áðîñêà. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ñêîðî-
ñòè øàéáû îò âðåìåíè ïðèâåäåí íà ðèñ. 39. Íàéòè 
óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðèçîíòó è ìàêñèìàëüíóþ 
âûñîòó ïîäúåìà øàéáû.

Ðèñ. 39
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Ð å ø å í è å
Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 39 ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêî-

ðîñòü øàéáû v0 = 6 ì/ñ, âðåìÿ ïîäúåìà øàéáû t1 = 3 ñ, 
âðåìÿ ñïóñêà t2 = 7,5 – 3 = 4,5 ñ, êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü øàé-
áû vê = 4 ì/ñ. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå øàéáû ââåðõ. 
Äåéñòâóþùèå íà øàéáó ñèëû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 40. 
Çäåñü mg

�
 — ñèëà òÿæåñòè; N

�
 — ñèëà ðåàêöèè îïî-

ðû; Fтр

�
 — ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Ýòè ñèëû îïðå-

äåëÿþò óñêîðåíèå øàéáû a1.
�

 Íàéäåì åãî, èñïîëüçóÿ 
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñòàíäàðòíóþ 
â òàêèõ çàäà÷àõ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó, íàïðàâèâ îñü 
X ââåðõ âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, è ñïðîåöèðóåì 
ñèëû.

Ðèñ. 40

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

тр 1

тр

тр

1

sin ,по оси 

по оси cos 0,

.

cos ,

                                     cos ,

sin cos ,

mg F maX

Y N mg

F N

N mg

F mg

mg mg ma

⎧− α − =
⎪ − α = ⇔⎨
⎪ = μ⎩

⎧ = α
⎪⇔ = μ α⎨
⎪− α −μ α =⎩

ãäå μ — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ; a1 — ïðîåê-
öèÿ óñêîðåíèÿ.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì a1 = –g(sin α + μ cos α). Çíàê 
ìèíóñ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî óñêîðåíèå a1

�
 íàïðàâëåíî 
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ïðîòèâîïîëîæíî âûáðàííîé îñè. Òàê êàê óñêîðåíèå øàé-
áû ïîñòîÿííî, òî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìó-
ëîé vx(t) = v0 + a1t = v0 – g(sin α + μ cos α)t. Â ìîìåíò âðåìåíè 
t = t1 = 3 ñ vx = 0 è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

 v0 – g(sin α + μ cos α)t1 = 0. (1)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå øàéáû âíèç. Íà ýòîì ó÷àñò-
êå íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó, êîã-
äà øàéáà íà÷èíàåò äâèæåíèå âíèç. Ñèëû, ïðèëîæåííûå 
ê øàéáå, íå èçìåíèëèñü, ëèøü ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ 
èçìåíèëà íàïðàâëåíèå. Êîîðäèíàòíûå îñè óäîáíî íàïðà-
âèòü êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 41.

Ðèñ. 41

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

( )
mg F ma

N mg a g

F N

тр 2

2

тр

sin ,

cos 0, sin cos ;

,

⎧ α − =
⎪ − α = ⇒ = α − μ α⎨
⎪ = μ⎩

ãäå a2 — ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ïðè äâèæåíèè âíèç.
Ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé vx = v0x + a2t =

= g(sin α – μ cos α)t.
Â ìîìåíò âðåìåíè t = t2 = 4,5 ñ vx = vê. Ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå
 g(sin α – μ cos α)t2 = vê. (2)

Óðàâíåíèÿ (1) è (2) îáðàçóþò ñèñòåìó ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè α è μ:
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( )
( )

( )
( )

0 1 0 1

2 к к 2

0 к 0 к

1 2 1 2

0 к 0 к

1 2 1 2

sin cos 0, sin cos ,

sin cos , sin cos ,

1 1
2sin , arcsin ,

2

1 1
2 cos ,

2 cos

v g t v gt

g t v v gt

v v v v

t t g t t g

v v v v
t t g t t g

− α + μ α = α + μ α =⎧ ⎧⎪ ⎪⇒ ± ⇒⎨ ⎨α −μ α = α −μ α =⎪ ⎪⎩ ⎩

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
α = + α = +⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⇒ ⇒⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ μ α = − μ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ α⎝ ⎠⎩ ⎝ ⎠
,

8,5 ; 0,06.

⎧
⎪
⎪ ⇒⎨
⎪
⎪
⎩

⇒ α = ° μ =

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå øàéáû âíèç è âîñïîëüçóåìñÿ 
ôîðìóëîé (1.21) äëÿ ðàâíîïåðåìåííîãî äâèæåíèÿ. Ïîëó-
÷àåì ( )v a x x2

к 2 к 02 ,= −  ãäå xê – x0 = l — ðàññòîÿíèå, ïðîé-
äåííîå øàéáîé âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, l v a2

к 22 ,=  
à ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäúåìà

( ) ( )
v v

H l
g g

2 2
к кsin

sin 1,7 м.
2 sin cos 2 1 ctg

α= α = = =
α − μ α − μ α

11. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé ò äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ v ïî îêðóæíîñòè. Îïðåäåëèòå èçìåíå-
íèå èìïóëüñà òî÷êè çà 1 / 4 ïåðèîäà îáðàùåíèÿ.

Ðèñ. 42 Ðèñ. 43

Ð å ø å í è å

Íà÷àëüíûé èìïóëüñ òî÷êè p1,
�

 åãî ìîäóëü p1 = mv1 = mv. 
Çà ÷åòâåðòü ïåðèîäà ðàäèóñ, ñîåäèíÿþùèé ìàòåðèàëü-
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íóþ òî÷êó ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 
90°. Êîíå÷íûé èìïóëüñ p2,

�
 åãî ìîäóëü p2 = mv2 = mv 

(v1 = v2 = v). Èçìåíåíèå èìïóëüñà òî÷êè p p p2 1 0.Δ = − ≠� � �
 

( )p p p p p2 1 2 1Δ = − = + −� � � � �
 (ñì. ðèñ. 42).

Íà ðèñ. 43 ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå âåêòîðà pΔ�
 ïî ïðàâè-

ëó òðåóãîëüíèêà. Â îáðàçîâàâøåìñÿ ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå êàòåòû ðàâíû mv, à ãèïîòåíóçà

( ) ( )p mv mv mv
2 2

2 .Δ = + =

Âåêòîð pΔ�
 íàïðàâëåí ïîä óãëîì 45° ê âåêòîðó p2.

�

12. Äâå ÷àñòèöû, ìàññà êîòîðûõ m è 2m, äâèæóòñÿ âî 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñ îäèíà-
êîâûìè ñêîðîñòÿìè, ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí v. Íà 
÷àñòèöû â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè äåéñòâóþò 
îäèíàêîâûå ñèëû. Ïðè ýòîì ÷àñòèöà ò íà÷èíàåò äâè-
ãàòüñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü 
êîòîðîé v (ñì. ðèñ. 44). Êàê áóäåò äâèãàòüñÿ ÷àñòèöà 
ìàññîé 2m?

Ðèñ. 44

Ð å ø å í è å

Íà÷àëüíûé èìïóëüñ ÷àñòèöû ò ðàâåí p0

�
 (ñì. ðèñ. 44), 

ïðè÷åì p0 = mv. Êîíå÷íûé åå èìïóëüñ p,
�

 ïðè÷åì p = mv. 
Èçìåíåíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû ìàññîé m:

( )p p p p p0 0 .Δ = − = + −� � � � �

Âåêòîð pΔ�
 ïîñòðîåí íà ðèñ. 45. Åãî ìîäóëü Δp = 2mv. 

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è èìïóëüñû ñèë, äåéñòâîâàâøèõ íà ÷à-
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ñòèöû, ðàâíû, ïîýòîìó èìïóëüñ ÷àñòèöû 2m èçìåíèòñÿ 
òàêæå íà p.Δ�

 Åå íà÷àëüíûé èìïóëüñ ( )p p mv0 0 2 .=′ ′
�

 Êî-
íå÷íûé èìïóëüñ ð ′ = 2òu, ãäå u — êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü. 
Òàê êàê p p p0 ,− = Δ′ ′

� � �
 òî p p p0 .= + Δ′ ′

� � �
 Âåêòîð p′

�
 ïîñòðîåí 

íà ðèñ. 46.

Ðèñ. 45 Ðèñ. 46

Â ( )90 2 ,AOB AOB AO BO mvΔ ∠ = ° = =  ïîýòîìó:

OAB OBA 45∠ = ∠ = °  è AB p AO mv2 2 2.= = =′

Ñêîðîñòü ÷àñòèöû 2m íàïðàâëåíà ïîä óãëîì 45° ê íà-
ïðàâëåíèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî äâèæåíèÿ. Ìîäóëü ñêîðîñòè 
íàõîäèì èç óñëîâèÿ 

mv mu u v2 2 2 2.= ⇒ =

13. Àâòîìîáèëü ìàññîé m = 2  ⋅  103 êã, êîòîðûé äâèãàëñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ v0 = 72 êì/÷, â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà÷è-
íàåò òîðìîçèòüñÿ ñèëîé F, ìîäóëü êîòîðîé èçìåíÿåò-
ñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 47, à. 
×åðåç êàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè àâòîìîáèëü îñòàíî-
âèòñÿ?

Ðèñ. 47
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Èç ðèñ. 47 ñëåäóåò, ÷òî F(t) = kt, ãäå k
4

310  H
10  H/c.

10 c
= =  

Ïðîåêöèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü X (ñì. ðèñ. 47, á) íà-
÷àëüíîãî èìïóëüñà àâòîìîáèëÿ p0 = mv0, êîíå÷íûé èì-
ïóëüñ pê = 0. Èçìåíåíèå èìïóëüñà Δp = pê – p0 = –mv âûçâàíî 
èìïóëüñîì äåéñòâîâàâøåé íà àâòîìîáèëü ñèëû F(t). Ïðè 
ýòîì ìîäóëü èìïóëüñà ïåðåìåííîé ñèëû ÷èñëåííî ðàâåí 

ïëîùàäè Δ  AOB: ( ) 21 1 1
,

2 2 2x x xS AO AB t kt kt= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  ãäå 

tx — âðåìÿ òîðìîæåíèÿ. Ïðîåêöèÿ èìïóëüñà ñèëû íà îñü 

X ðàâíà xkt21
;

2
−  èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè 

x x

mv
mv kt t

k
2 0

0

21
8,9 c.

2
− = − ⇒ = =
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ÇÀÊÎÍ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß ÈÌÏÓËÜÑÀ. 
ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÀß ÐÀÁÎÒÀ È ÝÍÅÐÃÈß

1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ 
èìïóëüñà ñèñòåìû

Èìïóëüñîì ñèñòåìû òåë íàçûâàþò âåêòîðíóþ ñóììó

 n nP m v m v m v1 1 2 2 ... ,= + + +
� � � �

  (3.1)

ãäå i im v
�

 — èìïóëüñû òåë, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó.
Ñèëû, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóþò òåëà ñèñòåìû, 

íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè ñèëàìè ñèñòåìû. Â ëþáîé ñè-
ñòåìå ñóììà âñåõ åå âíóòðåííèõ ñèë ðàâíà íóëþ, ÷òî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà.

Ñèëû, êîòîðûå äåéñòâóþò íà òåëà ñèñòåìû ñî ñòîðî-
íû äðóãèõ òåë, íå âõîäÿùèõ â ýòó ñèñòåìó, íàçûâàþò-
ñÿ âíåøíèìè ñèëàìè. Ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà ñèñòåìó, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíà íóëþ. Åñëè ñóììà 
âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ, òî ñèñòåìó íàçûâàþò çàìêíó-
òîé, åñëè ýòà ñóììà îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ñèñòåìó íàçûâà-
þò íåçàìêíóòîé.

Äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà: âåêòîðíàÿ ñóììà èìïóëüñîâ òåë, ñîñòàâ-
ëÿþùèõ çàìêíóòóþ ñèñòåìó, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè 
ëþáûõ äâèæåíèÿõ è âçàèìîäåéñòâèÿõ òåë ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç 
òåë, ìàññà êîòîðûõ ðàâíà m1, m2, ..., mn, à ñêîðîñòè 

1 2, , ..., nv v v
� � �

 ñîîòâåòñòâåííî. Èìïóëüñ òàêîé ñèñòåìû íà-
çîâåì íà÷àëüíûì, n nP m v m v m v1 1 1 2 2 ... .= + + +

� � � �
 Â ðåçóëüòà-

òå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè èõ ñêîðîñòè èçìåíÿþò-
ñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè 1 2, , ..., .nv v v′ ′ ′� � �

 Èìïóëüñ ñèñòåìû 
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òåë ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ íàçûâàþò êîíå÷íûì. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî

n nP m v m v m v2 1 1 2 2 ... .= + + +′ ′ ′
� � � �

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà P P1 2=
� �

 èëè

 n n n nm v m v m v m v m v m v1 1 2 2 1 1 2 2... ... .+ + + = + + +′ ′ ′
� � � � � �

 (3.2)

Íà ïðàêòèêå ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû, íà êîòîðûå 
íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû. Òåì íå ìåíåå ìîæíî óêà-
çàòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, êîãäà ñîõðàíÿåòñÿ èìïóëüñ íå-
çàìêíóòîé ñèñòåìû èëè åãî ïðîåêöèÿ íà êàêîå-ëèáî íà-
ïðàâëåíèå.

1. Ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå, íà êîòîðîå ñóììà ïðîåê-
öèé âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ. Òîãäà èìïóëüñ ñèñòåìû 
êàê âåêòîð ìîæåò è íå ñîõðàíÿòüñÿ, íî ñîõðàíÿåòñÿ ïðî-
åêöèÿ èìïóëüñà íà óêàçàííîå íàïðàâëåíèå.

2. Äåéñòâèå âíåøíèõ ñèë íà ñèñòåìó ðàññìàòðèâàåòñÿ 
çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt → 0. Òîãäà ïðè óñëî-
âèè, ÷òî âíåøíèå ñèëû ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, 
èìïóëüñ âíåøíèõ ñèë Fâíåø Δt → 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, 
èìïóëüñ ñèñòåìû â òå÷åíèå âðåìåíè Δt → 0 ñîõðàíÿåòñÿ.

2. Öåíòð ìàññ ñèñòåìû

Öåíòð ìàññ ñèñòåìû — ýòî òî÷êà, ðàäèóñ-âåêòîð êî-
òîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 
( ) ( ) ( ) ( )n n

n

m r t m r t m r t
R t

m m m
1 1 2 2

c
1 2

...
,

...

+ + +
=

+ + +

� � ��
 (3.3)

ãäå m1, m2, + ... + mn — ìàññà òåë, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó; 
( ) ( ) ( )nr t r t r t1 2, ,...,

� � �
 — ðàäèóñû-âåêòîðû ýòèõ òåë (ñì. 

ðèñ. 48).
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (3.3) ïî âðåìåíè, ïî-

ëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( )n n

n

m r t m r t m r t
R t

m m m
1 1 2 2

c
1 2

...
.

...

+ + +′ ′ ′
=′

+ + +

� � ��
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Ðèñ. 48

Êàê èçâåñòíî, ïðîèçâîäíàÿ îò ðàäèóñà-âåêòîðà ïî 
âðåìåíè åñòü ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü, ïîýòîìó ( ) ( )r t v t1 1 ,=′

� �
 

à ( ) ( )R t u tc ,=′
� �

 ãäå ( )u t
�

 — ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñèñòåìû,

 
( ) ( ) ( ) ( )n n

n

m v t m v t m v t
u t

m m m
1 1 2 2

1 2

...
.

...

+ + +
=

+ + +

� � �
�

 (3.4)

Îòìåòèì, ÷òî m1 + m2 + ... + mn = M — ìàññà âñåé ñèñòå-
ìû, à n nm v m v m v P1 1 2 2 ...+ + + =

�� � �
 — èìïóëüñ ñèñòåìû. Òîã-

äà èç (3.4) ëåãêî ïîëó÷àåì

 .Mu P=
��

 (3.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð ìàññ ñèñòåìû ìîæíî ðàññìà-
òðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ ìàññîé, ðàâíîé ìàññå 
âñåé ñèñòåìû, è èìïóëüñîì, ðàâíûì èìïóëüñó âñåé ñèñ-
òåìû.

Äëÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü îñíîâíîå 

óðàâíåíèå äèíàìèêè ( )P F F tвнут внеш .Δ = + Δ
� � �

 Çäåñü Fвнут

�
 — 

ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ ñèë ñèñòåìû, äëÿ ëþáîé ñèñòå-
ìû ðàâíàÿ íóëþ, à Fвнеш

�
 — ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë, 

äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû äâèæåòñÿ êàê ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà, ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå âñåé ñèñòå-
ìû, ïîä äåéñòâèåì ñèëû, ðàâíîé âåêòîðíîé ñóììå âñåõ 
âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó. Ïîñëåäíåå óò-
âåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î äâèæåíèè öåíòðà 
ìàññ ñèñòåìû.
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Åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ (çàìêíóòàÿ 
ñèñòåìà), òî öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, åñëè ó íåãî íåò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, öåíòð 
ìàññ ïîêîèòñÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òåëà, âõîäÿùèå 
â ñèñòåìó, ìîãóò ïðè ýòîì ñîâåðøàòü ðàçíîîáðàçíûå 
äâèæåíèÿ, öåíòð ìàññ æå íå áóäåò èçìåíÿòü ñâîåãî ïî-
ëîæåíèÿ.

3. Ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà. 
Ìîùíîñòü

Ìåõàíè÷åñêîé ðàáîòîé ïîñòîÿííîé ñèëû íàçûâàþò 
ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó

 A = FS cos α,  (3.6)

ãäå F — ìîäóëü ñèëû, ïðèëîæåííîé ê òåëó; S — ìîäóëü 
ñîâåðøåííîãî òåëîì ïåðåìåùåíèÿ; α — óãîë ìåæäó âåê-
òîðàìè F

�
 è S

�
 (ñì. ðèñ. 49).

Ðèñ. 49

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà åñòü 
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ F

�
 è S

�
:

 A FS.=
� �

 (3.7)

Ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà — àëãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, 
êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óãëà α. Òàê, 
ïðè ) A0 , 90 0,⎡α ∈ ° ° >⎣  à ïðè ( A90 ,180 0;⎤α ∈ ° ° <⎦  åñëè 
íàïðàâëåíèå ñèëû ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ïåðå-
ìåùåíèÿ, ò. å. α = 90°, òî A = 0; åñëè α = 0, òî A = FS; ïðè 
α = 180° A = –FS.
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Åñëè ñèëà — ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, òî åå ðàáîòà ÷è-
ñëåííî ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ABCD, 
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 50.

Ðèñ. 50

Çäåñü ïî îñè X îòëîæåíà ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåìåùå-
íèÿ S,

�
 à ïî îñè îðäèíàò — ïðîåêöèÿ ñèëû F

�
 íà íàïðàâ-

ëåíèå ïåðåìåùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòó ïåðåìåííîé 
ñèëû ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

 

( )
2

1

.
x

x
x

A F x dx= ∫  (3.8)

Åñëè ê òåëó ïðèëîæåíî íåñêîëüêî ñèë, òî ðàáîòà ðàâ-
íîäåéñòâóþùåé ñèë ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå ðàáîò, 
ñîâåðøåííûõ êàæäîé ñèëîé:

 A = A1 + A2 + ... + An. (3.9)

Ìîùíîñòüþ íàçûâàþò ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ çà 1 ñ. 
Â ñëó÷àå êîãäà ðàáîòà ñîâåðøàåòñÿ ðàâíîìåðíî âî âðåìå-
íè, ìîùíîñòü ïîñòîÿííà:

 N = A / Δt, (3.10)

ãäå Δt — âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîâåðøåíà ðàáîòà À.
Â îáùåì ñëó÷àå ìîùíîñòü èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðå-

ìåíè, è åå ìãíîâåííîå çíà÷åíèå íàõîäÿò êàê ïðîèçâîä-
íóþ îò ðàáîòû ïî âðåìåíè:

 N(t) = A′(t). (3.11)
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Ìîùíîñòü ìîæíî òàêæå ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

 N = Fv, (3.12)

ãäå F — ìîäóëü ñèëû; v — ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà.
Êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ (ÊÏÄ) ìåõàíèçìà 

åñòü îòíîøåíèå ïîëåçíîé ðàáîòû Àï ê çàòðà÷åííîé Àç, 
ò. å.

 

A

A
п

з

100%.η =   (3.13)

ÊÏÄ ëþáîãî ìåõàíèçìà ìåíüøå 100%.

4. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà — ýòî ñêàëÿðíàÿ ôèçè÷å-
ñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ äâèæóùååñÿ òåëî. Êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà, ìàññà êîòîðîãî ò, à ñêîðîñòü v,

 Wê = mv2 / 2. (3.14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîäóëü èìïóëüñà òåëà p = mv, âûðàæà-
åì ñêîðîñòü êàê v = p / m è ïîëó÷àåì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ 
ýíåðãèÿ
 Wê = p2 / (2m). (3.15)

Ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ñèëû ó òåëà âîçíèêàåò 
óñêîðåíèå, à, çíà÷èò, èçìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü îò íà÷àëüíîé 
v1 äî êîíå÷íîé v2. Íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà 
W mv2к1 1 2,=  êîíå÷íàÿ W mv2к2 2 2.=  Èçìåíåíèå êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè åñòü ðàçíîñòü ìåæäó êîíå÷íûì è íà÷àëü-
íûì çíà÷åíèÿìè: ΔW = Wê2 – Wê1.

Òåîðåìà î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè óòâåðæäàåò, ÷òî èç-
ìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ðàâíî ðàáîòå ðàâíî-
äåéñòâóþùåé ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó:

 W W W mv mv A2 2
к2 к1 2 12 2 .Δ = − = − =   (3.16)
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5. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ — ýòî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñò-
âèÿ òåë. Ñèñòåìà òåë îáëàäàåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, 
åñëè òåëà âçàèìîäåéñòâóþò ïîñðåäñòâîì ñèë, íàçûâàåìûõ 
ïîòåíöèàëüíûìè (êîíñåðâàòèâíûìè). Îñíîâíûì ñâîéñò-
âîì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ðàáîòû, 
êîòîðóþ ýòè ñèëû ñîâåðøàþò, îò òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ 
òåëà. Ðàáîòà ïîòåíöèàëüíûõ ñèë çàâèñèò îò íà÷àëüíîé 
è êîíå÷íîé òî÷åê äâèæåíèÿ. Ðàáîòà ïîòåíöèàëüíûõ ñèë 
ïðè ïåðåìåùåíèè òåëà ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ðàâíà 
íóëþ.

Ðàáîòà ïîòåíöèàëüíûõ ñèë À ðàâíà èçìåíåíèþ ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ:

 A = – ΔWp = – (Wp2 – Wp1),  (3.17)

ãäå Wp1 è Wp2 — íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè, ΔWp — åå èçìåíåíèå.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàò âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ òåë, ïîýòîìó åå çíà÷åíèå çàâèñèò îò òîãî, 
ãäå âûáðàí íóëåâîé óðîâåíü.

Â ìåõàíèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè: ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ãðàâèòàöèîííîì 
ïîëå (ïîëå òÿæåñòè) è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé 
äåôîðìàöèè.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ìàññîé m, íàõîäÿùåãîñÿ 
íà âûñîòå h íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè,

 Wp = mph. (3.18)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóëåâîé óðîâåíü ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. 
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3.18) ñïðàâåäëèâà ó ïîâåðõíîñòè 
Çåìëè, êîãäà g

�
 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Ïî çàêîíó Ãóêà ïðè óïðóãîé äåôîðìàöèè ïðîåêöèÿ 
ñèëû óïðóãîñòè Fóïð = –kx, ãäå õ — âåëè÷èíà äåôîðìà-
öèè, à k — êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åå 
ðàáîòû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.8):
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( )   

2 2 222 2
2 1

упр

1 1 1

d .
2 2 2

xx x

x x x

kx kxx
A F x dx kx x k

⎛ ⎞
= = − = − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èçìåíå-
íèå âåëè÷èíû
 Wóïð = kx2 / 2,  (3.19)

êîòîðóþ íàçûâàþò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé óïðóãîé äå-
ôîðìàöèè.

6. Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïî-
òåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

 W = Wp + Wê. (3.20)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè óòâåðæäà-
åò, ÷òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåë, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñ ñèëàìè òÿãîòåíèÿ èëè ñèëàìè óïðóãîñòè, 
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè ëþáûõ äâèæåíèÿõ òåë ñèñòå-
ìû, ò. å.
 Wp + Wê = const. (3.21)

Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ íå âñåã-
äà. Íà ñèñòåìó èëè â ñèñòåìå ìîãóò äåéñòâîâàòü ñèëû 
òðåíèÿ, ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ. Òàêèå ñèëû ÿâëÿþòñÿ íå-
ïîòåíöèàëüíûìè (íåêîíñåðâàòèâíûìè). Ðàáîòà A ýòèõ 
ñèë ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé 
ýíåðãèè:
 ΔW = W2 – W1 = A, (3.22)

ãäå W1 è W2 — íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè, ïðè÷åì W2 < W1. Ñëåäóåò òàêæå èìåòü 
â âèäó, ÷òî ðàáîòà ñèë òðåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ îòðèöà-
òåëüíà, ò. å. A < 0, òàê êàê ýòè ñèëû âñåãäà íàïðàâëåíû 
ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ. Ïðè ýòîì íà-
÷àëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ 
ïåðåõîäèò âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ (âûäåëÿåòñÿ â âèäå 
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òåïëîòû). Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ìîæíî çàïè-
ñàòü, ÷òî
 W1 = W2 + Q, (3.23)

ãäå W1 — íà÷àëüíàÿ, à W2 — êîíå÷íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ 
ýíåðãèÿ ñèñòåìû; Q — êîëè÷åñòâî âûäåëèâøåéñÿ òåï-
ëîòû.

7. Óïðóãèå è íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôèçèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðóãèå 
è íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ (óäàðû). Åñëè ïðè ñòîëêíî-
âåíèè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ, òî 
ñòîëêíîâåíèå íàçûâàåòñÿ óïðóãèì (àáñîëþòíî óïðóãèì); 
åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ñîõðàíÿåòñÿ, òî 
ãîâîðÿò î íåóïðóãîì ñòîëêíîâåíèè. Äîñòàòî÷íûì ïðè-
çíàêîì íåóïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå òåë 
êàê îäíîãî öåëîãî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå 
ãîâîðÿò îá àáñîëþòíî íåóïðóãîì ñòîëêíîâåíèè. Îäíà-
êî ñòîëêíîâåíèå ìîæåò áûòü íåóïðóãèì è òîãäà, êîãäà 
ïîñëå íåãî òåëà äâèãàþòñÿ ðàçäåëüíî. Ïðè ýòîì íåóïðó-
ãîñòü ñòîëêíîâåíèÿ îãîâàðèâàåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è ëèáî 
ñëåäóåò èç åå óñëîâèÿ.

Ïîñëå óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ òåëà îáÿçàòåëüíî äâè-
æóòñÿ ðàçäåëüíî. Óïðóãîñòü ñòîëêíîâåíèÿ äîëæíà áûòü 
÷åòêî îãîâîðåíà â óñëîâèè çàäà÷è èëè ÿâíûì îáðàçîì èç 
íåãî ñëåäîâàòü.

Ïîñêîëüêó ñòîëêíîâåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåæäó òå-
ëàìè, îáðàçóþùèìè, êàê ïðàâèëî, çàìêíóòóþ ñèñòåìó, 
òî äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé 
èñïîëüçóþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè 
è èìïóëüñà ñèñòåìû, à äëÿ îïèñàíèÿ íåóïðóãèõ ñòîëê-
íîâåíèé ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà 
ñèñòåìû.

Èç ñâîéñòâ ñòîëêíîâåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè óïðóãèõ 
ñòîëêíîâåíèÿõ òåïëîòà íå âûäåëÿåòñÿ, à ïðè íåóïðóãèõ 
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ñòîëêíîâåíèÿõ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåì ÷àñòè÷íî 
èëè ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò âî âíóòðåííþþ.

Ñòîëêíîâåíèÿ òàêæå ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà öåíòðàëüíûå 
è íåöåíòðàëüíûå. Ïðè öåíòðàëüíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ñêî-
ðîñòè òåë äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ íàïðàâëåíû âäîëü îä-
íîé è òîé æå ïðÿìîé (ëèíèè öåíòðîâ). Ïðè íåöåíòðàëü-
íûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ñêîðîñòè òåë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îò-
êëîíÿþòñÿ îò ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ñíàðÿä, êîòîðûé ëåòåë â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè ñî ñêîðîñòüþ v, ðàçðûâàåòñÿ íà äâà îñêîëêà 
ìàññîé m1 è ò2. Ñêîðîñòü îñêîëêà ìàññîé ò1 ðàâíà 
v1 è íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Îïðåäåëèòå ìî-
äóëü è íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè îñêîëêà ìàññîé m2 (ñì. 
ðèñ. 51).

Ðèñ. 51

Ð å ø å í è å
Íà ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îñêîëêîâ ìàññîé m1 

è ò2, â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè X âíåøíèå ñèëû íå 
äåéñòâóþò, ïîýòîìó èìïóëüñ ñèñòåìû â ãîðèçîíòàëüíîì 
íàïðàâëåíèè ñîõðàíÿåòñÿ, ò. å. P1x = P2x. Â âåðòèêàëüíîì 
íàïðàâëåíèè Y íà ñèñòåìó äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà — 
ñèëà òÿæåñòè. Íî ïîñêîëüêó âðåìÿ ðàçðûâà ñíàðÿäà 
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ìàëî, ñîõðàíÿåòñÿ èìïóëüñ ñèñòåìû è â âåðòèêàëüíîì 
íàïðàâëåíèè, ò. å. P1y = P2y. Íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñèñòå-
ìû â íàïðàâëåíèè X P1x = (m1 + m2)v, êîíå÷íûé èìïóëüñ 
P2x = m2v2 cos α. Íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñèñòåìû â íàïðàâëå-
íèè Y — P1y = 0, êîíå÷íûé — P2x = m1v1 – m2v2 sin α. Ñîñòà-
âèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(1)

 

( ) ( )1 2 2 2 2 2 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1

cos , cos ,

0 sin , sin .

m m v m v m v m m v

m v m v m v m v

+ = α α = +⎧ ⎧⎪ ⎪⇔⎨ ⎨= − α α =⎪ ⎪⎩ ⎩  (2)

Ïîñëå äåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ñèñòåìû íà óðàâíåíèå (1) 
íàéäåì, ÷òî

( ) ( )
m v m v

m m v m m v
1 1 1 1

1 2 1 2

tg arctg .α = ⇒ α =
+ +

Âîçâåäÿ â êâàäðàò óðàâíåíèÿ (1) è (2) ñèñòåìû, à çà-
òåì èõ ñêëàäûâàÿ, íàéäåì ÷òî

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

22 2 22 2
2 2 2 2 1 2 1 1

22 2
2 2 1 2 1 1

2 2 2 2
2 1 2 1 1 2

cos sin

.

m v m v m m v m v

m v m m v m v

v m m v m v m

α + α = + + ⇒

⇒ = + + ⇒

⇒ = + +

2. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò îäíî-
ðîäíàÿ äîñêà ìàññîé m è äëèíîé L. ×åëîâåê, ìàññà 
êîòîðîãî 2ò, ïåðåõîäèò ñ îäíîãî êîíöà äîñêè íà åå 
ñåðåäèíó. Íà ñêîëüêî ïðè ýòîì ñìåñòèòñÿ äîñêà (ñì. 
ðèñ. 52)?

Ðèñ. 52
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Ð å ø å í è å
Â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè íà ñèñòåìó «÷åëî-

âåê — äîñêà» âíåøíèå ñèëû íå äåéñòâóþò, ïîýòîìó öåíòð 
ìàññ (ÖÌ) ýòîé ñèñòåìû îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Ââåäåì ãîðè-
çîíòàëüíóþ îñü X, åå íà÷àëî ïîìåñòèì â òî÷êó Î. Òîãäà 
x÷ = 0, xc = L / 2, ãäå õ÷ — êîîðäèíàòà ÷åëîâåêà, õñ — êî-
îðäèíàòà ÖÌ äîñêè. Ïî ôîðìóëå (3.3) íàõîäèì ïîëîæå-
íèå ÖÌ ñèñòåìû «÷åëîâåê — äîñêà»:

( )ч c
ЦМ

22
.

3 3 6

L mx m x m L
x

m m

+= = =

Âî âòîðîì ñëó÷àå 
L L

x a x aч с, ,
2 2

= − = −′ ′  ãäå a — ñìåùå-

íèå äîñêè.

( ) ( )

( )

ч c
ЦМ

2 2 22

3 3
3 2

.
3 2

L a m L a mx m x m
x

m m
L a L

a
m

− + −′ ′+′ = = =

−
= = −

Òàê êàê öåíòð ìàññ ñèñòåìû îñòàëñÿ íà ìåñòå, òî

ЦМ ЦМ

1
.

6 2 2 6 3

L L L L
x x a a L′= ⇒ = − ⇒ = − =

3. Êîíüêîáåæåö, ðàçîãíàâøèñü äî ñêîðîñòè v0, âúåçæà-
åò íà ëåäÿíóþ ãîðó. Íà êàêóþ âûñîòó îò íà÷àëüíî-
ãî óðîâíÿ âúåäåò êîíüêîáåæåö, åñëè ñêëîí ãîðû ñî-
ñòàâëÿåò óãîë α ñ ãîðèçîíòîì è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 
êîíüêîâ î ëåä ðàâåí μ?

Ð å ø å í è å
Â òî÷êå 1 (ñì. ðèñ. 53) íà÷àëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ êîíüêîáåæöà 2
1 1 к1 0 2.pW W W mv= + =  Â òî÷êå 2 ìåõà-

íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîíüêîáåæöà

W2 = Wp2 + Wê2 = mgh.
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Ðèñ. 53

Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ íà êîíüêîáåæöà äåéñòâóþò 
ñèëû: ñèëà òÿæåñòè mg

�
 (êîíñåðâàòèâíàÿ ñèëà), ñèëà ðå-

àêöèè îïîðû N
�

 (ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà ýòîé ñèëû 
AN = NS cos 90° = 0), ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ Fтр

�
 (íåêîí-

ñåðâàòèâíàÿ ñèëà). Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîíüêîáåæöà 
èçìåíÿåòñÿ, ïðè÷åì

 W2 – W1 = Aòð. (1)

Fòð = μN, ãäå N mg F mgтрcos cos .= α ⇒ = μ α

Îïðåäåëèì ðàáîòó ñèëû òðåíèÿ

Aòð = FòðS cos 180° = –FòðS =
= –(μmg  cos α)h / sin α = –μmgh ctg α.

Ïîäñòàâèâ â (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî h:

( )mv v
mgh mgh gh

2 2
0 0ctg 1 ctg

2 2
− = −μ α ⇒ + μ α = ⇒

( )
v

h
g

2
0 .

2 1 ctg
⇒ =

+ μ α

4. Èç äóõîâîãî ðóæüÿ ñòðåëÿþò â ñïè÷å÷íûé êîðîáîê, 
ëåæàùèé íà ðàññòîÿíèè l = 30 ñì îò êðàÿ ñòîëà. Ïóëÿ 
ìàññîé m = 1 ã, ëåòÿùàÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòüþ 
v0 = 150 ì/ñ, ïðîáèâàåò êîðîáîê è âûëåòàåò èç íåãî ñî 
ñêîðîñòüþ v0 / 2. Ìàññà êîðîáêà Ì = 50 ã. Ïðè êàêèõ 
çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ μ ìåæäó êîðîáêîì 
è ñòîëîì êîðîáîê óïàäåò ñî ñòîëà?
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Ð å ø å í è å
Ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïóëè â êîðîáîê îí ïðèîáðåòàåò 

ñêîðîñòü u.
�

 Íàéäåì ýòó ñêîðîñòü, èñïîëüçóÿ ñîõðàíå-
íèå èìïóëüñà ñèñòåìû «êîðîáîê — ïóëÿ» â ãîðèçîíòàëü-
íîì íàïðàâëåíèè. Äî ïîïàäàíèÿ ïóëè èìïóëüñ ñèñòåìû 
P1x = mv0, ñðàçó ïîñëå ïîïàäàíèÿ P2x = mv0 / 2 + Mu:

( )x x mv mv Mu u mP P v M0 01 2 02 2 .= ⇒ = + ⇒ =

Ðèñ. 54

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâèæåíèÿ êîðîáêà. Â ïîëîæå-
íèè 1 (ñì. ðèñ. 54) åãî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W1 = Mu2 / 2 
(íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè çäåñü âûáðàíî 
íà ïîâåðõíîñòè ñòîëà). Â ïîëîæåíèè 2 W2 = 0 (êîðîáîê 
îñòàíîâèëñÿ). Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîðîáêà èçìåíè-
ëàñü íà çíà÷åíèå ðàáîòû ñèëû òðåíèÿ

 W2 – W1 = Aòð. (1)

Âû÷èñëèì ðàáîòó ñèëû òðåíèÿ ïðè äâèæåíèè 
ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå 

SF N Mg A F MgSтр тр тр cos180 ,= ° = −μ μ= μ = ⇒  ãäå S — 
ïóòü, ïðîéäåííûé êîðîáêîì äî îñòàíîâêè. Ïîäñòàâèâ 
â (1), ïîëó÷èì

( )mv M m vMu u
MgS S

g g M g

2
2 22 2

0 0
2

2
0 .

2 2 2 8
− = −μ ⇒ = = =

μ μ μ

Êîðîáîê óïàäåò ñî ñòîëà, åñëè
22 2 2

0 0
2

;  0,38.
88

m v v m
S l l

gl MM g
⎛ ⎞≥ ⇒ ≥ ⇒ μ ≤ μ ≤⎜ ⎟μ ⎝ ⎠
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5. Øàðèê ìàññîé m ñâîáîäíî ïàäàåò ñ âûñîòû H íà ãî-
ðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü è îòñêàêèâàåò îò íåå. Ïðè 
óäàðå î ïëîñêîñòü âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû, 
ðàâíîå Q. Íàéòè âûñîòó, íà êîòîðóþ ïîäïðûãíåò øà-
ðèê ïîñëå óäàðà, à òàêæå ñðåäíþþ ñèëó, ñ êîòîðîé 
øàðèê äåéñòâóåò íà ïëîñêîñòü, åñëè âðåìÿ óäàðà ðàâ-
íî Δt (ñì. ðèñ. 55).

Ðèñ. 55

Ð å ø å í è å
Íà âûñîòå H ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà ðàâíà åãî 

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, W1 = mgH. Ïóñòü øàðèê ïîäïðû-
ãèâàåò ïîñëå óäàðà íà âûñîòó h, òîãäà åãî ìåõàíè÷åñêàÿ 
ýíåðãèÿ â ýòîé òî÷êå W2 = mgh. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè ñ ó÷åòîì âûäåëèâøåéñÿ òåïëîòû çàïèøåì â âèäå

( )W W Q mgH mgh Q h H Q mg1 2 .= + ⇒ = + ⇒ = −

Ïóñòü ñêîðîñòü øàðèêà ïåðåä óäàðîì ðàâíà v1, òîã-
äà åãî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðåä óäàðîì W mv2

1 1 2.=′  
Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè 
W W mgH mv v gH2

1 1 1 12 2 .= ⇒ = ⇒ =′  Ïóñòü v2

�
 — ñêîðîñòü 

øàðèêà ïîñëå óäàðà, òîãäà åãî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïî-
ñëå óäàðà W mv2

2 2 2.=′  Òàê êàê W W2 2,= ′  òî v gh2 2 .=
Èìïóëüñ øàðèêà ïåðåä óäàðîì p mv1 1,=� �

 à åãî ïðî-
åêöèÿ íà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå X ðàâíà p1x = –mv1. 
Èìïóëüñ øàðèêà ïîñëå óäàðà p mv2 2,=� �

 åãî ïðîåêöèÿ 
p2x = mv2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì óðàâíåíèåì äèíà-
ìèêè èçìåíåíèå èìïóëüñà òåëà ðàâíî èìïóëüñó äåéñòâó-
þùåé ñèëû. Âî âðåìÿ óäàðà íà øàðèê äåéñòâóþò: ñèëà 
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òÿæåñòè mg
�

 è ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíû ïëîñêîñòè F.
�

 
Ïðîåêöèÿ ýòèõ ñèë F – mg, à åå èìïóëüñ

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( )

2 1 2 1

1 2 џ

x xF mg t p p F mg t mv mv

F m v v t mg m gH g H Q mg t g

− Δ = − ⇒ − Δ = − − ⇒

⇒ = + Δ + = + − Δ +

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ 
ñðåäíåé ñèëîé øàðèê äåéñòâóåò íà ïëîñêîñòü.

6. Ïóëÿ, ëåòåâøàÿ ãîðèçîíòàëüíî ñî ñêîðîñòüþ v0 = 400  
ì/ñ, ïîïàäàåò â áðóñîê, ïîäâåøåííûé íà íèòè äëè-
íîé l = 4 ì, è çàñòðåâàåò â íåì. Îïðåäåëèòü óãîë α, íà 
êîòîðûé îòêëîíèòñÿ áðóñîê, åñëè ìàññà ïóëè m = 20  ã, 
à áðóñêà M = 5 êã. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, 
âûäåëèâøååñÿ ïðè ïîïàäàíèè ïóëè â áðóñîê (ñì. 
ðèñ. 56).

Ðèñ. 56

Ð å ø å í è å
Ïîïàäàíèå ïóëè â áðóñîê — ýòî ïðèìåð íåóïðóãîãî 

ñòîëêíîâåíèÿ. Ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïóëè ñêîðîñòü áðóñêà 
è ïóëè u

�
. Íàéäåì åå, èñïîëüçóÿ ñîõðàíåíèå èìïóëüñà 

ñèñòåìû ïóëÿ-áðóñîê â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè X. 
Ïîëó÷èì ( ) ( )mv m M u u mv m M0 0 .= + ⇒ = +

Â ñîñòîÿíèè 1 ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû 
( )W M m u2

1 2,= +  à â ñîñòîÿíèè 2  W2 = (m + M)gh. Ïîñëå 
ïîïàäàíèÿ ïóëè íà ó÷àñòêå 1–2 ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
ñîõðàíÿåòñÿ, ò. å.
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( ) ( ) ( )W W M m u m M gh h u g2 2
1 2 2 2 .= ⇒ + = + ⇒ =

Ïðîâåäåì AB OC.⊥  Â ΔAOB AO  =  l – h, OB  =  l, ïîýòîìó
2

2 2
0

cos 1 1
2

1 0,97 14 .
2

AO l h h u

OB l l gl

vm

m M gl

−α = = = − = − =

⎛ ⎞= − = ⇒ α = °⎜ ⎟+⎝ ⎠

Äî ïîïàäàíèÿ ïóëè â áðóñîê ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
ñèñòåìû W mv W2

0 12= >′  (òàê êàê ñòîëêíîâåíèå íåóïðó-
ãîå). Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî âûäåëèâøåéñÿ òåïëîòû

( )

( )

22
0

1

22
0 0

2 2
0 0

2 2

2 2

1
.

2 2 1

M m umv
Q W W

M mmv mv

M m

mv mvM

M m m M

+
′= − = − =

+ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ïðè m ��M 2
0 2 1600 Дж.Q mv= =

7. Ïðóæèíà, ìàññîé êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ñòîèò 
íà ñòîëå âåðòèêàëüíî. Äëèíà ïðóæèíû l. Ñ âûñîòû 
H íàä ñòîëîì (Í > l) ïàäàåò íåáîëüøîé øàðèê ìàññîé 
m è ïîïàäàåò íà ïðóæèíó. Ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü 
øàðèêà ïðè äâèæåíèè âíèç ðàâíà vm. Íàéäèòå êîýô-
ôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû k.

Ðèñ. 56

óïð 
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Ð å ø å í è å
Äî ïîïàäàíèÿ íà ïðóæèíó øàðèê ñâîáîäíî ïàäàåò 

ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g
�

 (ñì. ðèñ. 57). Ñêî-
ðîñòü øàðèêà ïðè ýòîì âîçðàñòàåò. Êîãäà øàðèê îêà-
çàëñÿ íà ïðóæèíå, íà íåãî äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè 
mg

�
 è ñèëà óïðóãîñòè Fóïð = kΔx, ãäå Δx — ñæàòèå ïðó-

æèíû. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà óñêîðåíèå øàðèêà 
a = (mg – Fóïð ) / m = g – (Fóïð  / m) < g, ïðè÷åì óñêîðåíèå øà-
ðèêà íå ïîñòîÿííî. Ïîêà ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ íà îñü 
X ïîëîæèòåëüíà, ñêîðîñòü øàðèêà âîçðàñòàåò. Ñêîðîñòü 
äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà 
åå ïðîèçâîäíàÿ, ò. å. óñêîðåíèå, îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èç 
óñëîâèÿ à = 0 íàõîäèì

 ( )упр упр– 0 ,mgmg F k l hF= ⇒ = = −  (1)

ãäå h — âûñîòà, íà êîòîðîé îêàçàëñÿ øàðèê â ìîìåíò, 
êîãäà åãî ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà.

Â íà÷àëüíîé òî÷êå äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
øàðèêà ðàâíà åãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå òÿæå-
ñòè çåìëè W1 = mgH. Íà âûñîòå h ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ ñîñòîèò èç ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå òÿæåñòè 
Çåìëè, êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 
óïðóãîé äåôîðìàöèè: ( )mW mgh mv k l h

22
2 2 2.= + + −  Ïî 

çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

 ( )mW W mgH mgh mv k l h
22

1 2 2 2.= ⇒ = + + −  (2)

Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ (1) h = l – mg / k è ïîäñòàâèì 
â óðàâíåíèå (2). Ïîëó÷èì 

( )
( )

m

m

mgmv mg
mgH mgh k

k v g H l

22 2

2 .
2 2 2

= + + ⇒ =
− + −

8. Äâà íåáîëüøèõ óïðóãèõ øàðèêà ïîäâåøåíû íà íèòÿõ 
l1 = 10 ñì è l2 = 5 ñì òàê, ÷òî îíè ñîïðèêàñàþòñÿ, ëè-
íèÿ èõ öåíòðîâ ãîðèçîíòàëüíà, à íèòè âåðòèêàëüíû. 
Ìàññà øàðèêîâ m1 = 4 ã è m2 = 20 ã. Øàðèê ìàññîé m1 
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îòêëîíÿþò íà óãîë α = 60° îò âåðòèêàëè è îòïóñêàþò. 
Íà êàêèå óãëû îòêëîíÿòñÿ íèòè ïîñëå àáñîëþòíî 
óïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ øàðèêîâ?

Ð å ø å í è å
Ïðè îòêëîíåíèè íèòè ñ ïåðâûì øàðèêîì íà óãîë 

α îí ïîäíèìåòñÿ íà âûñîòó h îò íà÷àëüíîãî óðîâíÿ (ñì. 
ðèñ. 58). Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó α è h. Èç ΔAOB OB = l1 cos α,

 BD = OD – OB = l1 – l1 cos α = l1(1 – cos α) = h. (1)

Ðèñ. 58

Âûáåðåì íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 
íà óðîâíå DD1. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà â òî÷-
êå À ðàâíà åãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ýòîé òî÷êå: 
WA = m1gh. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà m1 â òî÷-
êå D ðàâíà åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ýòîé òî÷êå: 

DW m v2
1 0 2,=  ãäå v0 — ñêîðîñòü ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì ñî 

âòîðûì øàðèêîì. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé 
ýíåðãèè D AW W m gh m v v gh2

1 1 0 02 2 .= ⇒ = ⇒ =

Ðèñ. 59
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Ñêîðîñòè øàðèêîâ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíû v1 è v2 
ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 59). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòî-
ÿùóþ èç äâóõ øàðèêîâ. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýòîé ñè-
ñòåìû ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 
øàðèêà m1: W m v2

0 1 0 2;=  ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû 
ñðàçó ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêèõ 
ýíåðãèé øàðèêîâ: W m v m v2 2

к 1 1 2 22 2.= +
Èìïóëüñ ñèñòåìû ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì øàðèêîâ ðà-

âåí èìïóëüñó øàðèêà m1, åãî ïðîåêöèÿ íà ãîðèçîíòàëü-
íîå íàïðàâëåíèå X Ð0 = m1v0. Èìïóëüñ ñèñòåìû ïîñëå 
ñòîëêíîâåíèÿ Pê = m2v2 + (–m1v1) = m2v2 – m1v1. Òàê êàê 
ñòîëêíîâåíèå àáñîëþòíî óïðóãîå, òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ è èìïóëüñ ñîõðàíÿþòñÿ, ò. å. W0 = Wê è Ð0 = Ðê. Ïîëó-
÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî v1 è v2:

( )
( )

2 2 22 2 2
1 0 1 2 21 0 1 1 2 2

1 0 2 2 1 1 1 0 1 2 2

,2 2 2,
  

, .

m v v m vm v m v m v

m v m v m v m v v m v

⎧⎧ − == +⎪ ⎪⇔⎨ ⎨= − + =⎪ ⎪⎩ ⎩

Ïîñëå äåëåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà âòîðîå 
íàõîäèì v0 – v1 = v2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå 
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 2 0 1 1 2 1 2 1 0

2 1 1
1 0 2 0

1 2 1 2

2
 и .

m v v m v v m m v m m v

m m m
v v v v

m m m m

+ = − ⇒ + = − ⇒
−⇒ = =
+ +

Òàê êàê m2 > m1, òî v1 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëî-
æåíèå î íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè 1v

�
 âåðíî.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå êàæäîãî øàðèêà îò-
äåëüíî. Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè, ïîëó÷àåì m v m gh2

1 1 1 12 ,=  ãäå h1 — íàèáîëüøàÿ âû-
ñîòà ïîäúåìà øàðèêà m1 ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Íàõîäèì 

( )h v g2
1 1 2 .=  Ïî ôîðìóëå (1) íàõîäèì
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( )

22 2
1 1 2 1 0

1
1 1 2 1 1

2 2

2 1 2 1

2 1 1 2 1

1

cos 1 1 1
2 2

2 7
1 1 1 cos

2 9

7
arccos 38,9 .

9

h v m m v

l gl m m gl

m m m mgh

m m gl m m

⎛ ⎞−α = − = − = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −= − = − − α = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ α = = °

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

( )

22 2
2 2 1 0

2
2 2 2 1 2

2 2

1 1 1

2 1 2 2 2 1

2

2
cos 1 1 1

2 2

2
1 2 1 4 1 cos

89 89
arccos 8,5 .

90 90

h v m v

l gl m m gl

m l m
gh

m m gl l m m

⎛ ⎞
α = − = − = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − − α =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⇒ α = = °

9. Äâà èäåàëüíî ãëàäêèõ øàðà îäèíàêîâîãî ðàäèóñà 
è ìàññû ïîêîÿòñÿ, êàñàÿñü äðóã äðóãà, íà ãëàäêîé 
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Òðåòèé øàð òîãî æå 
ðàäèóñà è ìàññû íàëåòàåò íà íèõ ñî ñêîðîñòüþ v0, 
äâèãàÿñü ïî òîé æå ïîâåðõíîñòè âäîëü ïðÿìîé, êà-
ñàþùåéñÿ îáîèõ øàðîâ. Íàéòè ñêîðîñòü øàðîâ ïîñëå 
ñòîëêíîâåíèÿ (ñì. ðèñ. 60).

Ðèñ. 60
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Ð å ø å í è å
Ïóñòü v — ñêîðîñòü òðåòüåãî øàðà, à u — ìîäóëü 

ñêîðîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî øàðîâ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ; 
ΔOO1O2 — ðàâíîñòîðîííèé, ïîýòîìó OO O1 2 60 .∠ = °

Ïðè àáñîëþòíî óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè ñîõðàíÿþòñÿ 
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû è åå èìïóëüñ. Ìåõàíè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû äî ñòîëêíîâåíèÿ åñòü êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðâîãî øàðà W mv2

1 0 2.=  Ìåõàíè÷åñêàÿ 
ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ

mv mu mv
W mu

2 2 2
2

2 2 .
2 2 2

= + = +

Èìïóëüñ ñèñòåìû äî ñòîëêíîâåíèÿ â íàïðàâëåíèè X 
P1x = mv0, ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ 

xP mv mu mv mu2 2 cos30 3 .= + ° = +

Òàê êàê W1 = W2 è P1x = P2x, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

( )( )

2 2 2 2 2 2
0 0

0 0

2
00 0

0
0

00

0

2 2 , 2 ,

3 , 3 ,

2
,2 ,

3
3 , 3 ,

2 2 32 3 , ,3 5
2

.2 3 ,
53

mv mv mu v v u

mv mv mu v v u

v v uv v v v u

v v u v v u

vv u u

v
vv u

⎧ ⎧= + − =⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨
= + − =⎪ ⎪⎩ ⎩

⎧⎧ + =− + =⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨
− =⎪ ⎪⎩ − =⎩

⎧ ⎛ ⎞ ⎧= +⎪ ⎜ ⎟ =⎪⎪ ⎪⎝ ⎠⇔ ⇔⎨ ⎨
⎛ ⎞⎪ ⎪ = −= −⎜ ⎟⎪ ⎪⎩⎝ ⎠⎩

Èòàê, òðåòèé øàð ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ èçìåíÿåò íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

10. Óïðóãèé øàðèê áðîñàþò ñ âûñîòû h âíèç íà ãîðèçîí-
òàëüíóþ ïëîñêîñòü ñî ñêîðîñòüþ v0 ïîä óãëîì α = 45° 
ê âåðòèêàëè. Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäíè-
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ìåòñÿ øàðèê ïîñëå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà î ïëî-
ñêîñòü (ñì. ðèñ. 61)?

Ðèñ. 61

Ð å ø å í è å
Ïàäåíèå øàðèêà ñ âûñîòû h ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿí-

íûì óñêîðåíèåì g.
�

 Äâèæåíèå øàðèêà ïî ïàðàáîëå ðàñ-
êëàäûâàåì íà äâà íåçàâèñèìûõ ïðÿìîëèíåéíûõ äâè-
æåíèÿ: ïî ãîðèçîíòàëè (îñü OX) äâèæåíèå ðàâíîìåð-
íîå (àõ = 0) è ïî âåðòèêàëè (îñü OY) — ðàâíîóñêîðåííîå 
(ay = –g = const).

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè vx(t) = const. Ïðè 
àáñîëþòíî óïðóãîì óäàðå â òî÷êå A ñêîðîñòü ïî ãîðè-
çîíòàëè íå èçìåíÿåòñÿ íè ïî âåëè÷èíå, íè ïî íàïðàâëå-
íèþ, à ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî âåðòèêàëè ñîõðàíÿåòñÿ ïî 
ìîäóëþ, íî èçìåíÿåò çíàê. Â èòîãå ïîñëå óäàðà â òî÷êå 
A øàðèê îòñêàêèâàåò ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ 
vA. Ïîòåðè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè øàðèêà íå ïðîèñõî-
äèò. Åãî äàëüíåéøåå äâèæåíèå — äâèæåíèå ïî ïàðàáî-
ëå ñ ñîõðàíåíèåì ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà îñü X. Ïîýòîìó 
â òî÷êå B — òî÷êå íàèâûñøåãî ïîäúåìà — ïîëíàÿ ñêî-
ðîñòü vB = vx = v0 cos α.

Â òî÷êå C — íà÷àëüíîé òî÷êå äâèæåíèÿ — ïîë-
íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 2

0 2.CW mgh mv= +  Â òî÷-
êå B WÂ = mgH + m(v0 cos α)2 / 2, ãäå H — íàèáîëüøàÿ 
âûñîòà ïîäúåìà. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé 
ýíåðãèè
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( )

2 2 2
0 0

2 2 2
2 20 0 0

cos

2 2

1 cos sin .
2 2 4

C B
mv mv

W W mgh mgH

v v v
H h h h

g g g

α= ⇒ + = + ⇒

⇒ = + − α = + α = +

11. Íà êîíöàõ è â ñåðåäèíå íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ äëè-
íîé l ðàñïîëîæåíû îäèíàêîâûå øàðèêè. Ñòåðæåíü 
ñòàâÿò âåðòèêàëüíî è îòïóñêàþò. Ñ÷èòàÿ, ÷òî òðåíèå 
ìåæäó ïëîñêîñòüþ è íèæíèì øàðèêîì îòñóòñòâóåò, 
íàéäèòå ñêîðîñòü âåðõíåãî øàðèêà â ìîìåíò óäàðà 
î ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü (ñì. ðèñ. 62).

Ðèñ. 62

Ð å ø å í è å
Íàéäåì ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Ââîäèì îñü 

OY, êîîðäèíàòû øàðèêîâ y1 = 0, y2 = l / 2, y3 = l. Êîîðäèíàòà 
öåíòðà ìàññ yÑ = (myõ + my2 + my3) / (3m) = l / 2, ò. å. öåíòð 
ìàññ ýòîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå ñòåðæíÿ. Âíåø-
íèå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ñèñòåìå: ñèëà òÿæåñòè mg3

�
 

è ñèëà ðåàêöèè îïîðû N
�

 — íàïðàâëåíû â ëþáîé ìîìåíò 
âðåìåíè âåðòèêàëüíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå öåíòð ìàññ ñèñ-
òåìû äâèãàåòñÿ òîëüêî ïî âåðòèêàëè, ïî âåðòèêàëè íà-
ïðàâëåíà è ñêîðîñòü Cv

�
 öåíòðà ìàññ â ìîìåíò ïàäåíèÿ. 
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Òîãäà vÑx = 0, ãäå vÑx — ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè Cv
�

 íà ãîðè-
çîíòàëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, vÑx = (mv3x + mv2x + mv1x)/(3m), 
ãäå v1x, v2x, v3x, — ïðîåêöèè ñêîðîñòåé øàðèêîâ íà îñü X, 
ïðè÷åì v2x = vÑx = 0. Òîãäà ( )x x x xv v v v3 1 3 130 .+ ⇒ = −=  
Òàê êàê äëèíà ñòåðæíÿ íåèçìåííà, ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè v3x = –v1x = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ìîìåíò ïàäåíèÿ ñêîðîñòè âñåõ øàðèêîâ íàïðàâ-
ëåíû âåðòèêàëüíî âíèç, ïðè÷åì v1y = v1 = 0, v3y = –v3, 
v2y = vÑy = –vÑ. Òàê êàê v2y = (mv1y + mv2y + mv3y)/(3m), òî 

( )3 33 2 .C C Cv v v v v− = − − ⇒ =
Íà÷àëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû åñòü ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû W1 = 3mgl / 2. 
Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò ïàäåíèÿ åñòü 
ñóììà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé âòîðîãî è òðåòüåãî øàðè-
êîâ ( )22 2 2 2

2 3 22 2 2 2 2 5 2.C C CW mv mv m v mv mv= + = + =
Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

2
1 2 3 2 5 2 3 5.C CW W mgl mv v gl= ⇒ = ⇒ =

Èñêîìàÿ ñêîðîñòü âåðõíåãî øàðèêà 3 2 2 3 5.Cv v gl= =

12. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè îêîëî ñòåí-
êè ñòîèò ñèììåòðè÷íûé áðóñîê ìàññîé m1 ñ óãëóáëå-
íèåì ïîëóñôåðè÷åñêîé ôîðìû ðàäèóñîì R. Èç òî÷êè 
À áåç òðåíèÿ ñîñêàëüçûâàåò ìàëåíüêàÿ øàéáà ìàññîé 
m2. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü áðóñêà ïðè åãî ïî-
ñëåäóþùåì äâèæåíèè (ñì. ðèñ. 63).

Ðèñ. 63
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Ð å ø å í è å
Ïðè äâèæåíèè ïî äóãå ÀÂ íà øàéáó ñî ñòîðîíû áðóñêà 

äåéñòâóåò ñèëà ðåàêöèè N;
�

 ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà 
øàéáà äåéñòâóåò íà áðóñîê ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ ñèëîé 
P,
�

 êîòîðàÿ ïðèæèìàåò áðóñîê ê ñòåíêå, è îí îñòàåòñÿ 
íåïîäâèæíûì. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ øàéáîé òî÷êè B íà 
ó÷àñòêå BC ñèëà P

�
 èìååò íåíóëåâóþ ïðîåêöèþ íà ãîðè-

çîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå. Â ðåçóëüòàòå ó áðóñêà ïîÿâëÿ-
åòñÿ óñêîðåíèå, íàïðàâëåííîå îò ñòåíêè, è ïîñëå ïåðâîãî 
ïðîõîæäåíèÿ øàéáîé òî÷êè B áðóñîê îòðûâàåòñÿ îò ñòåí-
êè. Ïðè ýòîì äâèæåíèå áðóñêà ÿâëÿåòñÿ óñêîðåííûì (íî 
íå ðàâíîóñêîðåííûì), è òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ äî 
òåõ ïîð, ïîêà øàéáà, ñïóñêàÿñü ïî äóãå BC, âòîðîé ðàç íå 
ïðîéäåò òî÷êó B. Ïîñëå ýòîãî äâèæåíèå áðóñêà ñòàíîâèòñÿ 
çàìåäëåííûì. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì ñêîðîñòè áðóñêà 
ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó ïðîõîæäåíèþ øàéáîé ÷åðåç òî÷êó 
B. Íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âûáèðàåì 
íà ãîðèçîíòàëüíîì óðîâíå BD. Â íà÷àëå äâèæåíèÿ â òî÷-
êå A øàéáà îáëàäàåò ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé WA = m2gR. 
Ïðè ïåðâîì ïðîõîæäåíèè øàéáû ÷åðåç òî÷êó B ìåõàíè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéáû ВW m v2

2 0 2,=  ãäå v0 — ñêîðîñòü 
øàéáû â ýòîò ìîìåíò. Òàê êàê òðåíèÿ íåò, à áðóñîê åùå 
íåïîäâèæåí, òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàéáû ñîõðàíÿåò-
ñÿ А ВW W m gR m v v gR2

2 2 0 02 2 .= ⇒ = ⇒ =  Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü ñèñòåìó äâèæóùèõñÿ òåë øàéáà-áðóñîê. Íà÷àëüíàÿ 
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû W m v2

1 2 0 2,=  à ïðîåêöèÿ 
èìïóëüñà íà ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå X P1x = m2v0. 
Êîãäà øàéáà âòîðîé ðàç ïðîõîäèò òî÷êó B, ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû W m v m v2 2

2 1 1 2 22 2,= +  à åå èìïóëüñ 
P2x = –m2v2 + m1v1, ãäå v2 è v1 — ñêîðîñòè øàéáû è áðóñêà. 
Ïîñëå îòðûâà áðóñêà îò ñòåíêè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè âíåøíèå ñèëû íà ñèñòåìó íå äåéñòâóþò, ïîýòîìó 
ïðîåêöèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû íà ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâ-
ëåíèå ñîõðàíÿåòñÿ. Èç-çà îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ 
è ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû:
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( )
( )( ) ( )

( ) ( )

   

  

2 0 2 2 1 1
1 2 2 2 2

2 0 2 2 1 1
1 2

2 0 2 1 1 0 2 1

2
2 0 2 1 12 0 2 0 2 1 1

1 2
2 0 2 1 0 2 2 0

1 2

1 0 1
2 0 1

1 2 1 2

2 2 2

2 2 2
.

x x
m v m v m v

P P
m v m v m vW W

m v v m v v v v

m v v m vm v v v v m v

m m
m v v m v v v v

m m

m v m gR
v v v

m m m m

= − +⎧=⎧ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨= = +⎩ ⎪⎩

+ = − =⎧ ⎧⎪ ⎪⇒ ⇒ ⇒⎨ ⎨ + =− + = ⎪⎪ ⎩⎩

−⇒ + = − ⇒ = ⇒
+

⇒ = − = =
+ +

Ýòî è åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü áðóñêà.
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ÐÀÇÄÅË 4

ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ È ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÄÂÈÆÅÍÈß 
ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ ÏÎ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ

1. Êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå 
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò äâèãàòüñÿ íå òîëüêî ïî 
ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè, íî è ïî êðèâîëèíåéíîé. 
Íàïðèìåð, â ðàçäåëå 1 ðàññìàòðèâàëîñü äâèæåíèå òåëà, 
áðîøåííîãî ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó â ïîëå òÿæåñòè Çåì-
ëè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî êðèâî-
ëèíåéíîé òðàåêòîðèè — ïàðàáîëå. Ëþáîå êðèâîëèíåéíîå 
äâèæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè â ëþáîé òî÷êå êðèâî-
ëèíåéíîé òðàåêòîðèè íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé.

2. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîëèíåé-
íîé òðàåêòîðèè îáëàäàåò óñêîðåíèåì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, 
÷òî íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè èçìåíÿåòñÿ. Ïðè êðèâîëèíåé-
íîì äâèæåíèè óñêîðåíèå íå ðàâíî íóëþ äàæå â ñëó÷àå, 
êîãäà ìîäóëü ñêîðîñòè — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

3. Â êàæäîé òî÷êå êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè äâè-
æåíèå ïðîèñõîäèò ïî äóãå îêðóæíîñòè, ïðè÷åì ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Íà ðèñ. 64 èçî-
áðàæåíà êðèâîëèíåéíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïî êîòîðîé äâèæåò-
ñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Â òî÷êàõ A, B, C, D äâèæåíèå 
ïðîèñõîäèò ïî äóãàì îêðóæíîñòåé, ðàäèóñû êîòîðûõ r1, 
r2, r3, r4 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 64
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2. Êèíåìàòèêà ðàâíîìåðíîãî 
äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè

Íàèáîëåå ïðîñòûì êðèâîëèíåéíûì äâèæåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ïðè ðàâíî-
ìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè òî÷êà çà ëþáûå ðàâíûå 
ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïðîõîäèò ðàâíûå äóãè, ò. å. ìîäóëü 
ñêîðîñòè v ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ïðè äâèæå-
íèè ïî îêðóæíîñòè ñêîðîñòü v

�
 íàçûâàþò ëèíåéíîé ñêî-

ðîñòüþ.

Ðèñ. 65

Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè îïðå-
äåëÿåòñÿ óãëîì φ ìåæäó ïîäâèæíûì ðàäèóñîì R = OB, 
ïðîâåäåííûì ê òî÷êå, è íåïîäâèæíûì ðàäèóñîì OA (ñì. 
ðèñ. 65). Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëà ïîâîðîòà ðàäèóñà OB 
îïðåäåëÿåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ:

 ω = φ / t, (4.1)

ãäå t — âðåìÿ ïîâîðîòà ðàäèóñà OB íà óãîë φ, ïðè ðàâ-
íîìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ω = const.

Âðåìÿ, çà êîòîðîå ñîâåðøàåòñÿ îäèí ïîëíûé îáî-
ðîò, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ T. Çà îäèí ïåðèîä 
T óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñà φ = 2π, ïîýòîìó óãëîâàÿ ñêîðîñòü

 φ = 2π / T. (4.2)

Çà îäèí ïåðèîä T òî÷êà ïðîõîäèò ïóòü, ðàâíûé äëè-
íå îêðóæíîñòè, ïîýòîìó ìîäóëü ëèíåéíîé ñêîðîñòè 
v = S / t = 2πR / T = (2π / T)R, èëè

 v = ωR. (4.3)

×àñòîòà îáðàùåíèÿ (âðàùåíèÿ) ν — ýòî ÷èñëî îáîðî-
òîâ ïî îêðóæíîñòè â åäèíèöó âðåìåíè:
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 ν = 1 / T = ω / 2π. (4.4)

Êàê è ëþáîå êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå, ðàâíîìåð-
íîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì, 
êîòîðîå íàïðàâëåíî ïî ðàäèóñó ê öåíòðó îêðóæíîñòè. 
Ýòî óñêîðåíèå íàçûâàþò íîðìàëüíûì, èëè öåíòðîñòðå-
ìèòåëüíûì; åãî ìîäóëü ìîæíî âû÷èñëèòü ïî îäíîé èç 
ôîðìóë:
 an = vω = ω2R = v2 / R = (2π / T)2R = (2πν)2R. (4.5)

3. Íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå 
ïî îêðóæíîñòè

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî îêðóæíîñòè 
åå ñêîðîñòü ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íå òîëüêî ïî íàïðàâëå-
íèþ, íî è ïî ìîäóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íåðàâíî-
ìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, 
ñîâåðøàþùàÿ íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè, 
ïîìèìî öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ, îáëàäàåò óñêî-
ðåíèåì a ,τ

�
 íàïðàâëåííûì ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíî-

ñòè. Îíî íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì, èëè òàíãåíöèàëüíûì 
óñêîðåíèåì. Òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå õàðàêòåðèçóåò 
èçìåíåíèå ñêîðîñòè ïî ìîäóëþ. Íà ðèñ. 66 ïîêàçàíû 
öåíòðîñòðåìèòåëüíîå è òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèÿ â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 66

Ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ïîëíîå 
óñêîðåíèå

 .na a aτ= +� � �
 (4.6)
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Òàê êàê na a ,τ⊥� �
 òî ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ìîäóëü ïîë-

íîãî óñêîðåíèÿ

 na a a2 2 .τ= +  (4.7)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äâèæåíèå ïî ïðîèçâîëüíîé êðè-
âîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâè-
æåíèå ïî äóãàì îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå êðèâîëèíåéíîé òðàåêòî-
ðèè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà îáëàäàåò öåíòðîñòðåìèòåëüíûì 
è òàíãåíöèàëüíûì óñêîðåíèÿìè.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ êà÷åíèå îáðó÷à ðàäèóñîì R, îñü êîòîðîãî ïåðå-
ìåùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v

�
 (ñì. ðèñ. 67).

Ðèñ. 67

Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà îáðó÷à ó÷àñòâóåò â äâóõ äâè-
æåíèÿõ: ðàâíîìåðíîì ïðÿìîëèíåéíîì ñî ñêîðîñòüþ 
v
�

 è âðàùàòåëüíîì îòíîñèòåëüíî îñè îáðó÷à ñî ñêîðî-
ñòüþ vвр.

�
 Òðàåêòîðèåé òî÷åê îáðó÷à áóäåò ÿâëÿòüñÿ íå 

îêðóæíîñòü, à êðèâàÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öèêëîèäîé. 
Ñêîðîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè B Вv v vвр,= +� � �

 ïðè÷åì îíà 
íàïðàâëåíà íå ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, à ïî êàñà-
òåëüíîé ê öèêëîèäå.

Åñëè îáðó÷ êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, òî òî÷êà 
A äîëæíà áûòü â ïîêîå îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè ñîïðè-
êîñíîâåíèÿ. Êàê è äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè, Аv v vвр.= +� � �

 
Èç ðèñ. 67 âèäíî, ÷òî ìîäóëü Аv v vвр 0= − = ⇒

 vâð = v. (4.8)

âð

âð



ÐÀÇÄÅË 4

93

Ïðè äâèæåíèè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñêîðîñòü âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ðàâíà ñêîðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ îáðó÷à.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîäóëÿ ïîëíîãî óñêîðåíèÿ êàæäîé 
òî÷êè îáðó÷à ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. 
Ïåðåéäåì â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ 
ñ îñüþ îáðó÷à è äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v.

�
 Â ýòîé ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà êàæäàÿ òî÷êà îáðó÷à ó÷àñòâóåò òîëüêî âî 
âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè âîêðóã îñè îáðó÷à ñî ñêîðîñòüþ 
vвр.
�

 Çíà÷èò, ó êàæäîé òî÷êè áóäåò òîëüêî öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå óñêîðåíèå na v R v R2 2

вр .= =  Âî âñåõ èíåðöèàëü-
íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ïîëíîå óñêîðåíèå òî÷êè îäèíàêîâî 
(ñì. ãëàâó 1). Ñëåäîâàòåëüíî, è â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ Çåìëåé, a = an = v2 / R.

5. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäàíèé 
ñ êðàòêèì èëè ðàçâåðíóòûì îòâåòîì

1. Íà ãîðèçîíòàëüíîì äèñêå, êîòîðûé ìîæåò âðàùàòüñÿ 
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, íàõîäèòñÿ òåëî ìàññîé m. 
Ðàññòîÿíèå òåëà îò îñè âðàùåíèÿ ðàâíî R. Êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ òåëà î äèñê μ. Äèñê íà÷èíàþò ìåäëåííî 
ðàñêðó÷èâàòü âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Ïîñòðîèòü 
ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû òðåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà 
òåëî, îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω.

Ðèñ. 68

Ð å ø å í è å
Íà òåëî äåéñòâóþò ñëåäóþùèå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè 

mg,
�

 ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíû äèñêà N,
�

 ñèëà òðåíèÿ Fтр

�
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(ñì. ðèñ. 68). Ïîêà òåëî ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî äèñêà, 
Fтр

�
 — ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé 

ñ Çåìëåé, òåëî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R è, 
ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò öåíòðîñòðåìèòåëüíûì óñêîðåíè-
åì na ,

�
 íàïðàâëåííûì ïî ðàäèóñó ê öåíòðó îêðóæíîñòè. 

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò XOY, îñü Y íàïðàâëåíà âåð-
òèêàëüíî, à îñü X — ïî ðàäèóñó îêðóæíîñòè. Çàïèøåì 
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïðîåêöèé íà îñè Y è X:

 (1)
 

n

N mgY

F maX тр

0,по оси 

,по оси 

− =⎧
⎨ =⎩  (2)

ãäå an = ω2 / R.
Êàê âèäíî, â äàííîì ñëó÷àå öåíòðîñòðåìèòåëüíîå 

óñêîðåíèå ñîîáùàåòñÿ òåëó ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ. Èç óðàâ-
íåíèÿ (2) íàõîäèì

 Fòð = mω2R. (3)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùå-
íèÿ ω äîëæíà âîçðàñòàòü ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ, ñîîáùàÿ 
òåëó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ 
äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Èçâåñòíî, ÷òî 
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ — îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà, ïîýòîìó 
ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè òåëî íå 
ñìîæåò óäåðæèâàòüñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R è íà÷-
íåò ñêîëüçèòü ïî äèñêó. Ïðè ýòîì íà íåãî áóäåò äåéñòâî-
âàòü ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ

 Fòð = μN = μmg. (4)

Ðèñ. 69



ÐÀÇÄÅË 4

95

Ôîðìóëà (3) — ýòî êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü Fòð 
îò ω, ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè — ïàðàáîëà (ñì. ðèñ. 69). 
Ôîðìóëà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàâèñèìîñòü âèäà 
y = b = const, ïîýòîìó åå ãðàôèê — ïðÿìàÿ.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω0, ïðè êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ñêîëü-
æåíèå, ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ, ÷òî ñèëà òðåíèÿ 
ïîêîÿ äîñòèãëà ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 
ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ

F mg m R mg R2
тр 0 0 .= μ ⇒ ω = μ ⇒ ω = μ

2. Ñ ñàìîëåòà, ëåòÿùåãî ãîðèçîíòàëüíî ñî ñêîðîñòüþ 
v0 = 720 êì/÷, îòäåëÿåòñÿ òåëî. Íàéòè öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå è òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèÿ òåëà, à òàêæå 
ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ òåëà â òî÷êå, 
êîòîðîé îíî äîñòèãíåò ÷åðåç 5 c ïîñëå íà÷àëà äâèæå-
íèÿ; ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì. 
ðèñ. 70).

Ðèñ. 70

Ð å ø å í è å
Ïîñëå îòäåëåíèÿ îò ñàìîëåòà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà 

ðàâíà v0. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì òîëü-
êî îäíîé ñèëû — ñèëû òÿæåñòè mg,

�
 êîòîðàÿ ñîîáùàåò 

òåëó ïîëíîå óñêîðåíèå g.
�

 Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òåëà — 
ïàðàáîëà. Ïðîåêöèè ïîëíîãî óñêîðåíèÿ g

�
 íà ãîðèçîí-

òàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñè X è Y: ax = 0 è ay = –g, ïî-
ýòîìó ñêîðîñòü ïî îñè X vx (t) = v0, à ñêîðîñòü ïî îñè Y 
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vy (t) = v0y + ayt = –gt. ×åðåç t = 5 ñ ïîëíàÿ ñêîðîñòü òåëà 

( )x yv v v v gt
22 2 2

0 .= + = +  Ðàçëîæèì âåêòîð ïîëíîãî óñêî-
ðåíèÿ òåëà g

�
 íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñêî-

ðîñòè v,
�  è íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì 

ñêîðîñòè. Ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî öåíòðîñòðåìèòåëüíîå 

na
�

 è òàíãåíöèàëüíîå aτ
�

 óñêîðåíèÿ, ïðè÷åì na a gτ+ =
�� �

 è 

na a .τ⊥� �
 Òîãäà an = g sin α, ãäå sin α = vx / v. Èòàê,

( ) ( )( )n xa g v v g v v gt
22 2

0 0 9,5 м/c .= = + =

Òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå na g a2 2 22,4 м/c .τ = − =
Òàê êàê öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå an = v2 / R, òî

( )
( )( )

( )( )3 222222 00

22 0
0 0

4455 м.
n

v gtv gtv
R

a gvg v v gt

++
= = = =

+

3. Íàéòè âûñîòó îðáèòû ñïóòíèêà, âèñÿùåãî íàä îäíîé 
òî÷êîé ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê 
íà ïëàíåòå T, åå ìàññà M, à ðàäèóñ R.

Ðèñ. 71

Ð å ø å í è å
Ðàäèóñ îðáèòû ñïóòíèêà R0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñïóòíèê 

âñå âðåìÿ íàõîäèëñÿ íàä îäíîé òî÷êîé ýêâàòîðà, åãî ïå-
ðèîä îáðàùåíèÿ ïî îðáèòå âîêðóã ïëàíåòû äîëæåí ðàâ-
íÿòüñÿ âðåìåíè îáîðîòà ïëàíåòû âîêðóã ñâîåé îñè, ò. å. 
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T. Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå an ñïóòíèêó íà îð-
áèòå ñîîáùàåò ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà F GmM R2

г 0 ,=  ãäå 
m — ìàññà ñïóòíèêà, R0 — ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïëàíå-
òû O (ñì. ðèñ. 71). Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

( )n

mM
F ma F G m R R GMT

TR

2
2 23

г г 0 02
0

2
4 .

π⎛ ⎞= ⇒ = = ⇒ = π⎜ ⎟⎝ ⎠
Âûñîòà ñïóòíèêà íàä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû

( )h R R GMT R2 23
0 4 .= − = π −

4. Íà ýêâàòîðå íåêîòîðîé ïëàíåòû òåëà âåñÿò âäâîå 
ìåíüøå, ÷åì íà ïîëþñå. Ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïëàíåòû 
ðàâíà ρ. Îïðåäåëèòü, êàêîâ ïåðèîä îáðàùåíèÿ ýòîé 
ïëàíåòû âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè (ñì. ðèñ. 72).

Ðèñ. 72

Ð å ø å í è å
Íà ïîëþñå íà òåëî ìàññîé m äåéñòâóþò ñèëû: ãðàâè-

òàöèîííàÿ ñèëà Fã = GMm/R2 (M — ìàññà ïëàíåòû, R — 
åå ðàäèóñ), N1

�
 — ñèëà ðåàêöèè, ðàâíàÿ ïî ìîäóëþ âåñó 

íà ïîëþñå. Òàê êàê òåëî ïîêîèòñÿ òî F N N Fг 1 1 г0 .− = ⇒ =  
Íà ýêâàòîðå ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà è ñèëà ðåàêöèè îïî-
ðû N2 ñîîáùàþò òåëó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå 
an = ω2R = (2π / T)2R, ãäå T — ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê íà 
ïëàíåòå. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

 n nF N ma N F maг 2 2 г .− = ⇒ = −
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Ìîäóëü N2 ðàâåí âåñó íà ýêâàòîðå. Ïî óñëîâèþ

( )1 2 г г г

2 2

2 3 2

2 2 2

2 8
2 .

п пN N F F ma F ma

Mm M
G m R G

TR R T

= ⇒ = − ⇒ = ⇒

π π⎛ ⎞⇒ = ⇒ =⎜ ⎟⎝ ⎠

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M = ρV, ãäå V = (4 / 3)πR3 — îáúåì ïëà-
íåòû, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì ( )T G6 .= π ρ

5. Äâå çâåçäû äâèæóòñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ ñ ïî-
ñòîÿííûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè v1 è v2 è ïåðèîäîì 
T. Íàéòè ìàññó çâåçä è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè (ñì. 
ðèñ. 73).

Ðèñ. 73

Ð å ø å í è å
Ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ äâóõ òåë ìàññîé m1 è m2, ðàñ-

ïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè L, ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëü-

çóÿ ôîðìóëó (3.3). Òîãäà 
m L

l
m m

2
1

1 2

,=
+

 à 
m L

l
m m

1
2

1 2

.=
+

 Êîãäà 

ðå÷ü èäåò î âðàùåíèè ïëàíåòû âîêðóã çâåçäû, òî ìàññà 

çâåçäû ìíîãî áîëüøå ìàññû ïëàíåòû, 
m

m m
m

2
1 2

1

0.>> ⇔ →  

Ïîýòîìó 
( )

( )
m m L

l
m m

2 1
1

2 1

0,
1

= →
+

 ò. å. öåíòð ìàññ òàêîé ñèñ-

òåìû ñîâïàäàåò ñî çâåçäîé, è âðàùåíèå ïëàíåòû ïðîèñ-
õîäèò âîêðóã çâåçäû. Â íàøåé çàäà÷å ìàññû çâåçä ñðàâ-
íèìû, ïîýòîìó âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã òî÷êè C, 
óäàëåííîé îò çâåçä íà ðàññòîÿíèÿ l1 è l2. Èòàê, çâåçäà 
ìàññîé m1 äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì l1 ñ öåí-
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òðîì â òî÷êå C. Çà ïåðèîä T çâåçäà ñîâåðøàåò ïîëíûé 
îáîðîò, ïðîõîäÿ ïóòü, ðàâíûé äëèíå îêðóæíîñòè 2πl1. 
Ìîäóëü åå ñêîðîñòè ( )v l T l v T1 1 1 12 2 .= π ⇒ = π  Àíàëîãè÷-
íî íàõîäèì ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ 
çâåçäà ìàññîé m2: l2 = v2T / (2π). Ðàññòîÿíèå ìåæäó çâå-
çäàìè L = l1 + l2 = (T / 2π)(v1 + v2).

Íà çâåçäó ìàññîé m1 äåéñòâóåò ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà 
m m

F G
L
1 2

г 2 ,=  êîòîðàÿ ñîîáùàåò åé öåíòðîñòðåìèòåëüíîå 

óñêîðåíèå na v l2
1 1=  (ñì. ðèñ. 73). Ïî âòîðîìó çàêîíó 

Íüþòîíà

( )n

m m v v TL
F m a G m m v v v

l l G GL

2 2
221 2 1 1

г 1 1 2 1 1 22
1 1

.
2

= ⇒ = ⇒ = = +
π

Íà çâåçäó ìàññîé m2 äåéñòâóåò òàêàÿ æå ïî ìîäóëþ 

ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà 
m m

G
L
1 2

2 ,  êîòîðàÿ ñîîáùàåò åé öåíò-

ðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå 
v

l

2
2

2

.  Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

( )m m v v TL
G m m v v v

l l G GL

2 2
221 2 2 2

2 1 1 1 22
2 2

.
2

= ⇒ = = +
π

6. Ãðóç ìàññîé m, ïðèâÿçàííûé ê íåðàñòÿæèìîé íèòè, 
âðàùàåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéòè ðàçíîñòü 
ñèë íàòÿæåíèÿ íèòè â íèæíåé è âåðõíåé òî÷êàõ òðà-
åêòîðèè (ñì. ðèñ. 74).

Ð å ø å í è å
Â íèæíåé òî÷êå îêðóæíîñòè (òî÷êà A) ê ãðóçó ïðè-

ëîæåíû ñèëà òÿæåñòè mg
�

 è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè АT ,
�

 
êîòîðûå ñîîáùàþò åìó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå 

n Aa v R2 ,=  ãäå vA — ñêîðîñòü ãðóçà â òî÷êå A; R — äëè-
íà íèòè. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

( ) ( )A A A AT mg m v R T mg m v R2 2 .− = ⇒ = +
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Ðèñ. 74

Â òî÷êå B ê ãðóçó ïðèëîæåíû ñèëû: ñèëà íàòÿæåíèÿ 
íèòè BT

�
 è ñèëà òÿæåñòè mg,

�
 ñîîáùàþùèå ãðóçó öåíòðî-

ñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå n Ba v R2 .=  Ïî âòîðîìó çàêîíó 
Íüþòîíà

( ) ( )B B B BT mg m v R T m v R mg2 2 .+ = ⇒ = −

Ïîýòîìó

 
( )A B

A B A B

v v m
T T mg m m mg v v

R R R

2 2
2 22 2 .− = + − = + −  (1)

Â òî÷êå A ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãðóçà ðàâíà åãî êè-

íåòè÷åñêîé ýíåðãèè: ( )A AW m v2 2 .=  Â òî÷êå B ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ åñòü ñóììà ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé 

ýíåðãèé: ( )B BW mg R m v22 2 .= ⋅ +  Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ íà 
ãðóç äåéñòâóþò êîíñåðâàòèâíàÿ ñèëà mg

�
 è ñèëà íàòÿæå-

íèÿ íèòè T.
�

 Åå ìîäóëü èçìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, íî 
íà ëþáîì áåñêîíå÷íî ìàëîì ïåðåìåùåíèè âåêòîð ñèëû 
íàòÿæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ. Ðà-
áîòà ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè ïðè ïåðåìåùåíèè ïî ëþáîé 
äóãå îêðóæíîñòè ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ ãðóçà ñîõðàíÿåòñÿ:

2 2

2 2
2 2

2

2 4 .

A B
A B

A B
A B

v v
W W m mgR m

R R
v v

m m mgR v v gR
R R

= ⇒ = + ⇒

⇒ − = ⇔ − =
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Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (1), íàéäåì

( ) ( )A B A B

m m
T T mg v v mg gR mg

R R
2 22 2 4 6 .− = + − = + =

7. Êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ äîëæåí îáëàäàòü 
â íèæíåé òî÷êå øàðèê, ïîäâåøåííûé íà íåâåñîìîé 
íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíîé l, ÷òîáû îí ìîã ñîâåð-
øèòü ïîëíûé îáîðîò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè?

Ðèñ. 75

Ð å ø å í è å
Øàðèê äîëæåí äîñòèãíóòü òî÷êè B, èìåÿ ïðè ýòîì 

ñêîðîñòü v, äîñòàòî÷íóþ äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè 
ðàäèóñà l (ñì. ðèñ. 75). Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðèêà 
â òî÷êå A AW mv2

min 2,=  â òî÷êå B WB = mv2 / 2 + mg  ⋅  2l. 
Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

 A BW W mv mv mg l2 2
min 2 2 2 .= ⇒ = + ⋅  (1)

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå â òî÷êå B íà øàðèê äåéñòâóþò 
ñèëà òÿæåñòè è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè T. Ïî âòîðîìó çà-
êîíó Íüþòîíà äëÿ ïðîåêöèè íà îñü X íàõîäèì, ÷òî

 T + mg = man = m(v2 / l). (2)

Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì ñêîðîñòè 
â òî÷êå A ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ñêîðîñòè v â òî÷êå 
B. Èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì v ñîîòâåòñò-
âóåò ìèíèìóìó ìîäóëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ, êîòîðûé ðà-



ÅÃÝ. ÔÈÇÈÊÀ. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×. ÑÄÀÅÌ ÁÅÇ ÏÐÎÁËÅÌ

102

âåí íóëþ. Óðàâíåíèå (2) ïðè ýòîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 
mg mv l mv mgl2 2 .= ⇒ =  Ïîäñòàíîâêà â (1) äàåò

mv mgl mg l v gl2
min min2 2 2 5 .= + ⋅ ⇒ =

8. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ãëàäêàÿ 
ïîëóñôåðà ðàäèóñîì R. Ñ âåðõíåé åå òî÷êè áåç íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòè ñîñêàëüçûâàåò òåëî. Îïðåäåëèòü 
âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà ïîñëå îòðûâà îò ïîëóñôåðû (ñì. 
ðèñ. 76).

Ðèñ. 76

Ð å ø å í è å
Âî âðåìÿ ñêîëüæåíèÿ òåëà ïî ïîëóñôåðå íà íåãî äåé-

ñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg
�

 è ñèëà ðåàêöèè N,
�

 íàïðàâ-
ëåííàÿ âäîëü ïðîäîëæåíèÿ ðàäèóñà. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ 
ýòèõ ñèë ñîîáùàåò òåëó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå 
an = v2 / R, íàïðàâëåííîå ê öåíòðó ïîëóñôåðû (v — ñêî-
ðîñòü â êàêîé-ëèáî òî÷êå ïîëóñôåðû). Ñïðîåöèðîâàâ 
ñèëû íà îñü X, ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ïîëó÷àåì

 ( ) ( )mg N m v R N mg m v R2 2cos cos .α − = ⇒ = α −  (1)

Òàê êàê ñêîðîñòü òåëà âîçðàñòàåò, òî â íåêîòîðîé òî÷-
êå A ñèëà N

�
 îáðàòèòñÿ â íóëü, ò. å. òåëî îòîðâåòñÿ îò 

ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû.
Ïóñòü âûñîòà, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò îòðûâ, ðàâ-

íà h. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â âåðõíåé òî÷êå äâè-
æåíèÿ W1 = mgR. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â òî÷êå îòðûâà 
W2 = mgh + mv2 / 2. Òàê êàê òðåíèÿ íåò, òî

A
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 ( )W W mgR mgh mv v g R h2 2
1 2 2 2 .= ⇒ = + ⇒ = −  (2)

Â ΔOAB OA = R, à AB = h, ïîýòîìó

 cos α = AB / OA = h / R. (3)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ v2 è cos α èç óðàâíåíèé (2) è (3) 
â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì: 0 = mg(h / R) – m(2g(R – h) / R) (â 
òî÷êå îòðûâà N = 0) ( ) ( )R h h h R2 2/3 .⇒ − = ⇒ =

Â ìîìåíò îòðûâà ñêîðîñòü òåëà 

( )v g R h g R gR
1 2

2 2 .
3 3

= − = =

h

R
22 4 5

cos sin 1 cos 1 .
3 9 3

α = = ⇒ α = − α = − =

Ïîñëå îòðûâà îò ïîëóñôåðû äâèæåíèå ïðîèñõîäèò 
òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ïðè÷åì ñêîðîñòü 
òåëà v v0=� �

 ñíà÷àëà íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó 
(ñì. ðèñ. 77). Çíà÷èò, òåëî äâèæåòñÿ ïî ïàðàáîëå.

Ðèñ. 77

Íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû òåëà x0 = 0, y0 = 0. Íà÷àëüíûå 
ñêîðîñòè v0x = v0 cos α, v0y = v0 sin α. Çàêîí äâèæåíèÿ ïî 
îñè Y y(t) = y0 + v0yt + ayt2 / 2 = v0 sin α  ⋅  t + gt2 / 2.

Â ìîìåíò ïàäåíèÿ ( )y t h v t gt h2
п 0 п пsin 2 ,= ⇒ α⋅ + =  ãäå 

tï — èñêîìîå âðåìÿ. Ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 
gt v t h2

п 0 п2 sin 2 0,+ α⋅ − =  êîðíè êîòîðîãî 

( )t v v gh g
2

п 0 0sin sin 2 .⎛ ⎞= − α ± α +⎝ ⎠  
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Áåðåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

( )

( )

2
0 0

п

0
2

0

sin sin 2

sin 2
1 1 0,7 .

sin

v v gh
t

g

v gh R

g gv

− α + α +
= =

⎛ ⎞α ⎜ ⎟= + − ≈
⎜ ⎟α⎝ ⎠

9. Òåëåæêà ìàññîé m ñîâåðøàåò ìåðòâóþ ïåòëþ, ñêàòû-
âàÿñü ñ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîé äëÿ ýòîãî âûñîòû 
(ñì. ðèñ. 78). Ñ êàêîé ñèëîé òåëåæêà äàâèò íà ðåëüñû 
â òî÷êå A, ðàäèóñ-âåêòîð êîòîðîé ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ 
âåðòèêàëüþ? Òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 78

Ð å ø å í è å
Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ âûñîòà, 

íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ òåëåæêîé ìåðòâîé ïåòëè. 
Äëÿ ýòîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Òåëåæêà äîëæíà îêàçàòüñÿ â òî÷êå B. Ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå äâèæåíèÿ WC = mgH. 
Â òî÷êå B ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ B BW mg R mv22 2.= ⋅ +  
Òàê êàê òðåíèÿ íåò, òî

 WC = WB èëè BmgH mg R mv22 2.= ⋅ +  (1)

2. Â òî÷êå B òåëåæêà äîëæíà îáëàäàòü öåíòðîñòðå-
ìèòåëüíûì óñêîðåíèåì, íåîáõîäèìûì äëÿ äâèæåíèÿ ïî 
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Â òî÷êå B íà òåëåæêó äåéñòâó-
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þò ñèëà òÿæåñòè mg
�

 è ñèëà ðåàêöèè îïîðû N ,′
�

 êîòîðûå 
ñîîáùàþò òåëåæêå öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå an. 
Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

 ( )n Bmg N ma m v R2 .+ = =′  (2)

3. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé (1) è (2), ìèíèìóì âûñîòû 
ñîîòâåòñòâóåò N ′ = 0. Èç óðàâíåíèÿ (2) Bmv mgR2 .=  Ïîñëå 
ïîäñòàíîâêè â (1) ïîëó÷èì 

mgH mgR mgR H R2 2 5 2.= + ⇒ =

Èç ðèñ. 78 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà A íàõîäèòñÿ íà âûñîòå

R + R cos α = R(1 + cos α).

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëåæêè â òî÷êå A: 

( )A AW mgR mv21 cos 2,= + α +  

à â òî÷êå C: WC = mgH = mg(5 / 2)R. Òàê êàê WC = WA, òî

 
( ) ( )

( )

2

2

5 2 1 cos 2

3 2cos .

A

A

mg R mgR mv

v gR

= + α + ⇒

⇒ = − α
 (3)

Â òî÷êå A íà òåëåæêó äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg
�

 
è ñèëà ðåàêöèè îïîðû N,

�
 íàïðàâëåííàÿ ïî ðàäèóñó 

ê öåíòðó. Ýòè ñèëû ñîîáùàþò òåëåæêå öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå óñêîðåíèå an. Ñïðîåöèðîâàâ ñèëû íà îñü, íà-
ïðàâëåííóþ ïî ðàäèóñó ê öåíòðó, ïîëó÷àåì

( )
( ) ( )

A
n A

v
mg N ma m v R N m mg

R
mgR

mg mg mg
R

2
2

2

cos cos

3 2cos
cos 3 1 cos 6 sin .

2

α + = = ⇒ = − α =

− α α= − α = − α =

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ñ òàêîé æå ïî ìîäóëþ 
ñèëîé òåëåæêà äàâèò íà ðåëüñû.

10. Ñïóñê ñ ãîðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó AB îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñîì R = 10 ì ñ ïëàâíûì âûåçäîì íà ãîðèçîí-
òàëüíóþ ïîâåðõíîñòü BC. Ïîâåðõíîñòü ãîðû ãëàäêàÿ, 
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à ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü øåðîõîâàòàÿ ñ êîýôôè-
öèåíòîì òðåíèÿ μ = 0,15. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò êîí-
öà ãîðû îñòàíîâÿòñÿ ñàíêè, åñëè â òî÷êå A èõ ïîëíîå 
óñêîðåíèå ðàâíî ïî ìîäóëþ g? Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé 
â òî÷êó A, îáðàçóåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë α = 60° (ñì. 
ðèñ. 79).

Ðèñ. 79

Ð å ø å í è å
Â òî÷êå A íà ñàíêè äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�
 

è ñèëà ðåàêöèè N.
�

 Â íàïðàâëåíèè X (ïî ðàäèóñó ê öåí-
òðó) ýòè ñèëû ñîîáùàþò ñàíêàì öåíòðîñòðåìèòåëüíîå 

óñêîðåíèå ( )n n Aa a v R2 .=�
 Â íàïðàâëåíèè Y (ïî êàñàòåëü-

íîé ê îêðóæíîñòè) ýòè ñèëû ñîîáùàþò ñàíêàì òàíãåíöè-
àëüíîå óñêîðåíèå a ,τ

�
 ïðè÷åì mg ma a gsin sin .τ τα = ⇒ = α

Òàê êàê ìîäóëü ïîëíîãî óñêîðåíèÿ na a a2 2 2,τ= +  òî

na a a g g g g2 2 2 2 2 2sin 1 sin cos .τ= − = − α = − α = α

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, n A Aa v R v R g2 2 cos ;= ⇒ = α  íàõîäèì 

êâàäðàò ñêîðîñòè â òî÷êå A: Av Rg2 cos .= α

Ðèñ. 80
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Â òî÷êå A ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå êè-
íåòè÷åñêîé A AW mv2

к 2=  è ïîòåíöèàëüíîé WpA = mgH 
(ñì. ðèñ. 80). Îïðåäåëÿåì h = A1B = OB – OA1 = R – R cos α =
= R(1 – cos α).

Èòàê, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â òî÷êå A:

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

A AW mv mgR

mgR mgR

mgR mgR

2 2 1 cos

cos 2 1 cos

cos 2 1 cos 1 cos 2 .

= + − α =
= α + − α =

= α + − α = − α

Â ìîìåíò îñòàíîâêè êîíå÷íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
W = 0. Èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ðàáîòå 
ñèëû òðåíèÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå BC: ΔW = Aòð, 
ãäå Aòð = –μmgx (x — ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ñàíêàìè). 
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( )( )
( ) ( )( ) ( )
mgR mgx

x R R

1 cos 2

1 cos 2 3 4 50 м.

− − α = −μ ⇒

⇒ = μ − α = μ =

11. Ðåçèíîâûé æãóò, äëèíà êîòîðîãî l è ìàññà m, èìå-
åò êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k. Êîëüöî, èçãîòîâëåííîå 
èç ýòîãî æãóòà, âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω â 
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð êîëüöà. Îïðåäåëèòü ðàäèóñ 
âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà.

Ðèñ. 81 Ðèñ. 82
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Ð å ø å í è å
Óâåëè÷åíèå äëèíû êîëüöà Δx = 2πR – l, ãäå R — ðàäèóñ 

âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà. Ìîäóëü ñèëû óïðóãîñòè, âîçíè-
êàþùåé â êîëüöå, Fóïð = kΔx = k(2πR – l). Âûáåðåì ýëåìåíò 
êîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàëîìó öåíòðàëüíîìó óãëó 
α è âðàùàþùèéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω (ñì. ðèñ. 81).

Öåíòðàëüíîìó óãëó â 1 ðàäèàí ñîîòâåòñòâóåò ìàñ-
ñà æãóòà, ðàâíàÿ m / (2π), ïîýòîìó ìàññà âûäåëåííîãî 
ýëåìåíòà Δm = mα / (2π). Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðå-
íèå ýòîìó ýëåìåíòó ñîîáùàþò ñèëû óïðóãîñòè, ïðè-
ëîæåííûå ñî ñòîðîíû äðóãèõ ÷àñòåé êîëüöà. Íàõî-
äèì ðàâíîäåéñòâóþùóþ ýòèõ ñèë F,

�
 ïðîâîäÿ âåê-

òîðíîå ñëîæåíèå ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. 
ðèñ. 82). Ïîñòðîåííûé ïàðàëëåëîãðàìì — ðîìá, ïîýòîìó 
( ) ( ) ( )F F F Fупр упр1 2 sin 2 2 sin 2 .= α ⇒ = α

Ïðè ìàëûõ óãëàõ, âûðàæåííûõ â ðàäèàíàõ, âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî sin α = α. Ïîýòîìó F = 2Fóïð(α / 2) = Fóïðα. Ïî 
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà F = Δman, ãäå öåíòðîñòðåìèòåëü-
íîå óñêîðåíèå an = ω2R. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èìååì

( )2 2
упр

2 2

2
2

2
.

4

m
F m R k R l R

kl
R

k m

α = Δ ⋅ω ⇒ π − α = αω ⇒
π

π⇒ =
π − ω
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ÐÀÇÄÅË 5

ÑÒÀÒÈÊÀ. ÃÈÄÐÎÑÒÀÒÈÊÀ

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñòàòèêè

Ñòàòèêà — ýòî ðàçäåë ìåõàíèêè, â êîòîðîì èçó÷àþò-
ñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåë. Â ñòàòèêå, èçó÷àåìîé â øêî-
ëå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïëîñêèõ ñèë, ò. å. òàêèõ 
ñèë, âåêòîðû êîòîðûõ ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà ìîãóò áûòü ïåðåìåùåíû â îäíó ïëîñêîñòü. Âî ìíî-
ãèõ çàäà÷àõ ñòàòèêè, â îòëè÷èå îò çàäà÷ äèíàìèêè, âàæ-
íî çíàòü òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë.

Ïëå÷î ñèëû åñòü êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò îñè âðà-
ùåíèÿ (òî÷êè âðàùåíèÿ) äî ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû. ×òî-
áû íàéòè ïëå÷î ñèëû, íàäî èç òî÷êè âðàùåíèÿ îïóñòèòü 
ïåðïåíäèêóëÿð íà ëèíèþ äåéñòâèÿ ñèëû, à çàòåì èçìå-
ðèòü åãî äëèíó (ñì. ðèñ. 83).

Ðèñ. 83

Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè âðàùå-
íèÿ — ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîäóëÿ ñèëû íà åå ïëå÷î h:

 M = ±Fh. (5.1)

Ìîìåíò ñèëû ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ñèëà 
âðàùàåò òåëî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è îòðèöàòåëüíûì, åñëè 
ñèëà âðàùàåò òåëî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìîìåíò íå-
íóëåâîé ñèëû ðàâåí íóëþ, åñëè åå ïëå÷î h = 0. Êàê âèäíî 
èç ðèñ. 83, ýòî áóäåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ, âäîëü 
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êîòîðîé íàïðàâëåí âåêòîð ñèëû F1,
�

 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êó âðàùåíèÿ.

2. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåë

Åñëè òåëî íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî âûïîëíÿåòñÿ 
äâà óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ:

1. Âåêòîðíàÿ ñóììà âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó, 
ðàâíà íóëþ:

 nF F F1 2 ... 0.+ + + =
� � �

 (5.2)

Óñëîâèå (5.2) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñóììà ïðîåêöèé 
âñåõ ñèë íà ëþáîå íàïðàâëåíèå ðàâíà íóëþ. Åñëè âû-
áðàòü ïðîèçâîëüíóþ îñü X, òî ïîëó÷èì

 F1x + F2x + F3x + .... + Fnx = 0, (5.3)

ãäå Fix — ïðîåêöèè ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òåëó, íà ïðîèç-
âîëüíóþ îñü X.

2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ ñèë, ïðèëî-
æåííûõ ê òåëó, îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè ðàâíà íóëþ:

 M1 + M2 + ... + Mn = 0. (5.4)

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñóììà ìîìåíòîâ 
ñèë, âðàùàþùèõ òåëî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ðàâíà ìîäóëþ 
ìîìåíòîâ ñèë, âðàùàþùèõ òåëî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà òåëî íà-
õîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì òðåõ ïîïàðíî íåïà-
ðàëëåëüíûõ ñèë. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðÿìûå, 
âäîëü êîòîðûõ íàïðàâëåíû âåêòîðû ýòèõ ñèë, ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, äâå íåïàðàëëåëüíûå 
ïðÿìûå îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêóòñÿ â êàêîé-ëèáî òî÷êå À. 
Åñëè òðåòüÿ ïðÿìàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó, òî òðå-
òüÿ ñèëà áóäåò èìåòü íåíóëåâîé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî 
òî÷êè À, â òî âðåìÿ êàê ìîìåíòû äâóõ äðóãèõ ñèë ðàâíû 
íóëþ. Çíà÷èò, ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè À áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, òåëî íå 
áóäåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
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âèþ çàäà÷è. Ðàçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæ-
íî ïðîâåñòè è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ê òåëó ïðèëîæåíî áîëåå 
òðåõ ïîïàðíî íåïàðàëëåëüíûõ ñèë.

3. Öåíòð ìàññ. 
Öåíòð òÿæåñòè òåëà

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ñòàòèêè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïî-
ëîæåíèå öåíòðà ìàññ èëè öåíòðà òÿæåñòè òåëà.

Öåíòðîì ìàññ òåëà íàçûâàþò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ, âäîëü êîòîðûõ äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû ñèëû, 
âûçûâàþùèå ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà. (Äðóãîå 
îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññ, ðàâíîñèëüíîå ðàññìîòðåííîìó, 
èçó÷àëîñü â ðàçäåëå 3.)

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè (ïðè óñëîâèè, 
÷òî òåëó íå áûëî ïðåäâàðèòåëüíî ñîîáùåíî âðàùàòåëü-
íîå äâèæåíèå). Òàê êàê ñèëà òÿæåñòè äåéñòâóåò íà âñå 
òî÷êè òåëà, à òåëî ïðè ýòîì äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, òî 
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ýòèõ ñèë 
ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè òåëà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ. 
Öåíòð ìàññ òåëà, êîãäà îíî íàõîäèòñÿ â ïîëå òÿæåñòè, 
íàçûâàþò öåíòðîì òÿæåñòè òåëà.

Öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîãî òåëà ñîâïàäàåò ñ åãî ãåî-
ìåòðè÷åñêèì öåíòðîì, íàïðèìåð öåíòð òÿæåñòè îäíî-
ðîäíîãî ñòåðæíÿ íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå ñòåðæíÿ, öåíòð 
òÿæåñòè îäíîðîäíîãî øàðà — â öåíòðå øàðà, öåíòð 
òÿæåñòè îäíîðîäíîãî ïëîñêîãî ïàðàëëåëîãðàììà (è, â 
÷àñòíîñòè, ïðÿìîóãîëüíèêà) — â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ åãî 
äèàãîíàëåé.

4. Ñâîéñòâà æèäêîñòåé

Â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü ïîéäåò î æèäêîñòÿõ è î òåõ ñïå-
öèôè÷åñêèõ çàêîíàõ, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ æèäêîñòü, 
íàõîäÿùàÿñÿ â ðàâíîâåñèè. Ýòîò ðàçäåë ìåõàíèêè æèä-
êîñòåé íàçûâàþò ãèäðîñòàòèêîé. Æèäêîñòè, â îòëè÷èå 
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îò òâåðäûõ òåë, ëåãêî èçìåíÿþò ñâîþ ôîðìó è ïðèíè-
ìàþò ôîðìó òîãî ñîñóäà, â êîòîðîì îíè íàõîäÿòñÿ. Ýòî 
ñâÿçàíî ñ òåêó÷åñòüþ æèäêîñòåé: ñïîñîáíîñòüþ ñëîåâ 
æèäêîñòåé ïåðåìåùàòüñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà áåç 
êàêîãî-ëèáî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ìåæäó ñëîÿìè æèäêîñòè 
îòñóòñòâóåò òðåíèå (â òîì ÷èñëå è òðåíèå ïîêîÿ). Äðó-
ãèì âàæíûì ñâîéñòâîì æèäêîñòåé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìàëàÿ 
ñæèìàåìîñòü. Ñæàòèþ æèäêîñòåé ïðåïÿòñòâóþò âîçíè-
êàþùèå â íèõ ñèëû óïðóãîñòè. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ 
èç-çà îòñóòñòâèÿ ñèë òðåíèÿ ïîêîÿ ñèëà ðåàêöèè æèä-
êîñòè âñåãäà íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè 
ðàçäåëà.

Âàæíóþ ðîëü â ãèäðîñòàòèêå èãðàåò äàâëåíèå

 p = F / S, (5.5)

ãäå F — ìîäóëü ñèëû, à S — ïëîùàäü, ïåðïåíäèêóëÿðíî 
êîòîðîé ýòà ñèëà äåéñòâóåò.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå çàêîíû, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ 
æèäêîñòü â ðàâíîâåñèè.

Çàêîí Ïàñêàëÿ: æèäêîñòè ïåðåäàþò îêàçûâàåìîå íà 
íèõ äàâëåíèå îäèíàêîâî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Çàêîí 
Ïàñêàëÿ ñïðàâåäëèâ è äëÿ ãàçîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â çà-
ìêíóòûõ ñîñóäàõ.

Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ æèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè. 
Äàâëåíèå ñòîëáèêà æèäêîñòè âûñîòîé h

 p = ρgh. (5.6)

Ýòî äàâëåíèå íàçûâàþò ãèäðîñòàòè÷åñêèì.
Çàêîí ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäîâ: ñâîáîäíûå ïîâåðõíî-

ñòè îäíîðîäíîé ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè â ñîîáùàþùèõ-
ñÿ ñîñóäàõ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû íàõîäÿòñÿ íà îäíîì 
óðîâíå.

Íà ðèñ. 84 èçîáðàæåíû ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû. Ñâî-
áîäíûå ïîâåðõíîñòè — ýòî òå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, 
êîòîðûå êîíòàêòèðóþò ñ àòìîñôåðîé. Åñëè áû ïîâåðõ-
íîñòü æèäêîñòè â îäíîì èç ñîñóäîâ íàõîäèëàñü íà äðó-
ãîì óðîâíå, òî ó îñíîâàíèÿ ýòîãî ñîñóäà ãèäðîñòàòè÷å-
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ñêîå äàâëåíèå îòëè÷àëîñü áû îò äàâëåíèÿ ó îñíîâàíèé 
äðóãèõ ñîñóäîâ. Ïîýòîìó æèäêîñòü íå ñìîãëà áû íàõî-
äèòüñÿ â ðàâíîâåñèè. Â çàêîíå ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäîâ 
èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âíåøíåå äàâëåíèå íà ñâîáîäíûå ïî-
âåðõíîñòè âî âñåõ ñîñóäàõ îäèíàêîâî. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè áóäóò íàõîäèòüñÿ íà ðàçíûõ 
óðîâíÿõ.

Ðèñ. 84

Çàêîí Àðõèìåäà: íà òåëî, ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü, 
äåéñòâóåò âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ âåñó æèäêîñòè 
â îáúåìå, âûòåñíåííîì òåëîì. Íàïðàâëåíà ýòà ñèëà âåð-
òèêàëüíî ââåðõ è ïðèëîæåíà â öåíòðå ìàññ ïîãðóæåí-
íîé ÷àñòè.

Ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ âûòàëêèâàþùåé (àðõèìåäî-
âîé) ñèëû ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü ñèë äàâëåíèé, äåéñòâóþùèõ 
íà íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè. Îáóñëîâëåíà ýòà ðàçíîñòü 
çàâèñèìîñòüþ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ îò ãëóáèíû 
ïîãðóæåíèÿ.

Çàêîí Àðõèìåäà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ 
ïëàâàíèÿ òåë, ñðàâíèâàÿ âûòàëêèâàþùóþ ñèëó Ap,F

�
 

äåéñòâóþùóþ íà ïîãðóæåííîå òåëî, ñ ñèëîé òÿæåñòè 
mg

�
 ýòîãî òåëà. Åñëè FAp < mg, òåëî òîíåò; åñëè FAp = mg, 

òåëî ïëàâàåò âíóòðè æèäêîñòè; åñëè FAp > mg, òåëî 
âñïëûâàåò.

Áîëåå óäîáíûì êðèòåðèåì ïëàâàíèÿ ñïëîøíûõ òåë 
ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå èõ ïëîòíîñòè ρ ñ ïëîòíîñòüþ æèäêî-
ñòè ρæ. Åñëè ρ > ρæ, òåëî òîíåò; åñëè ρ = ρæ, òåëî ïëàâàåò 
âíóòðè æèäêîñòè; åñëè ρ < ρæ, òåëî âñïëûâàåò. Äëÿ òåë, 
èìåþùèõ ïîëîñòè, ìîæíî ââåñòè ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ρñð 
è äàëåå ñðàâíèâàòü åå ñ ïëîòíîñòüþ ρæ.
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ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ãðóç ìàññîé m, ïîäâåøåííûé íà ïðîâîëîêå, îòêëîíÿ-
åòñÿ íà óãîë α îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñèëîé, 
äåéñòâóþùåé â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Îïðå-
äåëèòü ýòó ñèëó è ñèëó íàòÿæåíèÿ ïðîâîëîêè (ñì. 
ðèñ. 85).

Ðèñ. 85

Ð å ø å í è å
Ê ãðóçó ïðèëîæåíû: ñèëà òÿæåñòè mg,

�
 ñèëà íàòÿæå-

íèÿ ïðîâîëîêè T
�

 è ñèëà F.
�

 Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïîä äåé-
ñòâèåì ýòèõ ñèë ãðóç íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ïîýòîìó 
ñóììà ïðîåêöèé ýòèõ ñèë íà ëþáûå íàïðàâëåíèÿ ðàâíà 
íóëþ. Óäîáíî âûáðàòü âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîíòàëüíóþ 
îñè Y è X. Ñïðîåöèðîâàâ ñèëû íà âûáðàííûå îñè, ïîëó-
÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

по оси sin 0,

по оси cos 0,

sin sin
cos cos

tg tg , T cos .

X F T

Y T mg

T F T F
T mg T mg

F mg F mg mg

− α =⎧
⇒⎨ α − =⎩

α =⎧ α⇒ ⇒ = ⇒⎨ α = α⎩

⇒ α = ⇒ = α = α

2. Ðó÷êà ñòîèò âåðòèêàëüíî íà ïðóæèíå â çàêðûòîì ïå-
íàëå. Ïðè ýòîì ðó÷êà äàâèò íà êðûøêó ïåíàëà ñ ñè-
ëîé N1 = 1,96 Í. Êîãäà ïåíàë ïåðåâåðíóëè, ñèëà äàâëå-



ÐÀÇÄÅË 5

115

íèÿ ðó÷êè íà êðûøêó ïåíàëà âîçðîñëà äî N2 = 2,36 Í. 
Êàêîâà ìàññà ðó÷êè? (Ðèñ. 86 è 87.)

Ðèñ. 86 Ðèñ. 87

Ð å ø å í è å
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþ-

òîíà ñèëà äàâëåíèÿ ðó÷êè íà êðûøêó ïåíàëà ðàâíà ïî 
ìîäóëþ ñèëå äàâëåíèÿ êðûøêè íà ðó÷êó.

Íà ðèñ. 86 óêàçàíû ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ðó÷êó 
â ïåðâîì ñëó÷àå. Çäåñü mg

�
 — ñèëà òÿæåñòè, N1

�
 — ñèëà 

äàâëåíèÿ êðûøêè íà ðó÷êó, Fупр

�
 — ñèëà óïðóãîñòè ïðó-

æèíû. Ïðîåöèðóÿ ñèëû íà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå Y, 
ïîëó÷àåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ðó÷êè

 N1 + mg – Fóïð = 0. (1)

Íà ðèñ. 87 ïîêàçàíû ñèëû, îáåñïå÷èâàþùèå ðàâíîâå-
ñèå ðó÷êè âî âòîðîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî äëèíà ïåíàëà 
è ðó÷êè íåèçìåííû, à ïîòîìó íåèçìåííà è äåôîðìàöèÿ 
ïðóæèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü ñèëû óïðóãîñòè âî âòî-
ðîì ñëó÷àå òàêîâ æå, êàê è â ïåðâîì. Óñëîâèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

 mg + Fóïð – N2 = 0. (2)

Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (1) è (2), ïîëó÷àåì

( )mg N N m N N g1 2 2 12 0 2 0,02 кг.+ − = ⇒ = − =

óïð
óïð
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3. Øàð ëåæèò â ùåëè ABC, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ïëî-
ñêèìè ñòåíêàìè, ïðè÷åì ðåáðî ùåëè ãîðèçîíòàëüíî. 
Íàéòè óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, åñëè ñèëà äàâëåíèÿ 
øàðà íà âåðòèêàëüíóþ ñòåíêó BC âäâîå ïðåâûøàåò 
ñèëó òÿæåñòè, äåéñòâóþùóþ íà øàð. Òðåíèåì ïðåíå-
áðå÷ü (ñì. ðèñ. 88).

Ðèñ. 88

Ð å ø å í è å
Â òî÷êå O (öåíòð øàðà) íà øàð äåéñòâóåò ñèëà òÿæå-

ñòè mg,
�

 â òî÷êàõ M è K — ñèëû ðåàêöèè MN
�

 è KN ,
�

 
íàïðàâëåííûå ïî ðàäèóñàì øàðà. Çàïèøåì ïåðâîå óñëî-
âèå ðàâíîâåñèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñè 
X è Y:

M K M K

K K

X N N N N

Y N mg mg N

по оси cos 0, cos ,

по оси sin 0, sin .

− α = = α⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨α − = = α⎩ ⎩

Ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, íàéäåì, ÷òî 
mg / NM = tg α. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è mg / NM = 1 / 2, ïîýòîìó 
tg 1  2 arctg0,5 26,6 .α = ⇒ α = = °

4. Ëåñòíèöà äëèíîé l = 3 ì ñòîèò, óïèðàÿñü âåðõíèì 
êîíöîì â ãëàäêóþ ñòåíó, à íèæíèì — â ïîë. Ëåñò-
íèöà íàêëîíåíà ê ïîëó ïîä óãëîì α = 60°; åå ìàñ-
ñà m = 15 êã. Íà ëåñòíèöå íà ðàññòîÿíèè a = 1 ì îò 
åå âåðõíåãî êîíöà ñòîèò ÷åëîâåê ìàññîé M = 60 êã. 
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Îïðåäåëèòü ñèëû ðåàêöèè ñòåí è ïîëà, äåéñòâóþ-
ùèå íà ëåñòíèöó. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöè-
åíòà òðåíèÿ ëåñòíèöû î ïîë ëåñòíèöà íå ïàäàåò (ñì. 
ðèñ. 89)?

Ðèñ. 89

Ð å ø å í è å
Ê ëåñòíèöå ïðèëîæåíû ñèëû: â ñåðåäèíå (òî÷êà Ñ) — 

ñèëà òÿæåñòè ëåñòíèöû mg;
�

 â òî÷êå D ïðèëîæåí âåñ ÷å-
ëîâåêà, ðàâíûé åãî ñèëå òÿæåñòè Mg;

�
 â òî÷êå B — ñèëà 

ðåàêöèè ñòåíêè ;BN
�

 òî÷êå A — ñèëà ðåàêöèè ïîëà AN
�

 
è ñèëà òðåíèÿ Fтр.

�
 Ïîêà ëåñòíèöà íå ïàäàåò, Fтр −

�
 ñèëà 

òðåíèÿ ïîêîÿ. Çàïèøåì ïåðâîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íà 
îñÿì:

тр 0,по оси 

по оси 0.
B

A

N FX

Y N mg Mg

− =⎧
⎨ − − =⎩

Âòîðîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ, çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî 
òî÷êè A,

NBl sin α – Mg(l – a) cos α – mg(l / 2) cos α = 0.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )
( )( )

B

A

B

N F

N M m g

N gl M a l m

тр,

,

sin cos 1 2 .

⎧ =⎪⎪ = +⎨
⎪

α = α − +⎪⎩
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Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

( )( )
B

M a l m g
N

a m
M g F

l тр

1 2 cos

sin

1 ctg 275 H.
2

− + α
= =

α
⎛ ⎞⎛ ⎞= − + α = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

NA = (m + M)g = 750 Í.

Ïîë äåéñòâóåò íà ëåñòíèöó ñ ñèëîé AQ N Fтр.= +
� � �

 Ïî 

òåîðåìå Ïèôàãîðà ( ) ( )AQ N F
2 22 2

тр 275 750 800 H.= + = + ≈  

Ñèëà Q
�

 îáðàçóåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë β, ïðè÷åì 

AF Nтрtg 0,37 20 .β = ≈ ⇒ β ≈ °  Ëåñòíèöà íå ïàäàåò, åñëè 
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íå äîñòèãëà ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî 
çíà÷åíèÿ Fòð.ñê = μNA = μ(m + M)g, ãäå μ — êîýôôèöèåíò 
òðåíèÿ, ò. å. Fòð < μ(m + M)g. Ïîäñòàâèâ Fòð, ïîëó÷èì

( )

( )( )

a m
M g m M g

l

M a l m

m M

1 ctg
2

1 2 ctg
.

⎛ ⎞⎛ ⎞− + α < μ + ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

− + α
⇒ μ >

+

Â äàííîì ñëó÷àå 
a

l

1
,

3
=  ïîýòîìó 

( )M m

m M

2 3 2 ctg
0,22.

+ α
μ > =

+
Ëåñòíèöà íå áóäåò ïàäàòü ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè ÷å-

ëîâåêà íà íåé (ïðåäåëüíûé ñëó÷àé a = 0), 

( )M m

m M

2 ctg
0,54.

+ α
μ > =

+

5. Êîíòåéíåð â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà 
âûñîòîé h è äëèíîé l ñòîèò íà îïîðàõ ìàëûõ ðàçìå-
ðîâ. Ëåâàÿ îïîðà, â îòëè÷èå îò ïðàâîé, ñäåëàíà íà 
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ðîëèêàõ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðåíåáðåæèìî ìàëîå 
òðåíèå. ×òîáû ñäâèíóòü êîíòåéíåð âïðàâî, íóæíî 
òîëêàòü åãî ñ ñèëîé F1,

�
 ïðèëîæåííîé ê ñåðåäèíå ëå-

âîé ñòîðîíû, à ÷òîáû ñäâèíóòü âëåâî, íóæíî òîëêàòü 
ñ ñèëîé F2,

�
 ïðèëîæåííîé ê öåíòðó ïðàâîé ñòîðîíû. 

Íàéòè ìàññó êîíòåéíåðà.

Ð å ø å í è å
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà 

êîíòåéíåð, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 90. Çäåñü N2

�
 è N1

�
 — 

ñèëû ðåàêöèè îïîðû, F1тр

�
 — ñèëà òðåíèÿ. Çàïèøåì óñ-

ëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî 
òî÷êè A:
 F1h / 2 + mgl / 2 – N1l = 0. (1)

Ðèñ. 90

Ñïðîåöèðîâàâ ñèëû íà ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå, 
ïîëó÷àåì 1 1тр 1 1тр0 .F F F F− = ⇒ =  Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêîëüæå-
íèå íà÷àëîñü,

F N F N N F1тр 1 1тр 1 1 1тр= μ ⇒ = μ ⇒ = μ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (1), ïîëó-
÷èì
 F1h / 2 + mgl / 2 – F1l / μ = 0. (2)

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé (ñì. ðèñ. 91). Çäåñü N1′
�

 è 
N2′
�

 — ñèëû ðåàêöèè îïîðû, F2тр

�
 — ñèëà òðåíèÿ. Óñëî-

âèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷êè À çàïèøåòñÿ â âèäå: 
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mgl F h N l2 12 2 0.− − =′  Òàê êàê F F N2 2тр 1,= = μ ′  òî ïîñëå 
ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì óðàâíåíèå

 mgl / 2 – F2h / 2 – F2l / μ = 0. (3)

Ðèñ. 91

Óðàâíåíèÿ (2) è (3) îáðàçóþò ñèñòåìó:

( )

1 1

2 2

1 2 2 1 2

1 1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1 2

2 2 0,

2 2 0

2 2 0,

2 2 0

2
2 .

2 2 2

Fh mgl F l

mgl F h F l

F F h Fmgl F F l

Fmgl F F h F F l

F F hh l l
F F Fmg Fmg m

gl F F

+ − μ =⎧
⇒⎨ − − μ =⎩

+ − μ =⎧
⇒ ⇒⎨ − − μ =⎩

⇒ = − ⇒ =
−

6. Â îäíîðîäíîì äèñêå ðàäèóñîì R ïðîäåëàíû äâà îòâåð-
ñòèÿ ðàäèóñàìè R / 2 è R / 4, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 92. 
Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè äèñêà.

Ðèñ. 92
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Ð å ø å í è å
Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî öåíòð òÿæå-

ñòè ðàñïîëîæåí íà îñè ñèììåòðèè äèñêà ëåâåå òî÷êè 
O. Åñëè áû îòâåðñòèé íå áûëî, òî öåíòð òÿæåñòè äèñêà 
ðàñïîëàãàëñÿ áû â òî÷êå O. Äèñê ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñî-
ñòîÿùèì èç òðåõ ÷àñòåé: èç äèñêà ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 
ðàäèóñîì R / 2, äèñêà ðàäèóñîì R / 4 ñ öåíòðîì â òî÷êå 
O2 è îñòàâøåéñÿ ÷àñòè, öåíòð òÿæåñòè êîòîðîé îòñòîèò 
îò òî÷êè Î íà ðàññòîÿíèè x.

Ìàññà ïåðâîãî äèñêà 
R R

m V S h h h
2 2

1 1 1 ,
2 4

⎛ ⎞= ρ = ρ = ρπ = ρπ⎜ ⎟⎝ ⎠
ãäå ρ — ïëîòíîñòü äèñêà, h — åãî òîëùèíà. Ìîìåíò, ñîç-
äàâàåìûé ïåðâûì äèñêîì îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, 

R R R R
M m g hg hg

2 3

1 1 .
2 4 2 8

π= = ρ = ρπ

Ìàññà âòîðîãî äèñêà 
R R

m V S h h h
2 2

2 2 2 .
4 16

⎛ ⎞= ρ = ρ = ρπ = ρπ⎜ ⎟⎝ ⎠  

Åãî ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î 

R R R R
M m g hg hg

2 3

2 2 .
2 16 2 32

π= − = −ρ = −ρπ

Ìàññà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè 

R R R
m V R gh gh

2 2 2
2

3 3

11
,

4 16 16

⎛ ⎞
= ρ = ρ π − π − π = ρπ⎜ ⎟⎝ ⎠

à ìîìåíò ýòîé ÷àñòè 
R

M m gx ghx
2

3 3

11
.

16
= − = −ρπ

Ïðè ðàâíîâåñèè M1 + M2 + M3 = 0,

R R R
gh gh ghx

R
R R x x

3 3 211
0

8 32 16
3

4 22 .
22

ρπ −ρπ −ρπ = ⇒

⇒ − = ⇒ =
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7. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä íàëèòû ðàâíûå ìàññû ðòó-
òè è âîäû. Îáùàÿ âûñîòà äâóõ ñëîåâ æèäêîñòè 
H = 29,2 ñì. Îïðåäåëèòü äàâëåíèå æèäêîñòåé íà äíî 
ñîñóäà. Ïëîòíîñòü ðòóòè ρ1 = 13,6  ⋅  103 êã/ì3, ïëîò-
íîñòü âîäû ρ2 = 103 êã/ì3 (ñì. ðèñ. 93).

Ðèñ. 93

Ð å ø å í è å
Ïóñòü h1 — âûñîòà ñòîëáà ðòóòè, à h2 — âûñîòà ñòîë-

áà âîäû. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è h1 + h2 = H.
Ìàññà ðòóòè â öèëèíäðå

m1 = ρ1V1 = ρ1Sh1,

ãäå S — ïëîùàäü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà. Ìàññà âîäû 
m2 = ρ2Sh2. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è m m Sh Sh1 2 1 1 2 2.= ⇒ ρ = ρ

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )
( )

h hh h H

h h h H

H HH
h h

2 1 2 11 2

1 1 2 2 1 1 2

2 1
1 2

1 2 1 2 1 2

,,

, 1 ,

; .
1

⎧ = ρ ρ+ =⎧ ⎪⇔ ⇒⎨ ⎨ρ = ρ + ρ ρ⎩ ⎪⎩

ρ ρ⇒ = = =
+ ρ ρ ρ + ρ ρ + ρ

Äàâëåíèå ðòóòè 2 1
1 1 1

1 2

;
1

H g
p gh

ρ ρ= ρ =
+ ρ ρ

 

äàâëåíèå âîäû 2 1
2 2 2

1 2

;
1

H g
p gh

ρ ρ= ρ =
+ ρ ρ  

äàâëåíèå æèäêîñòåé íà äíî ñîñóäà

p = p1 + p2 = 2Hρ2ρ1g / (ρ1 + ρ2) = 5,3  ⋅  103 Ïà.
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8. Ðòóòü íàõîäèòñÿ â U-îáðàçíîé òðóáêå, ïëîùàäü ñå÷å-
íèÿ ëåâîãî êîëåíà êîòîðîé â òðè ðàçà ìåíüøå, ÷åì 
ïðàâîãî. Óðîâåíü ðòóòè â óçêîì êîëåíå ðàñïîëîæåí 
íà ðàññòîÿíèè l = 30 ñì îò âåðõíåãî êîíöà òðóáêè 
(ñì. ðèñ. 94). Íà ñêîëüêî ïîäíèìåòñÿ óðîâåíü ðòóòè 
â ïðàâîì êîëåíå, åñëè ëåâîå êîëåíî äîâåðõó çàïîë-
íèòü âîäîé?

Ðèñ. 94

Ð å ø å í è å
Ïîñëå äîëèâàíèÿ âîäû óðîâåíü ðòóòè â ëåâîì êîëåíå 

îïóñòèòñÿ íà h1; íàä ãðàíèöåé ðàçäåëà «ðòóòü — âîäà» 
(AC) áóäåò íàõîäèòüñÿ ñòîëáèê âîäû âûñîòîé l + h1. Â òî 
æå âðåìÿ óðîâåíü ðòóòè â ïðàâîì êîëåíå ïîäíèìåòñÿ íà 
h2. Íà ëþáîì óðîâíå äàâëåíèÿ äîëæíû áûòü îäèíàêîâû, 
è â ÷àñòíîñòè íà óðîâíå ACB.

Â ëåâîì êîëåíå äàâëåíèå íà ýòîì óðîâíå p1 = ρâg(l + 
+ h1), ãäå ρâ = 103 êã/ì3, à â ïðàâîì — p2 = ρðg(h2 + h1), 
ãäå ρð = 13,6  ⋅  103 êã/ì3 — ïëîòíîñòü ðòóòè. Òîãäà 

( ) ( )1 2 в 1 р 2 1 .p p g l h g h h= ⇒ ρ + = ρ +
Ïîñêîëüêó æèäêîñòè íåñæèìàåìû, òî óìåíüøåíèå 

îáúåìà ðòóòè â ëåâîì êîëåíå ðàâíî åãî óâåëè÷åíèþ 
â ïðàâîì, ò. å. S1h1 = S2h2.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( ) ( )

( )( )

g l h g h h

S h S h

l
h

S S

в 1 р 2 1

1 1 2 2

в
2

р р в 2 1

,

,

0,06 см.
1 1

⎧ρ + = ρ +⎪ ⇒⎨ =⎪⎩
ρ⇒ = =

ρ + ρ ρ −
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9. Â âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîì ñîñóäå ñ ñå÷åíèÿìè 
2S è S íàõîäÿòñÿ äâà íåâåñîìûõ ïîðøíÿ. Ïîðøíè 
ñî åäèíåíû òîíêîé ïðîâîëîêîé äëèíîé h. Íàéòè ñè-
ëó íàòÿæåíèÿ ïðîâîëîêè, åñëè ïðîñòðàíñòâî ìåæäó 
ïîðøíÿìè çàïîëíåíî âîäîé. Òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü. 
Êîíöû ñîñóäà îòêðûòû â àòìîñôåðó. Ïëîòíîñòü âîäû 
ðàâíà ρ (ñì. ðèñ. 95).

Ðèñ. 95

Ð å ø å í è å
Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïîðøíè, ïðåäñòàâëåíû íà 

ðèñ. 96.

Ðèñ. 96

Íà âåðõíèé ïîðøåíü äåéñòâóþò: ñèëà íàòÿæåíèÿ 
ïðîâîëîêè T, ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ p0  ⋅  2S = 2p0S, 
è ñèëà äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû âîäû 2pS, ãäå p — äàâëåíèå 
âîäû ïîä âåðõíèì ïîðøíåì. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîãî 
ïîðøíÿ
 2pS – 2p0S – T = 0. (1)

Äàâëåíèå âîäû íàä íèæíèì ïîðøíåì îòëè÷àåòñÿ îò 
äàâëåíèÿ âîäû ïîä âåðõíèì ïîðøíåì íà âåëè÷èíó ρgh. 
Ïîýòîìó ñèëà äàâëåíèÿ âîäû íà íèæíèé ïîðøåíü ðàâíà 
(p + ρgh)S. Êðîìå òîãî, íà ýòîò ïîðøåíü äåéñòâóåò ñèëà 
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àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ p0S è ñèëà íàòÿæåíèÿ ïðîâîëîêè 
T. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ

 T + p0S – (p + ρgh)S = 0. (2)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (1) è (2) â âèäå ñèñòåìû

pS p S T pS p S T

pS ghS p S T pS ghS p S T
0 0

0 0

2 2 , 2 2 ,

, 2 2 2 2 .

= + = +⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨+ ρ = + + ρ = +⎩ ⎩

Ïîñëå âû÷èòàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäèì T = 2ρghS.

10. Îäíîðîäíîå òåëî ïëàâàåò â êåðîñèíå òàê, ÷òî îáúåì 
ïîãðóæåííîé ÷àñòè ñîñòàâëÿåò 0,92 âñåãî îáúåìà òåëà. 
Îïðåäåëèòü îáúåì ïîãðóæåííîé ÷àñòè ïðè ïëàâàíèè 
òåëà â âîäå. Ïëîòíîñòü êåðîñèíà ρê = 0,8  ⋅  103 êã/ì3, 
ïëîòíîñòü âîäû ρâ = 103 êã/ì3 (ñì. ðèñ. 97).

Ðèñ. 97

Ð å ø å í è å
Íà òåëî, ïëàâàþùåå â êåðîñèíå, äåéñòâóþò: ñèëà òÿ-

æåñòè mg
�

 è âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà Ap.F
�

 Òàê êàê òåëî 
ïëàâàåò, òî mg = FAp.

Ïóñòü V — îáúåì âñåãî òåëà. Âûðàçèì âûòàëêèâàþ-
ùóþ ñèëó FAp = mêg, ãäå mê — ìàññà êåðîñèíà â îáúåìå 
0,92V. Ïîýòîìó FAp = ρê  ⋅  0,92Vg. Îáîçíà÷èì îáúåì ïî-
ãðóæåííîé ÷àñòè òåëà ïðè ïëàâàíèè â âîäå Vx. Â âîäå 
íà òåëî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�
 è âûòàëêèâàþùàÿ 

ñèëà Ap.F′
�

 Èç óñëîâèÿ ïëàâàíèÿ ïîëó÷àåì Ap,mg F′=  ãäå 

Ap в в .xF m g V g′ = = ρ  Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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к

к в
в

к к

в в

0,92
0,92

0,92
0,92 0,74 .

x
x

x

mg Vg
Vg V g

mg V g

V
V V V

= ρ ⋅⎧
⇒ ρ ⋅ = ρ ⇒⎨ = ρ⎩

ρ ρ⇒ = = =
ρ ρ

11. Âåñ òåëà â âîäå â òðè ðàçà ìåíüøå, ÷åì â âîçäóõå. 
Êàêîâà ïëîòíîñòü òåëà?

Ð å ø å í è å
Âåñ òåëà â âîçäóõå ÷èñëåííî ðàâåí ñèëå òÿæåñòè, äåé-

ñòâóþùåé íà òåëî (âûòàëêèâàþùåé ñèëîé âîçäóõà ìû 
çäåñü ïðåíåáðåãàåì). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåñà â âîäå òåëî, 
ïîäâåøåííîå, íàïðèìåð, íà äèíàìîìåòðå, ïîãðóæàåòñÿ 
â âîäó. Â âîäå íà òåëî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg,

�
 âû-

òàëêèâàþùàÿ ñèëà ApF
�

 è ñèëà óïðóãîñòè (íàòÿæåíèÿ) T
�

 
(ñì. ðèñ. 98).

Ðèñ. 98

Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî çàïèñàòü:

Ap Ap0 .T F mg T mg F+ − = ⇒ = −

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ñ òàêîé æå ñèëîé òåëî 
äåéñòâóåò íà ïîäâåñ (äèíàìîìåòð). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî 
è åñòü âåñ òåëà. Çíà÷èò, âåñ â æèäêîñòè åñòü ðàçíîñòü 
ìåæäó ñèëîé òÿæåñòè è âûòàëêèâàþùåé ñèëîé.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

 mg = 3(mg – FAp). (1)

Ap
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Ïóñòü ρx — ïëîòíîñòü òåëà, à V — åãî îáúåì, òîãäà 
m = ρxV. Âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà FAp = mâg = ρâVg, ãäå ρâ — 
ïëîòíîñòü âîäû. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé FAp â (1) 
ïîëó÷àåì

( ) ( )x x x x

x

Vg Vg Vgв в

3 3
в в

3 3

3 2 3 2 1,5 10  кг/м .

ρ = ρ −ρ ⇒ ρ = ρ −ρ ⇒

⇒ ρ = ρ ⇒ ρ = ⋅

12. Òîíêàÿ îäíîðîäíàÿ ïàëî÷êà ïëîòíîñòüþ ρ = 0,64  ⋅  103 
êã/ì3 çàêðåïëåíà øàðíèðíî îäíèì êîíöîì è îïóùå-
íà â âîäó. Ïàëî÷êà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, îòêëî-
íèâøèñü íà íåêîòîðûé óãîë îò âåðòèêàëè (ñì. ðèñ. 
99). Êàêàÿ ÷àñòü ïàëî÷êè íàõîäèòñÿ â âîäå?

Ðèñ. 99

Ð å ø å í è å
Â òî÷êå C (ñåðåäèíà ïàëî÷êè) ïðèëîæåíà ñèëà òÿæå-

ñòè mg.
�

 Â òî÷êå B (ñåðåäèíà ïîãðóæåííîé ÷àñòè) ïðè-
ëîæåíà âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà Ap.F

�
 Â òî÷êå O ïðèëîæå-

íà ñèëà N,
�

 äåéñòâóþùàÿ íà ïàëî÷êó ñî ñòîðîíû øàðíè-
ðà. Ïóñòü O — òî÷êà âðàùåíèÿ, òîãäà ñóììà ìîìåíòîâ 
ñèë îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ðàâíà íóëþ. Ìîìåíò ñèëû 

N ðàâåí íóëþ. Ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè mg

l
M mg sin ,

2
= − α  

ãäå l — äëèíà ïàëî÷êè. Ìîìåíò âûòàëêèâàþùåé ñèëû 
MAp = FAp(l – x / 2)sin α, ãäå x — äëèíà ïîãðóæåííîé ÷à-
ñòè. 

Ap
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Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

 Ap sin sin 0.
2 2

x l
F l mg⎛ ⎞− α − α =⎜ ⎟⎝ ⎠

  (1)

Âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà FAp = mâg = ρâVng = ρâSxg, ãäå S — 
ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïàëî÷êè. Ìàññó ïàëî÷êè 
ïðåäñòàâèì â âèäå m = ρSl. Ïîäñòàâèì ýòî â óðàâíåíèå 
(1) è ïîëó÷èì

2

в

2 2

в в

2 2 2 2
в в в

sin sin 0
2 2

0
2 2

2 0 2 0.

x l
Sxg l gS

x l
xl

x xl l x lx l

⎛ ⎞ρ − α −ρ α = ⇒⎜ ⎟⎝ ⎠

⇒ ρ −ρ −ρ = ⇒

⇒ ρ − ρ + ρ = ⇒ − + ρ ρ =

Îòñþäà

( ) ( )x l l l l1,2 в1 1 0,64 1 0,8 ;= ± −ρ ρ = ± = ±  

x1 = 1,8l > l, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è; x2 = 0,2l, 
÷òî è ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì çàäà÷è.

13. Â öèëèíäðè÷åñêîì ñòàêàíå ñ âîäîé ïëàâàåò áðóñîê 
âûñîòîé l è ñå÷åíèåì S. Ïðè ïîìîùè òîíêîé ñïèöû 
áðóñîê ìåäëåííî îïóñêàþò íà äíî ñòàêàíà. Êàêàÿ ðà-
áîòà ïðè ýòîì áûëà ñîâåðøåíà? Ñå÷åíèå ñòàêàíà 5S, 
íà÷àëüíàÿ âûñîòà âîäû â ñòàêàíå l, ïëîòíîñòü áðóñêà 
ρ = 0,5ρ0, ãäå ρ0 — ïëîòíîñòü âîäû.

Ð å ø å í è å
Ïóñòü áðóñîê ïëàâàåò â âîäå (ñì. ðèñ. 100). Âåð-

òèêàëüíî âíèç íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè mg = 
= ρSlg, à âåðòèêàëüíî ââåðõ äåéñòâóåò âûòàëêèâà-
þùàÿ ñèëà FAp = ρ0Slïg, ãäå lï — âûñîòà ïîãðóæåí-
íîé ÷àñòè áðóñêà. Èç óñëîâèÿ ïëàâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 

( )Ap 0 п п 0 0,5 ,mg F S S l l= ⇒ ρ = ρ ⇒ = ρ ρ =lg l g l  ÷òî è îòðàæå-
íî íà ðèñ. 100.
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Ïóñòü íà áðóñîê ïîäåéñòâîâàëè ñèëîé F, íàïðàâëåí-
íîé âíèç. Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû áðóñîê ñìåñòèòñÿ íà 
ðàññòîÿíèå õ îò íóëåâîãî óðîâíÿ (ñì. ðèñ. 101). Ïðè ýòîì 
áðóñîê âûòåñíèë îáúåì âîäû, ðàâíûé Sx. Â ðåçóëüòàòå 
óðîâåíü âîäû â ñòàêàíå ïîâûñèòñÿ íà ó, ïðè÷åì ó íàõî-
äèì èç óðàâíåíèÿ ( )5   4.Sx S S y y x= − ⇒ =  Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñìåùåíèå áðóñêà íà õ ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî äëèíà 
ïîãðóæåííîé ÷àñòè áðóñêà âîçðàñòåò íà y + x = 5x / 4. Äëÿ 
òîãî ÷òîáû âåñü áðóñîê îêàçàëñÿ ïîä âîäîé, íàäî âûïîë-
íèòü óñëîâèå x l x l l5 4 2 2 5 0,4 .= ⇒ = =  Óðîâåíü âîäû 
ïðè ýòîì ïîäíèìåòñÿ íà y = x / 4 = 0,1l, ÷òî è îòîáðàæåíî 
íà ðèñ. 101.

Ðèñ. 100 Ðèñ. 101

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ïîãðóæåíèÿ áðóñêà ê íåìó 
íàäî ïðèëîæèòü ñèëó F, ïðè÷åì ïðè ìåäëåííîì ðàâíî-
ìåðíîì ïîãðóæåíèè ìîäóëü ýòîé ñèëû ðàâåí ðàçíîñòè 
ìåæäó âûòàëêèâàþùåé ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà áðóñîê, 
è ñèëîé åãî òÿæåñòè:

F = FAp – mg = ρ0S(l / 2 + x)g – ρSlg =
= ρ0S(l / 2 + x)g  –  0,5ρ0Slg = ρ0Sxg.

Êàê âèäíî, ýòà ñèëà ëèíåéíî çàâèñèò îò x — ñìå-
ùåíèÿ áðóñêà. Ïðè ïîëíîì ïîãðóæåíèè áðóñêà 
F = F(0,4l) = 0,4ρ0Slg.

Ïîñëå òîãî êàê áðóñîê ïîãðóæåí, äàëüíåéøåå ïîãðó-
æåíèå áðóñêà íà 0,1l íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñèëû F. 
Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû F ïðèâåäåí íà ðèñ. 102.
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Ðèñ. 102

Êàê èçâåñòíî, ðàáîòà ïåðåìåííîé ñèëû ðàâíà ïëîùà-
äè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì 
F(x). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

2
0 0

0,1 0,5
0,4 0,12 .

2

l l
A S S

+= ρ = ρlg l g

14. Ñòàëüíîé êóáèê (ïëîòíîñòü ρ1 = 7,8  ⋅  103 êã/ì3) ïëàâàåò 
â ðòóòè (ïëîòíîñòü ρ2 = 13,6  ⋅  103 êã/ì3). Ïîâåðõ ðòóòè 
íàëèâàåòñÿ âîäà òàê, ÷òî îíà ïîêðûâàåò êóáèê. Êàêî-
âà âûñîòà h ñëîÿ âîäû? Äëèíà ðåáðà êóáèêà a = 10 ñì 
(ñì. ðèñ. 103).

Ðèñ. 103

Ð å ø å í è å
Íà êóáèê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�
 è âûòàëêèâà-

þùàÿ ñèëà Ap.F
�

 Èç óñëîâèÿ ïëàâàíèÿ ïîëó÷àåì mg = FAp, 
ãäå m = ρ1a3, FAp = (mâ + mð)g, ãäå mâ è mð — ñîîòâåòñòâåí-
íî ìàññà âîäû è ðòóòè, ñîäåðæàùàÿñÿ â îáúåìå, âûòåñ-
íåííîì êóáèêîì;

Àð
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mâ = ρâVâ = ρâSh = ρâa2h, mð = ρ2Sh = ρ2a2H, FAp = 
= a2g(ρâh + ρ2H).

Çàìåòèì, ÷òî h + H = a, ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé:

( )

( )
( )

2 3
в 2 1в 2 1

2 1

в 2 1 2 в

, ,

,,

,
4,6 см.

,

h H a h H a

h H ah H a g a g

H a h a
h

h a h a

+ =⎧ + =⎧⎪ ⇒ ⇒⎨ ⎨ρ + ρ = ρρ + ρ = ρ⎪ ⎩⎩

= −⎧ ρ −ρ⎪⇒ ⇒ = ≈⎨ρ + ρ − = ρ ρ −ρ⎪⎩
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ÐÀÇÄÅË 6

ÌÎËÅÊÓËßÐÍÀß ÔÈÇÈÊÀ. ÓÐÀÂÍÅÍÈß 
ÑÎÑÒÎßÍÈß. ÃÀÇÎÂÛÅ ÇÀÊÎÍÛ

1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ 
ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè

Â ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå ðÿä ñâîéñòâ ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèõ òåë è òåïëîâûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â íèõ, 
îáúÿñíÿþòñÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé î ìîëåêóëÿðíîì 
ñòðîåíèè âåùåñòâà.

Â îñíîâå ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè (ÌÊÒ) 
ñòðîåíèÿ âåùåñòâà ëåæàò òðè ãëàâíûõ óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñå òåëà ñîñòîÿò èç îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ìåëü-
÷àéøèõ ÷àñòèö — ìîëåêóë (àòîìîâ). Ìàññû ìîëåêóë 
m0 ≈ 10–26 êã, à èõ ðàçìåðû d ≈ 10–10 ì.

2. Ìîëåêóëû âåùåñòâà íàõîäÿòñÿ â íåïðåðûâíîì 
áåñïîðÿäî÷íîì òåïëîâîì äâèæåíèè. Ïðè ýòîì ìîëåêóëû 
èìåþò ðàçëè÷íûå ïî íàïðàâëåíèþ è ìîäóëþ ñêîðîñòè. 
Íàïðèìåð, ïðè òåìïåðàòóðå t = 0° áîëüøàÿ ÷àñòü ìîëåêóë 
ãàçîâ èìååò ñêîðîñòè v ~ 102 ÷ 103 ì/ñ.

3. Ìîëåêóëû âåùåñòâà âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðó-
ãîì. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìîëåêóëàìè âîçíèêàåò èç-çà 
òîãî, ÷òî â ñîñòàâ ìîëåêóë (àòîìîâ) âõîäÿò îòðèöàòåëü-
íî çàðÿæåííûå ýëåêòðîíû è ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå 
ÿäðà. Íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà 2–3 äèàìåòðîâ ìîëåêóëû 
ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ïðåîáëàäàþò íàä ñèëàìè îòòàëêèâà-
íèÿ. Êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîëåêóëàìè ñòàíîâèòñÿ 
ñðàâíèìûì ñ äèàìåòðîì ìîëåêóëû, ñèëû îòòàëêèâàíèÿ 
íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü íàä ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ. Ïðè 
ýòîì ñèëû îòòàëêèâàíèÿ áûñòðî âîçðàñòàþò ñ óìåíüøå-
íèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè.
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Èç-çà íàëè÷èÿ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóëû îáëàäà-
þò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ Wp.

2. Îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, 
èñïîëüçóåìûå â ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå

Â ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû:

1. Ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà (àòîìíàÿ ìàññà) — ýòî îòíî-
øåíèå ìàññû ìîëåêóëû (àòîìà âåùåñòâà) m0 ê 1 / 12 ìàñ-
ñû àòîìà óãëåðîäà:

 
m

M
m

0

0C

,
12

=  (6.1)

ãäå m0C = 1,995  ⋅  10–26 êã — ìàññà àòîìà óãëåðîäà.
Àòîìíûå ìàññû âû÷èñëåíû è ïðîñòàâëåíû â ïåðèîäè-

÷åñêîé ñèñòåìå Ìåíäåëååâà.
2. Ìîëü âåùåñòâà — ýòî êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, ñîäåð-

æàùåå ñòîëüêî æå ìîëåêóë, ñêîëüêî ñîäåðæèòñÿ àòîìîâ 
â 0,012 êã óãëåðîäà. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 
ìîëè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ìî-
ëåêóë (÷èñëî Àâîãàäðî):

23 1
A 26

0,012 кг
6,02 10  (моль) .

1,995 10  кг
N −

−= = ⋅
⋅

3. Êîëè÷åñòâî âåùåñòâà (÷èñëî ìîëåé) υ ðàâíî îò-
íîøåíèþ ÷èñëà ìîëåêóë N â äàííîì òåëå ê ïîñòîÿííîé 
Àâîãàäðî NA:
 ν = N / NA (6.2)

4. Ìîëÿðíàÿ ìàññà âåùåñòâà — ýòî ìàññà îäíîãî 
ìîëÿ âåùåñòâà. Ìîëÿðíóþ ìàññó âåùåñòâà íàõîäÿò ïî 
ôîðìóëå
 μ = M  ⋅  10–3 êã/ìîëü, (6.3)

ãäå M — ìîëåêóëÿðíàÿ (àòîìíàÿ) ìàññà âåùåñòâà.
Òàê êàê ìîëü ëþáîãî âåùåñòâà ñîäåðæèò ÷èñëî Àâî-

ãàäðî ìîëåêóë NA, à ìàññà îäíîãî ìîëÿ ðàâíà ìîëÿðíîé 
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ìàññå âåùåñòâà μ, òî ìàññó ìîëåêóëû âåùåñòâà m0 ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

 m0 = μ / NA. (6.4)

Êîëè÷åñòâî âåùåñòâà

 ν = N / NA = m / μ, (6.5)

ãäå m — ìàññà âåùåñòâà.

5. Êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë — ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà ìîëå-
êóë N ê îáúåìó V, â êîòîðîì îíè ðàñïðåäåëåíû:

 n = N / V. (6.6)

3. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà 
ñêîðîñòè ìîëåêóë

Â ñèëó áåñïîðÿäî÷íîñòè äâèæåíèÿ ìîëåêóë ñêîðîñòè 
îòäåëüíûõ ìîëåêóë ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ 
v1, v2, ..., vN. Â ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå áîëüøîå çíà÷å-
íèå èìååò ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè ìîëåêóë, 
îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

 ( )Nv v v v N2 2 2 2
1 2 ... ,= + + +  (6.7)

ãäå N — ÷èñëî ìîëåêóë. ×åðòà íàä v2  îçíà÷àåò íå âåê-
òîð, à ñðåäíåå çíà÷åíèå.

Âåëè÷èíó, ðàâíóþ v v2 ,=  íàçûâàþò ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè ìîæíî âûðàçèòü 
êàê

x y zv v v v2 2 2 2= + +

ãäå x y zv v v2 2 2, ,  — ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ïðîåêöèé 
ñêîðîñòåé.

Âñëåäñòâèå áåñïîðÿäî÷íîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë

 x y zv v v v2 2 2 2 3.= = =    (6.8)
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×åðåç ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè âûðàæàåò-
ñÿ ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèå ìîëåêóë

 W m v2к 0 2,=  (6.9)

ãäå m0 — ìàññà ìîëåêóëû.

4. Èäåàëüíûé ãàç. Îñíîâíîå óðàâíåíèå 
ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè

Èäåàëüíûé ãàç — ýòî ãàç, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìî-
ëåêóëàìè êîòîðîãî ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Èäåàëüíûé ãàç 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íàáîð îãðîìíîãî ÷èñëà ìîëåêóë, 
êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ. 
Ðàçìåðû ìîëåêóë èäåàëüíîãî ãàçà ïðåíåáðåæèìî ìàëû 
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè. Ìî-
ëåêóëû èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå ñâîåãî äâèæåíèÿ áëàãîäà-
ðÿ óïðóãèì ñòîëêíîâåíèÿì, ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè îíè 
äâèæóòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ðàâíîìåðíî.

Êðîìå ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ñîáîé, ìîëåêóëû èäåàëü-
íîãî ãàçà óïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ ñî ñòåíêàìè ñîñóäà. Ïî-
ñêîëüêó ÷èñëî óäàðîâ ìîëåêóë î ñòåíêè îãðîìíî, ãàç ñî-
çäàåò íåïðåðûâíîå äàâëåíèå ð íà ñòåíêè ñîñóäà, ïðè÷åì 
ñîîòíîøåíèå
 p nm v20 3=  (6.10)

íàçûâàþò îñíîâíûì óðàâíåíèåì ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷å-
ñêîé òåîðèè.

Ýòî óðàâíåíèå ïîëåçíî çíàòü è â äðóãèõ ôîðìàõ, íà-
ïðèìåð:

N m
m n m

V V0 0 ,= = = ρ

ãäå m — ìàññà ãàçà, à ρ — åãî ïëîòíîñòü;

 
2 3.p v= ρ  (6.11)

Îñíîâíîå óðàâíåíèå ÌÊÒ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
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2
2 0

0

1 1
2 ,

3 3 2

m v
p nm v n

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⋅ ⎜ ⎟⎝ ⎠  

íî 
2

0
к

2

m v
W=  — ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêó-

ëû. Â èòîãå ïîëó÷àåì

 к2 3.p nW=  (6.12)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó êîíöåíòðàöèþ 
n = N / V, íàõîäèì

 к2 3.pV NW=  (6.13)

Ïðè ýòîì â ôîðìóëå (6.13) ïðîèçâåäåíèå NWк  åñòü 
ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ âñåõ ìîëåêóë Wê. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

 pV = 2Wê  / 3. (6.14)

5. Ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà. 
Òåìïåðàòóðà

Òàê êàê ëþáîå ôèçè÷åñêîå òåëî ñîñòîèò èç îãðîìíîãî 
÷èñëà ìîëåêóë, òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî îïèñàòü äâè-
æåíèå êàæäîé ìîëåêóëû. Ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç î÷åíü 
áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö, îïèñûâàþò ìàêðîñêîïè÷åñêèìè 
âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè âñþ ñèñòåìó â öåëîì. 
Äëÿ ãàçîâ ýòî äàâëåíèå p, îáúåì V è òåìïåðàòóðà T — 
ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ.

Òåìïåðàòóðà õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå òåïëîâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ: òàêîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðîì âñå ìàêðîñêîïè-
÷åñêèå ïàðàìåòðû ñêîëü óãîäíî äîëãî îñòàþòñÿ íåèçìåí-
íûìè. Ðàçíîñòü òåìïåðàòóð óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå 
ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà: òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ïåðåõîäèò îò 
òåë ñ áîëüøåé òåìïåðàòóðîé ê òåëàì ñ ìåíüøåé òåìïå-
ðàòóðîé.
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Â ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå è òåðìîäèíàìèêå òåìïåðà-
òóðó, êàê ïðàâèëî, âûðàæàþò ïî øêàëå Êåëüâèíà (àá-
ñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà) ïî ôîðìóëå T = (t° + 273)  Ê, ãäå 
t° — òåìïåðàòóðà, èçìåðÿåìàÿ ïî øêàëå Öåëüñèÿ.

Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòó-
ïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë ïðîïîðöèîíàëüíà àáñî-
ëþòíîé òåìïåðàòóðå:

 
2

к 0 Б2 3 2,W m v k T= =  (6.15)

ãäå kÁ = 1,38  ⋅  10–23 Äæ/Ê — ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.
Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà åñòü ìåðà 

ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ ìîëåêóë.

6. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. 
Çàêîí äàëüòîíà

Ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ p, V, T íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè: îäèí èç íèõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâà äðóãèõ, 
íàïðèìåð p = f(V, T). Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó 
ñîáîé ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè óðàâíåíèå 
ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåòñÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà.

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (6.13) âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîëå-
êóë W k Tк Б3 2.=  Ïîëó÷èì

 pV = NkÁT. (6.16)

Äàííîå óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû 
ñîñòîÿíèÿ p, V, T è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòî-
ÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà, â êîòîðîå âõîäèò ïîëíîå ÷èñëî 
ìîëåêóë N.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.16) íà îáúåì V, íàé-

äåì 
N

p k T
V Б ,=

 

N
n

V
=  — êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë. 
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Ïîýòîìó
 p = nkÁT —  (6.17)

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîå âõîäèò êîíöåíòðàöèÿ 
ìîëåêóë n.

Âûðàçèâ ïîëíîå ÷èñëî ìîëåêóë N èç (6.5) êàê N = νNA 
è ïîäñòàâèâ â (6.16), íàéäåì, ÷òî pV = ν(NAkÁ)T. Ïðîèçâå-
äåíèå

NAkÁ = 6,02  ⋅  1023 (ìîëü)–1  ⋅  1,38  ⋅  10–23 Äæ/Ê = 
= 8,3 Äæ (ìîëü  ⋅  Ê) = R

íàçûâàþò ãàçîâîé ïîñòîÿííîé.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

 pV = νRT — (6.18)

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîå âõîäèò êîëè÷åñòâî âå-
ùåñòâà ν.

Ïîäñòàâèâ â (6.18) ν = m / μ,

 pV = mRT / μ, (6.19)

ãäå m — ìàññà ãàçà, à μ — åãî ìîëÿðíàÿ ìàññà.
Óðàâíåíèå (6.19) — ýòî óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — 

Êëàïåéðîíà äëÿ èäåàëüíûõ ãàçîâ. Îíî íàèáîëåå ÷àñòî 
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ãàçó. 
Â ðÿäå çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñî ñìåñüþ õèìè-
÷åñêè íå ðåàãèðóþùèõ ãàçîâ. Äàâëåíèå, ïðîèçâîäèìîå 
òîëüêî îäíîé ñîñòàâëÿþùåé ñìåñè ãàçîâ, íàçûâàåòñÿ åå 
ïàðöèàëüíûì äàâëåíèåì. Äëÿ ñìåñè ãàçîâ âûïîëíÿåòñÿ 
çàêîí Äàëüòîíà: äàâëåíèå ñìåñè ãàçîâ ðàâíî ñóììå ïàð-
öèàëüíûõ äàâëåíèé ñîñòàâëÿþùèõ ñìåñè. Çàêîí Äàëüòî-
íà îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ðàçìåðàìè ìîëåêóë èäåàëüíî-
ãî ãàçà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ïîýòîìó êàæäàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ çàíèìàåò âåñü îáúåì ñîñóäà V.



ÐÀÇÄÅË 6

139

7. Îáúåäèíåííûé ãàçîâûé çàêîí. 
Çàêîíû èäåàëüíûõ ãàçîâ

Ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ìîãóò èçìå-
íÿòüñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ïðîèçâîäèìûõ 
íàä íèì. Åñëè ïðè ýòîì ìàññà ãàçà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, 
òî èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà ñëåäóåò, ÷òî 
pV / T = mR / μ = const, ò. å. ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèé 1 è 2 
ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

 p1V1 / T1 = p2V2 / T2, (6.20)

êîòîðîå íàçûâàþò îáúåäèíåííûì ãàçîâûì çàêîíîì, èëè 
óðàâíåíèåì Êëàïåéðîíà.

Åñëè ïðè m = const îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì îäèí èç ïàðà-
ìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, à äâà äðóãèõ èçìåíÿþòñÿ, òî ãîâîðÿò, 
÷òî â ãàçå ïðîòåêàåò èçîïðîöåññ.

Åñëè m = const è T = const, òî ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ èçî-
òåðìè÷åñêèì. Èç óðàâíåíèÿ Êëàïåéðîíà ïîëó÷àåì çàêîí 
Áîéëÿ — Ìàðèîòòà

 pV = const èëè p1V1 = p2V2. (6.21)

Ãðàôèêîì ýòîãî ïðîöåññà â îñÿõ V, p ÿâëÿåòñÿ ãè-

ïåðáîëà ( )p V
V

const
,=  êîòîðóþ íàçûâàþò èçîòåðìîé. Íà 

ðèñ. 104 ïðèâåäåíû ãðàôèêè äâóõ èçîòåðìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ äëÿ îäíîé ìàññû ãàçà, íî ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïå-
ðàòóðàõ T1 è T2.

Ðèñ. 104
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Âûáåðåì îáúåì V0 è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ñî-
ñòîÿíèÿ â îáîèõ ïðîöåññàõ. Â ñîñòîÿíèè 1 èìååì p1, V0, 
T1; â ñîñòîÿíèè 2 — p2, V0, T2. Òàê êàê ìàññà ãàçà íå 
ìåíÿåòñÿ, òî, ïðèìåíèâ óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà, ïîëó÷èì 
p1V0 / T1 = p2V0 / T2. Îòñþäà T2 = T1(p2 / p1) > T1, òàê êàê 
p2 / p1 > 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷åì âûøå èçîòåðìà â îñÿõ V è 
p, òåì áîëåå âûñîêîé òåìïåðàòóðå îíà ñîîòâåòñòâóåò.

Åñëè m = const è p = const, òî ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ èçî-
áàðíûì. Èç óðàâíåíèÿ Êëàïåéðîíà ñëåäóåò, ÷òî â èçî-
áàðíîì ïðîöåññå

 ( )V T V T Tconst const ,= ⇒ = ⋅  (6.22)

ò. å. îáúåì ïðîïîðöèîíàëåí àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðå 
T (çàêîí Ãåé-Ëþññàêà). Ãðàôèê ýòîãî ïðîöåññà â îñÿõ T, 
V — ïðÿìàÿ, êîòîðóþ íàçûâàþò èçîáàðîé. Íà ðèñ. 105 
èçîáðàæåíû äâå èçîáàðû äëÿ îäíîé è òîé æå ìàññû ãàçà, 
íî ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçíûõ äàâëåíèé p1 è p2. Ïðîäîë-
æåíèå èçîáàð ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, îäíàêî 
íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îá èäå-
àëüíîì ãàçå ãîâîðèòü íåëüçÿ. Çàôèêñèðóåì òåìïåðàòóðó 
T0 è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå åé ñîñòîÿíèÿ â îáîèõ ïðî-
öåññàõ. Ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ 1: p1, V1, T0. Ïàðàìåòðû 
ñîñòîÿíèÿ 2: p2, V2, T0. Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿ-
íèå 2 ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, ò. å. ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì, ïîýòîìó ïî çàêîíó Áîéëÿ — Ìà-
ðèîòòà p V p V p p V V p1 1 2 2 2 1 1 2 1,= ⇒ = <  òàê êàê V1 / V2 < 1. 
Òàêèì îáðàçîì, ÷åì âûøå ðàñïîëîæåíà èçîáàðà â îñÿõ 
T, V, òåì ìåíüøåìó äàâëåíèþ îíà ñîîòâåòñòâóåò.

Ðèñ. 105

0
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Åñëè m = const è V = const, òî ïðîöåññ íàçûâàþò èçî-
õîðíûì. Èç óðàâíåíèÿ Êëàïåéðîíà ñëåäóåò, ÷òî â èçî-
õîðíîì ïðîöåññå

 p T p Tconst const ,= ⇒ = ⋅  (6.23)

ò.å. äàâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðå 
(çàêîí Øàðëÿ). Ãðàôèê èçîõîðíîãî ïðîöåññà â îñÿõ T, 
p — ïðÿìàÿ, êîòîðóþ íàçûâàþò èçîõîðîé.

Ðèñ. 106

Íà ðèñ. 106 èçîáðàæåíû äâå èçîõîðû äëÿ îäíîé è òîé 
æå ìàññû, íî ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçíûõ îáúåìîâ V1 è V2. 
Âûáðàâ òåìïåðàòóðó T0 è ñîñòîÿíèÿ 1 è 2 íà èçîõîðàõ, 
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷èì

p V p V V V p p V1 1 2 2 2 1 1 2 1,= ⇒ = <

òàê êàê p1 / p2 < 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì âûøå èçîõî-
ðà ðàñïîëîæåíà â îñÿõ T, p, òåì ìåíüøåìó îáúåìó îíà 
ñîîòâåòñòâóåò.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Áàëëîí, ñîäåðæàùèé àçîò N2 ïîä äàâëåíèåì 
p1 = 15  ⋅  104 Ïà è ïðè òåìïåðàòóðå t1 = 27 °C, èìååò ìàñ-
ñó M1 = 97 êã. Êîãäà ÷àñòü àçîòà áûëà èçðàñõîäîâàíà, 
ïðè òåìïåðàòóðå t2 = –3 °C äàâëåíèå â áàëëîíå ñòà-

00
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ëî ðàâíûì p2 = 6  ⋅  104 Ïà, à ìàññà áàëëîíà îêàçàëàñü 
M2 = 93,5 êã. Ñêîëüêî ìîëåé àçîòà îñòàëîñü â áàëëîíå?

Ð å ø å í è å
Â ñîñòîÿíèè 1 àçîò â áàëëîíå èìåë ñëåäóþùèå ïà-

ðàìåòðû: p1, V, T1, ãäå V — îáúåì áàëëîíà. Ìàññà àçî-
òà â áàëëîíå m1. Ñâÿæåì ýòè ïàðàìåòðû óðàâíåíèåì 
Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà: p1V = m1RT1/μ. Â ñîñòîÿíèè 
2 ïàðàìåòðû ãàçà: p2, V, T2, à ìàññà ãàçà m2, ïîýòîìó 
p2V = m2RT2/μ. Îòìåòèì, ÷òî îáúåì ãàçà íå èçìåíèëñÿ, 
îäíàêî ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 2 íåëüçÿ íà-
çâàòü èçîõîðíûì, òàê êàê èçìåíÿåòñÿ ìàññà ãàçà. Ðàçäå-
ëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå, íàéäåì, ÷òî

p m T m p T

p m T m p T
1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 1

.= ⇒ =

Èçìåíåíèå îáùåé ìàññû áàëëîíà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò 
óìåíüøåíèÿ ìàññû àçîòà, ïîýòîìó M1 – M2 = m1 – m2. Ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, â êîòîðîé çàäàíî îòíîøåíèå 
ìàññ m1 è m2 è èõ ðàçíîñòü:

1 2
1 21 1 2

2 1
2 2 1

1 2
1 2 1 2 2 1 2

2 1

1 2
2

1 2

2 1

,
,

, 1 ,

.
1

p T
m mm p T

p T
m p T

p T
m m M M m M M

p T

M M
m

p T
p T

⎧ =⎧ ⎪=⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎛ ⎞⎪ ⎪− = − − = −⎜ ⎟⎩ ⎪ ⎝ ⎠⎩

−⇒ =
−

Îòìåòèì, ÷òî T1 = (273 + 27)Ê = 300 Ê; T2 = (273 – 3)Ê = 
= 270 Ê. Íàõîäèì, ÷òî m2 = 2,8 êã. Ìîëÿðíàÿ ìàññà àçî-
òà N2 μ = 28  ⋅  10–3 êã/ìîëü. Çíà÷èò, â áàëëîíå îñòàëîñü 
ν2 = m2/μ = 100 ìîëåé àçîòà.

2. Â âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîì öèëèíäðå íàõîäèòñÿ 
ãàç ìàññîé m. Ãàç îòäåëåí îò àòìîñôåðû ïîðøíåì, 
ñîåäèíåííûì ñ äíîì öèëèíäðà ïðóæèíîé ñ æåñòêî-
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ñòüþ k. Ïðè òåìïåðàòóðå T1 ïîðøåíü ðàñïîëîæåí íà 
ðàññòîÿíèè h îò äíà öèëèíäðà. Äî êàêîé òåìïåðàòó-
ðû T2 íàäî íàãðåòü ãàç, ÷òîáû ïîðøåíü ïîäíÿëñÿ äî 
âûñîòû H? Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðóæèíà ðàñòÿíóòà. Ìî-
ëÿðíàÿ ìàññà ãàçà ðàâíà μ (ñì. ðèñ. 107).

Ðèñ. 107

Ð å ø å í è å
Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïîðøåíü, ïðåäñòàâëåíû íà 

ðèñ. 108. Íà ïîðøåíü äåéñòâóþò: ñèëà òÿæåñòè Mg,
�

 ãäå 
M — ìàññà ïîðøíÿ; ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ p S0 ,

�����
 

ãäå p0 — àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, S — ïëîùàäü ïîðøíÿ; 
ñèëà óïðóãîñòè Fупр,

�
 ïðè÷åì åå ìîäóëü ïî çàêîíó Ãóêà 

Fóïð = k(l – x0), ãäå x0 — äëèíà íåðàñòÿíóòîé ïðóæèíû, 
l — åå äëèíà â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; ñèëà äàâëå-
íèÿ ãàçà ïîä ïîðøíåì pS,

�����
 ãäå p — äàâëåíèå ãàçà.

Ðèñ. 108

Ïðè ðàâíîâåñèè ïîðøíÿ pS – p0S – Mg – Fóïð = 0. Êîãäà 
ïîðøåíü ðàñïîëîæåí íà âûñîòå h, Fóïð = k(h – x0), p = p1, 
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

 p1S – p0S – Mg – k(h – x0) = 0. (1)

h(H))

óïð
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Êîãäà ïîðøåíü íàõîäèòñÿ íà âûñîòå H,

 p2S – p0S – Mg – k(H – x0) = 0. (2)

Ïîñëå âû÷èòàíèÿ óðàâíåíèé (1) è (2) íàõîäèì

 (p1 – p2)S + k(H – h) = 0. (3)

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà â ñî-
ñòîÿíèè 1:

( )p V p Sh mRT p mRT Sh1 1 1 1 1 1 .= = μ ⇒ = μ

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûðàçèòü äàâëåíèå p2 â ñîñòîÿ-

íèè 2: 
m

p RT
SH2 2.=

μ
 Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé äàâ-

ëåíèÿ â óðàâíåíèå (3) ïîëó÷èì

( ) ( )1 2
2 1 .

kH H hT Tm H
RS k h H T T

S h H h mR

− μ⎛ ⎞− = − ⇒ = +⎜ ⎟μ ⎝ ⎠

3. Â öèëèíäðå ñ ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S = 5 ñì2 ïîä ïîðø-
íåì ìàññîé M = 1 êã íàõîäèòñÿ íåêîòîðûé ãàç. Ïðè 
óâåëè÷åíèè àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû ãàçà â n = 1,5 ðà-
çà ïîðøåíü ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ è óïèðàåòñÿ â óñòóïû. 
Ïðè ýòîì îáúåì ãàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì 
óâåëè÷èâàåòñÿ â k = 1,2 ðàçà. Îïðåäåëèòü ñèëó, ñ êîòî-
ðîé ïîðøåíü äàâèò íà óñòóïû. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 
p0 = 100 êÏà.

Ð å ø å í è å
Ðàññìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïîðøåíü â ïîëîæå-

íèè 2: Mg
�
 — ñèëà òÿæåñòè; p S2

�����
 — ñèëà äàâëåíèÿ ãàçà 

ïîä ïîðøíåì; p S0

�����
 — ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ; F

�
 — 

ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû óñòóïîâ (ñì. ðèñ. 109). 
Òàê êàê ïîðøåíü íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî, ñïðîåöèðî-
âàâ ñèëû íà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå Y, ïîëó÷èì

 p S F Mg p S F p S Mg p S2 0 2 00 .− − − = ⇒ = − −  (1)
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Ðèñ. 109

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ãàçà â ñîñòîÿíèè 2 ñðàâ-
íèì ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèé 1 è 2 ãàçà: p1, V1, T1; è p2, V2, 
T2. Ïåðåõîä ãàçà èç ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 2 ïðîèñõî-
äèò ïðè m = const, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü óðàâíåíèå 
Êëàïåéðîíà:

p V p V T V n
p p p n p

T T T V k k
1 1 2 2 2 1

2 1 1 1
1 2 1 2

1
.= ⇒ = = =

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ãàçà â ñîñòîÿíèè 1 ïðè-
äåòñÿ åùå ðàç ðàññìîòðåòü ðàâíîâåñèå ïîðøíÿ (ñì. 
ðèñ. 110).

Ðèñ. 110

Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

p S p S Mg p p Mg S1 0 1 00 .− − = ⇒ = +  

Çíà÷èò, 
Mg n

p p
S k2 0 .

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠
 Ïîäñòàâèâ ýòî â óðàâíåíèå 

(1), íàéäåì
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( ) ( ) ( )

0 0

0 0 01 15 H.

Mg n
F p S Mg p S

S k

n n
p S Mg p S Mg p S Mg

k k

⎛ ⎞= + − − =⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞= + − + = − + =⎜ ⎟⎝ ⎠

4. Íà ðèñ. 111 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ 
èäåàëüíîãî ãàçà â îñÿõ V, p. Èçîáðàçèòü ýòîò ãðàôèê 
â îñÿõ T, V.

Ðèñ. 111

Ð å ø å í è å
Ó÷àñòêè 1–2 è 3–4 — èçîáàðû. Ïî çàêîíó Ãåé-Ëþññà-

êà â èçîáàðíîì ïðîöåññå îáúåì ïðîïîðöèîíàëåí àáñîëþò-
íîé òåìïåðàòóðå, V = cT, ãäå c = const. Ïîýòîìó ãðàôèêè 
ó÷àñòêîâ 1–2 è 3–4 — ïðÿìûå, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ 
ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òàê êàê p1 > p2, òî èçî-
áàðà 1–2 ðàñïîëàãàåòñÿ íèæå, ÷åì èçîáàðà 3–4.

Ó÷àñòêè 2–3 è 4–1 — èçîõîðû, V2 = const è V1 = const. 
Èõ ãðàôèêàìè â îñÿõ T, V ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-
íûå îñè T. Îêîí÷àòåëüíûé âèä ãðàôèêà ïðåäñòàâëåí íà 
ðèñ. 112.

Ðèñ. 112
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5. Ìîëü èäåàëüíîãî ãàçà ó÷àñòâóåò â ïðîöåññå, èçîáðà-
æåííîì íà ðèñ. 113. Ïðîäîëæåíèÿ îòðåçêîâ ïðÿ-
ìûõ 1–2 è 3–4 ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, 
à êðèâûå 1–4 è 2–3 ÿâëÿþòñÿ èçîòåðìàìè. Èçîáðà-
çèòü ýòîò ïðîöåññ â êîîðäèíàòàõ T, V (T — îñü îð-
äèíàò) è íàéòè îáúåì V3, åñëè èçâåñòíû îáúåìû V1 
è V2 = V4.

Ðèñ. 113

Ð å ø å í è å
Íà ó÷àñòêå 1–2 äàâëåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúåìà 

p = α1V, ãäå α1 = const.
Êðîìå òîãî, â ëþáîì ñîñòîÿíèè íà ýòîì ó÷àñòêå âû-

ïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà pV = RT 
(ïî óñëîâèþ çàäàí îäèí ìîëü). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíå-
íèå p = α1V, ïîëó÷àåì ( )V RT T V V R2 2

1 1 .α = ⇒ = α  Ãðàôè-
êîì ýòîãî ïðîöåññà â îñÿõ V, T ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà 1–2 
(ñì. ðèñ. 114). 

Ðèñ. 114

Àíàëîãè÷íî íà ó÷àñòêå 3–4 p = α2V, ãäå α2 = const, ïðè-
÷åì 0 < α2 < α1, ïîýòîìó T(V) = α2V2 / R. Ãðàôèê ýòîãî ïðî-
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öåññà — ïàðàáîëà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 114. Ïî óñëî-
âèþ çàäà÷è ó÷àñòêè 2–3 è 4–1 — èçîòåðìû, ïðè÷åì, 
êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 113, T2 > T1. Ãðàôèêè ýòèõ ïðîöåñ-
ñîâ â îñÿõ V, T — ïðÿìûå. Îêîí÷àòåëüíûé âèä ïðîöåññà 
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 114.

Òàê êàê òî÷êè 2 è 3 ðàñïîëîæåíû íà îäíîé èçîòåðìå, 
òî ïî çàêîíó Áîéëÿ — Ìàðèîòòà p2V2 = p3V3. Àíàëîãè÷íî 
ïîëó÷àåì, ÷òî p1V1 = p4V4. Ïîñëå äåëåíèÿ ýòèõ ðàâåíñòâ 
íàõîäèì

 
p V p V

p V p V
2 2 3 3

1 1 4 4

⋅ = ⋅ . (1)

Òàê êàê íà ó÷àñòêå 1–2 p = α1V, òî p2 / p1 = V2 / V1. Àíà-
ëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî p3 / p4 = V3 / V4. Çàìåíÿÿ â ðàâåíñòâå 
(1) îòíîøåíèå äàâëåíèé îòíîøåíèåì îáúåìîâ, ïîëó÷àåì 

V V V V V V V
V

V V V V V V

2 2 2
2 3 2 3 2 4 2

3
1 4 1 4 1 1

.
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⇒ = ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

6. Â çàïàÿííîé ñ îäíîãî êîíöà ñòåêëÿííîé òðóáêå äëè-
íîé l = 0,9 ì íàõîäèòñÿ ñòîëáèê âîçäóõà, îãðàíè÷åí-
íûé ñâåðõó ñòîëáèêîì ðòóòè âûñîòîé h = 30 ñì. Ðòóòü 
äîõîäèò äî âåðõíåãî êðàÿ òðóáêè. Òðóáêó îñòîðîæíî 
ïîâîðà÷èâàþò îòêðûòûì êîíöîì âíèç, ïðè ýòîì ÷àñòü 
ðòóòè âûëèâàåòñÿ. Êàêîâà âûñîòà îñòàâøåãîñÿ ñòîë-
áèêà ðòóòè? Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå p0 = 105 Ïà (ñì. 
ðèñ. 115).

Ðèñ. 115
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Ð å ø å í è å
Óêàæåì ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ âîçäóõà: â ñîñòîÿ-

íèè 1 — p1, V1 = S(l – h), T; â ñîñòîÿíèè 2 — p2, V2 = S(l – x), 
T. Çäåñü S — ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè, T — 
òåìïåðàòóðà âîçäóõà, êîòîðóþ âî âñåé çàäà÷àõ äàííîãî 
òèïà ñ÷èòàþò îäèíàêîâîé, ðàâíîé òåìïåðàòóðå îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû, x — âûñîòà îñòàâøåãîñÿ ñòîëáèêà ðòóòè. Òàê 
êàê ìàññà âîçäóõà â òðóáêå íå èçìåíÿåòñÿ, òî ïåðåõîä èç 
ñîñòîÿíèÿ 1 â 2 ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì, è ïî çàêîíó 
Áîéëÿ — Ìàðèîòòà

 ( ) ( )p V p V p l h p l x1 1 2 2 1 2 .= ⇒ − = −   (1)

Âûðàçèì p1 è p2. Â ñîñòîÿíèè 1 íà ñòîëáèê ðòóòè 
äåéñòâóþò ñèëû: mg

�
 — ñèëà òÿæåñòè ñòîëáèêà ðòóòè, 

p S0

�����
 — ñèëà àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ è p S1

�����
 — ñèëà äàâ-

ëåíèÿ âîçäóõà. Ïîëó÷àåì, ÷òî p1S – p0S – mg = 0. Âûðàçèâ 
m = ρV = ρSh (ρ — ïëîòíîñòü ðòóòè), íàõîäèì

p1 = p0 + mg / S = p0 + ρgh.

Â ñîñòîÿíèè 2 óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòîëáèêà ðòóòè çàïè-
øóòñÿ â âèäå: p S p S mg p p mg S p gx0 2 2 0 00 .− − = ⇒ = − = −ρ  
Ïîäñòàâèâ â (1), ïîëó÷èì (p0 + ρgh)(l – h) = (p0 – ρgx)(l – x). 
Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ 
ρgx2 – (p0 + ρgl)x + h(ρgh + p0 – ρgl) = 0.

Âûíåñåì èç ïîñëåäíèõ äâóõ ÷ëåíîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ 
ìíîæèòåëü ρgl, ïîëó÷èì

2 0 0

2 0 0

1 1 0

1 1 0.

p ph
gx gl x ghl

gl l gl

p ph
x lx hl

gl l gl

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ρ −ρ + + ρ + − = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ − + + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Çàìåòèì, ÷òî ρgl — ýòî äàâëåíèå ñòîëáèêà ðòóòè 
âûñîòîé l, ïîýòîìó, åñëè åãî âûðàæàòü â ìì ðò. ñò., 
îíî áóäåò ÷èñëåííî ðàâíî l, âûðàæåííîìó â ìèëëè-
ìåòðàõ. Â äàííîì ñëó÷àå ρgl = 900 ìì ðò. ñò. Äàâëåíèå 
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p0 = 105 Ïà = 760 ìì ðò. ñò., ïîýòîìó 
p h

gl l
0 760 38 1

, .
900 45 3

= = =
ρ

 

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå h = 30 ñì è l = 90 ñì, 
ïîëó÷àåì x2 + 166x + 480 = 0, êîðíè êîòîðîãî x1 = 163 ñì è 
x2 = 3 ñì. Ïåðâûé êîðåíü ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çà-
äà÷è, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî x = 3 ñì.

7. Äâà áàëëîíà ñîåäèíåíû òðóáêîé ñ êðàíîì. Â ïåðâîì 
íàõîäèòñÿ ãàç ïðè äàâëåíèè p1 = 105 Ïà, âî âòîðîì — 
ïðè p2 = 0,6  ⋅  105 Ïà. Îáúåì ïåðâîãî áàëëîíà V1 = 10–3  ì3, 
à âòîðîãî V2 = 3  ⋅  10–3 ì3. Êàêîå äàâëåíèå óñòàíîâèòñÿ 
â áàëëîíàõ, åñëè îòêðûòü êðàí? Òåìïåðàòóðà ïîñòî-
ÿííà. Îáúåìîì òðóáêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ð å ø å í è å
Ãàç, íàõîäèâøèéñÿ â ñîñóäå îáúåìîì V1, èìåë ïàðà-

ìåòðû ñîñòîÿíèÿ p1, V1, T, à ãàç, íàõîäèâøèéñÿ â ñîñóäå 
îáúåìîì V2, — p2, V2, T. Ïîñëå òîãî êàê îòêðûëè êðàí, 
îáðàçîâàëàñü ñìåñü ãàçîâ, ïðè÷åì êàæäàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 
áóäåò ñîçäàâàòü ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå p1′  è p2′  ñîîòâåòñò-
âåííî. Ïî çàêîíó Äàëüòîíà äàâëåíèå ñìåñè

 1 2.p p p′ ′= +  (1)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ p1′  ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå 
ãàçà, íàõîäèâøåãîñÿ â ñîñóäå îáúåìîì V1. Ïàðàìåòðû åãî 
ñîñòîÿíèÿ p1,′  V = (V1 + V2), T. Òàê êàê ìàññà ãàçà è òåì-
ïåðàòóðà íå èçìåíÿëèñü, òî ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî â êî-
íå÷íîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì. Ïî çàêîíó 
Áîéëÿ — Ìàðèîòòà ( ) ( )p V p V V p p V V V1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 .= + ⇒ = +′ ′

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå 
ãàçà, íàõîäèâøåãîñÿ âî âòîðîì ñîñóäå: ( )p p V V V2 2 2 1 2 .= +′  
Ïîäñòàâëÿÿ â (1), íàéäåì äàâëåíèå, óñòàíîâèâøååñÿ 
â ñîñóäå:

51 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

0,7 10  Па.
p V p V p V p V

p
V V V V V V

+= + = = ⋅
+ + +
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8. Ñîñóä îáúåìîì V = 30 äì3 ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå 
÷àñòè íåïîäâèæíûìè ïîëóïðîíèöàåìûìè ïåðåãî-
ðîäêàìè. Â ëåâóþ ÷àñòü ââîäÿò m1 = 30 ã âîäîðîäà, 
â ñðåäíþþ m2 = 160 ã êèñëîðîäà è â ïðàâóþ m3 = 70 ã 
àçîòà. ×åðåç ëåâóþ ïåðåãîðîäêó ìîæåò äèôôóíäèðî-
âàòü òîëüêî âîäîðîä, ÷åðåç ïðàâóþ — âîäîðîä è àçîò. 
Êàêîå äàâëåíèå óñòàíîâèòñÿ â êàæäîé ÷àñòè ñîñóäà, 
åñëè â íåì ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà 
T = 300 Ê?

Ð å ø å í è å
Íà ðèñ. 116 ïîêàçàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ãàçîâ 

â ñîñóäå è íàïðàâëåíèå äèôôóçèè ãàçîâ. Íà ðèñ. 117 ïðåä-
ñòàâëåíî îêîí÷àòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ãàçîâ â ñîñóäå.

Ðèñ. 116 Ðèñ. 117

Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 117, ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ âîäîðîä ðàñïðåäåëåí ïî âñåìó ñîñóäó, ïî-

ýòîìó 
m

p V RT1
1

1

,=
μ

 ãäå p1 — äàâëåíèå âîäîðîäà, 

à μ1 = 2  ⋅  10–3 êã/ìîëü — åãî ìîëÿðíàÿ ìàññà. Íàõîäèì 

61
1

1

1,3 10  Па.
m RT

p
V

= ⋅ = ⋅
μ

 Òàêèì áóäåò äàâëåíèå â ëåâîé 

÷àñòè ñîñóäà.
Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ àçîò ðàñïðåäåëåí 

â îáúåìå 2V / 3. Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ 
m

p V RT3
3

3

2

3
⋅ =

μ
 

íàõîäèì äàâëåíèå àçîòà 
m RT

p
V

3
3

3

3
,

2
= ⋅

μ
 ãäå μ3 = 

= 28  ⋅  10–3 êã/ìîëü — ìîëÿðíàÿ ìàññà àçîòà. Ïîñëå ïîä-
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ñòàíîâêè íàõîäèì p3 = 0,31  ⋅  106 Ïà. Äàâëåíèå â ïðàâîé 
÷àñòè ñîñóäà åñòü ñóììà ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé âîäîðîäà 
è àçîòà: p′3 = p1 + p3 = 1,6  ⋅  106 Ïà.

Êèñëîðîä ðàñïðåäåëåí òîëüêî â V / 3. Èç óðàâíå-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ íàõîäèì åãî äàâëåíèå 
m RT

p
V

2
2

2

3
,

2
= ⋅

μ
 

ãäå μ2 = 32  ⋅  10–3 êã/ìîëü. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàõîäèì 
p2 = 1,3  ⋅  106 Ïà. Äàâëåíèå â ñðåäíåé ÷àñòè ñîñóäà ðàâíî 
ñóììå ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé âñåõ ãàçîâ: p3′′ = p1 + p2 + p3 = 
= 2,9  ⋅  106 Ïà.

9. Íà ðèñ. 118 èçîáðàæåí çàìêíóòûé ïðîöåññ, êîòîðûé 
ñîâåðøàåò íåêîòîðàÿ ìàññà êèñëîðîäà. Èçâåñòíî, ÷òî 
ìàêñèìàëüíûé îáúåì, êîòîðûé çàíèìàë ãàç â ýòîì 
ïðîöåññå, Vmax = 16,4 äì3. Îïðåäåëèòü ìàññó ãàçà è åãî 
îáúåì â òî÷êå 1.

Ðèñ. 118

Ð å ø å í è å

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è p2 / p1 = 2, à 
T

T
2

1

4
,

3
=  ò. å. 

p T

p T
2 2

1 1

.≠  

Çíà÷èò, ïðîöåññ 1–2 íå ÿâëÿåòñÿ èçîõîðíûì, ïðîäîëæå-
íèå ïðÿìîé 1–2 íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Èç 
óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà

m m T
pV RT V R

p
.= ⇒ =

μ μ
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì ìàêñèìàëåí â ñîñòîÿíèè, ãäå 
ìàêñèìàëüíî îòíîøåíèå T / p, ò. å. â òî÷êå 3. Èòàê, 
Vmax = V3. Ïðèìåíèâ óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðî-
íà ê ñîñòîÿíèþ â òî÷êå 3, ïîëó÷èì

p Vm
p V RT m

RT
3 3

3 3 3
3

,
μ= ⇒ =

μ
ãäå μ = 32  ⋅  10–3 êã/ìîëü — ìîëÿðíàÿ ìàññà êèñëîðî-
äà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåì m = 16  ⋅  10–3 êã. Òàê êàê 
1–3 — èçîáàðà, òî ïî çàêîíó Ãåé-Ëþññàêà

3
1 1 3 3 1 3 1 3 12,3 дмV T V T V V T T= ⇒ = = .

10. Âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûé öèëèíäð, çàêðûòûé 
ñ îáåèõ ñòîðîí, ðàçäåëåí òÿæåëûì òåïëîíåïðîíèöà-
åìûì ïîðøíåì íà äâå ÷àñòè; îáå ÷àñòè ñîñóäà ñîäåð-
æàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âîçäóõà. Ïðè îäèíàêîâîé 
òåìïåðàòóðå âîçäóõà â îáåèõ ÷àñòÿõ T1 = 400 Ê äàâëå-
íèå p2 â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà âäâîå áîëüøå äàâëåíèÿ 
p1 â âåðõíåé ÷àñòè. Äî êàêîé òåìïåðàòóðû T2 íàäî 
íàãðåòü âîçäóõ â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà, ÷òîáû îáú åìû 
âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòåé ñòàëè îäèíàêîâûìè (ñì. 
ðèñ. 119)?

Ðèñ. 119

Ð å ø å í è å
Ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ âîçäóõà â íèæíåé ÷àñòè ñîñó-

äà ñâÿçàíû óðàâíåíèåì p2V2 = νRT1. Äëÿ âåðõíåé ÷àñòè 
ñîñóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå p1V1 = νRT1 (çäåñü ν — îäè-
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íàêîâîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â îáåèõ ÷àñòÿõ ñîñóäà; V2, 
V1 — îáúåìû íèæíåé è âåðõíåé ÷àñòåé, p2 è p1 — äàâ-
ëåíèÿ â íèõ). Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, 
íàõîäèì, ÷òî p2V2 = p1V1. Ïî óñëîâèþ p2 = 2p1, ïîýòîìó 
p V p V V V1 2 1 1 1 22 2 .= ⇒ =  Ïóñòü V — îáúåì âñåãî ñîñóäà, 

òîãäà V V V V V1 2 2 3,+ = ⇒ =  V1 = 2V / 3. Èç óñëîâèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ïîðøíÿ ïîä äåéñòâèåì ñèë äàâëåíèÿ p2S, p1S 
è ñèëû òÿæåñòè ïîðøíÿ Mg íàõîäèì

 p S p S Mg p p Mg S2 1 2 10 .− − = ⇒ − =  (1)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ 
ëþáûõ çíà÷åíèé äàâëåíèé.

Êîãäà ïîðøåíü äåëèò îáúåì öèëèíäðà íà äâå ðàâ-
íûå ÷àñòè, ïàðàìåòðû ñîñòîÿíèÿ âîçäóõà ïîä ïîðøíåì 

2 2, 2,p V V′ ′ =  T2 ñâÿçàíû ñ íà÷àëüíûìè ïàðàìåòðàìè p2: 
V2 = V / 3, T1 óðàâíåíèåì Êëàïåéðîíà:

p V p V T V T
p p p

T T T V T
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 2 1 2 1

2
.

3

′ ′= ⇒ = ⋅ =′
′

Òàê êàê ïîðøåíü òåïëîíåïðîíèöàåì, à íàãðåâàþò âîç-
äóõ â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà, òî òåìïåðàòóðà â âåðõíåé ÷à-
ñòè 

V
T p V p V V V p p p

V
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 4
const , .

2 3
= ⇒ = = ⇒ = =′ ′ ′ ′

′
 

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (1) p2′  è p1,′  ïîëó÷èì

 

T Mg
p p

T S
2

2 1
1

2 4
.

3 3
− =   (2)

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1) è (2), íàõî-
äèì

T
p p p p

T
2

2 1 2 1
1

2 4

3 3
− = ⋅ − .
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Ïîäñòàâëÿÿ p2 = 2p1, ïîëó÷èì

2 2
1 1 1 1 2 1

1 1

2 4 7 4 7
2 2 700 К.

3 3 3 3 4

T T
p p p p T T

T T
− = − ⇒ = ⇒ = =

11. Íåêîòîðàÿ ìàññà ãàçà çàíèìàåò îáúåì V1 ïðè äàâëå-
íèè p1 è òåìïåðàòóðå T1. Çàòåì ãàç ïðè ïîñòîÿííîì 
îáúåìå íàãðåâàþò äî òåìïåðàòóðû T2 = 2T1. Ïîñëå 
ýòîãî ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì 
äàâëåíèè äî îáúåìà V2 = 4V1. Èç ïîëó÷èâøåãîñÿ ñî-
ñòîÿíèÿ ãàç âîçâðàùàþò â íà÷àëüíîå â õîäå ïðîöåññà 
pVn = const. Íàéòè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n.

Ð å ø å í è å
Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì çàìêíóòîì ïðîöåññå 

äàåò ðèñ. 120.

Ðèñ. 120

Íà ó÷àñòêå 1–2 
V p T p p T T1 2 1 2 1const 2 , 2 .= ⇒ ⇒ = =�

Íà ó÷àñòêå 2–3 
p V T T T T V V2 3 2 1 2 1const 4 8 , 4 .= ⇒ ⇒ = = =�

Íà ó÷àñòêå 3–1

( ) 2
1 1 3 3 1 1 1 1 1 1

2 1

2 4 2 2

1 2 2 1 0 1 2.

nn n n n n n

n

p V p V p V p V V V

n n+

= ⇒ = ⇒ = ⋅ ⇒

⇒ = ⇒ + = ⇒ = −
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ÐÀÇÄÅË 7

ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. 
ÍÀÑÛÙÅÍÍÛÅ 

È ÍÅÍÀÑÛÙÅÍÍÛÅ ÏÀÐÛ

1. Îñíîâíûå 
òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû

Òåîðèÿ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðîé íå ó÷èòûâàåò-
ñÿ ìîëåêóëÿðíîå ñòðîåíèå âåùåñòâà, íàçûâàåòñÿ òåðìî-
äèíàìèêîé. Îñíîâó òåðìîäèíàìèêè ñîñòàâëÿþò äâà çàêî-
íà, âûðàæàþùèõ ñâîéñòâà ýíåðãèè â òåïëîâûõ ïðîöåñ-
ñàõ. Îñíîâíûìè âåëè÷èíàìè â òåðìîäèíàìèêå ÿâëÿþòñÿ 
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U, êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, òåðìîäè-
íàìè÷åñêàÿ ðàáîòà A.

2. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà ðàâíà 
ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ìîëåêóë è ïîòåíöèàëüíûõ 
ýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë äðóã ñ äðóãîì. Â îá-
ùåì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ òåëà çàâèñèò îò òåìïå-
ðàòóðû T è îáúåìà V.

Â èäåàëüíîì îäíîàòîìíîì ãàçå ìîëåêóëà äâèæåòñÿ 
ïîñòóïàòåëüíî, íå âçàèìîäåéñòâóÿ ñ äðóãèìè ìîëåêó-
ëàìè. Ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî 

äâèæåíèÿ ìîëåêóëû ( )2
к 0 Б2 3 2 ,W m v k T= =  à ÷èñëî ìî-

ëåêóë N = νNA = (m / μ)NA. Ïîýòîìó âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ 

èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà к А Б

3
.

2

m
U NW N k T= =

μ
 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà Àâîãàäðî NA íà ïî-
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ñòîÿííóþ Áîëüöìàíà kÁ ðàâíî ãàçîâîé ïîñòîÿííîé R, 
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

 

3
.

2

m
U RT=

μ
 (7.1)

Ôîðìóëà (7.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ 
èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà çàâèñèò òîëüêî îò òåìïå-
ðàòóðû (U ~ T). Ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãî-
àòîìíûõ èäåàëüíûé ãàçîâ, íî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè îòëè÷åí îò 3 / 2. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñëîæ-
íûå ìîëåêóëû ñîâåðøàþò íå òîëüêî ïîñòóïàòåëüíîå, íî 
è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèÿ.

3. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû. 
Óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà

Êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q — ýòî ýíåðãèÿ, êîòîðóþ òåëî 
ïîëó÷àåò èëè îòäàåò â ïðîöåññàõ òåïëîîáìåíà (òåïëîïå-
ðåäà÷è), ò. å. áåç ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû. Åñëè Q > 0, òî òåëî 
òåïëîòó ïîëó÷àåò; åñëè Q < 0, òî îòäàåò.

Ïðè Q = 0 òåëî òåïëîòó íå ïîëó÷àåò è íå îòäàåò. Òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò èçìåíå-
íèå ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ P, V, T áåç ïîäâîäà èëè îòâî-
äà òåïëîòû (Q = 0), íàçûâàåòñÿ àäèàáàòíûì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû, êîòîðîå íàäî 
ñîîáùèòü òåëó ìàññîé m ñ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ ñ äëÿ 
íàãðåâàíèÿ åãî îò íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû t1 äî êîíå÷íîé 
t2 èñïîëüçóþò ôîðìóëó

 Q = cm(t2 – t1) = cm(T2 – T1). (7.2)

Ïðîèçâåäåíèå cm = C íàçûâàþò òåïëîåìêîñòüþ òåëà. 
Ôîðìóëó (7.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Q = C(t2 – t1). 
Åñëè òåëî îõëàæäàåòñÿ (t2 < t1), òî êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, 
ðàññ÷èòàííîå ïî ôîðìóëå (7.2), îòðèöàòåëüíî, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò âûäåëåíèþ òåïëîòû.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìîëÿðíóþ 
òåïëîåìêîñòü c� — òåïëîåìêîñòü îäíîãî ìîëÿ âåùåñòâà. 
Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî òåïëîòû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 
Q = c�ν(t2 – t1), ãäå ν = m / μ — êîëè÷åñòâî âåùåñòâà. Êàê 
íåòðóäíî âèäåòü, òåïëîåìêîñòü âñåãî òåëà C = c�ν, à óäåëü-
íàÿ òåïëîåìêîñòü c = c� / μ.

Òåëî ïîëó÷àåò èëè îòäàåò òåïëîòó ïðè ïåðåõîäå èç îä-
íîãî àãðåãàòíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ æèäêîñòè â ïàð íàçûâàåòñÿ 
ïàðîîáðàçîâàíèåì, îáðàòíûé ïðîöåññ — êîíäåíñàöèåé. 
Äëÿ ïðåâðàùåíèÿ æèäêîñòè â ïàð åé íåîáõîäèìî ñîîá-
ùèòü êîëè÷åñòâî òåïëîòû

 Qï = rm, (7.3)

ãäå m — ìàññà æèäêîñòè, à r — óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðî-
îáðàçîâàíèÿ ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå; ïðè êîíäåíñàöèè 
ïàðà ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå òàêîãî æå êîëè÷åñòâà òåïëîòû 

Q rmк =  èëè Qê = –rm(Qê < 0).

Ïðè îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðå (òåìïåðàòóðå ïëàâëå-
íèÿ) êðèñòàëëè÷åñêèå òåëà ìîãóò ïåðåõîäèòü â æèäêîå 
ñîñòîÿíèå. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïëàâëåíèåì, îáðàò-
íûé ïðîöåññ — êðèñòàëëèçàöèåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñ-
ïëàâèòü òåëî ìàññîé m, åìó íåîáõîäèìî ñîîáùèòü êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû
 Qïë = λm, (7.4)

ãäå λ — óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ âåùåñòâà; ïðè êðè-
ñòàëëèçàöèè âûäåëÿåòñÿ òàêîå æå êîëè÷åñòâî òåïëîòû 

Q mк = λ  èëè Qêð = –λm (Qêð < 0).

Ïðè òåïëîîáìåíå ìåæäó òåëàìè êîëè÷åñòâî òåïëîòû 
Q1, îòäàâàåìîå áîëåå íàãðåòûì òåëîì, âçÿòîå ïî ìîäóëþ, 
ðàâíî êîëè÷åñòâó òåïëîòû Q2, ïîëó÷àåìîìó áîëåå õîëîä-
íûì òåëîì. Ïðè ýòîì Q1 < 0, à Q2 > 0, ïîýòîìó

 Q Q Q Q Q Q1 2 1 2 1 2 0.= ⇔ − = ⇔ + =  (7.5)
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Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîâîãî áà-
ëàíñà. Óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà ïðèìåíÿþò è â òîì 
ñëó÷àå, êîãäà â òåïëîîáìåíå ó÷àñòâóåò áîëåå äâóõ òåë.

4. Ðàáîòà â òåðìîäèíàìèêå

Ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøàåò ãàç íàä îêðóæàþùèìè 
òåëàìè ïðè åãî ðàñøèðåíèè, íàçûâàþò òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîé ðàáîòîé. Åñëè ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå ãàçà, òî òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ ðàáîòà ïîëîæèòåëüíà: A > 0. Êîãäà ãàç 
ñæèìàþò, òî âíåøíèå ñèëû ïðîèçâîäÿò ïîëîæèòåëüíóþ 
ðàáîòó: Aâíåø > 0. Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ðàáîòà ãàçà ïðè åãî 
ñæàòèè îòðèöàòåëüíà: A < 0. Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë è òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ ðàáîòà ðàâíû ïî ìîäóëþ è âñåãäà îòëè-
÷àþòñÿ çíàêîì: A = –Aâíåø.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î òåðìîäèíàìè÷åñêîé ðàáîòå, 
ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ èäåàëü-
íûì ãàçîì.

Ðèñ. 121

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàáîòû ãàçà â ïðîèçâîëüíîì ïðî-
öåññå p(V) íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ãðàôèê ýòîãî ïðîöåññà 
â îñÿõ p, V. Ðàáîòà ãàçà ïðè ðàñøèðåíèè îò îáúåìà V1 
äî îáúåìà V2 ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé 
òðàïåöèè ABCD (ñì. ðèñ. 121):

 
( )

2

1

.
V

ABCD
V

A S p V dV= = ∫  (7.6)
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5. Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè 
è åãî ïðèìåíåíèå ê ðàçëè÷íûì ïðîöåññàì

Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè — ýòî çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè, ïðèìåíåííûé ê òåïëîâûì ÿâëåíèÿì. Ñî-
ãëàñíî ýòîìó çàêîíó, êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, ïåðåäàííîå 
ñèñòåìå, èäåò íà èçìåíåíèå åå âíóòðåííåé ýíåðãèè ΔU 
è íà ðàáîòó A, êîòîðóþ ñèñòåìà ñîâåðøàåò íàä âíåøíè-
ìè òåëàìè:
 Q = ΔU + A. (7.7)

Â ôîðìóëå (7.7) èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè 
ΔU = U2 – U1, ãäå U2 — êîíå÷íîå çíà÷åíèå âíóòðåííåé 
ýíåðãèè, à U1 — åå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå.

Èç ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè ñëåäóåò, ÷òî âíó-
òðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ ïðè ñîâåðøåíèè 
ðàáîòû è ïðè ïåðåäà÷å êîëè÷åñòâà òåïëîòû. Ïðè ýòîì 
âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â êàæäîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìà îáëà-
äàåò îïðåäåëåííîé âíóòðåííåé ýíåðãèåé. Êîëè÷åñòâî òåï-
ëîòû è ðàáîòà ïîêàçûâàþò, êàê èçìåíÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ 
ýíåðãèÿ ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíà-
ìèêè ê ðàçëè÷íûì ïðîöåññàì â èäåàëüíûõ ãàçàõ.

1. Èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ (T = const). Òàê êàê U ~ T, 
òî â èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå U = const, ò. å. âíóòðåí-
íÿÿ ýíåðãèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ΔU = 0 è ïåðâûé çàêîí 
òåðìîäèíàìèêè äëÿ ïðîöåññà çàïèøåòñÿ â âèäå Q = A (âñÿ 
ñîîáùåííàÿ ãàçó òåïëîòà èäåò íà ñîâåðøåíèå ðàáîòû).

2. Èçîõîðíûé ïðîöåññ (V = const). Òàê êàê V = const, òî 
A = 0 è ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè çàïèøåòñÿ â âèäå 
Q = ΔU (âñÿ ñîîáùåííàÿ ãàçó òåïëîòà èäåò íà èçìåíåíèå 
âíóòðåííåé ýíåðãèè).

3. Èçîáàðíûé ïðîöåññ (p = const). Â ýòîì ïðîöåññå ñî-
îáùåííàÿ ãàçó òåïëîòà ðàñõîäóåòñÿ êàê íà èçìåíåíèå 
âíóòðåííåé ýíåðãèè, òàê è íà ñîâåðøåíèå ðàáîòû. Äëÿ 
âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû â èçîáàðíîì ïðîöåññå ìîæíî âîñ-



ÐÀÇÄÅË 7

161

ïîëüçîâàòüñÿ ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè p(V) (ñì. ðèñ. 122) 
è íàéòè, ÷òî

 A = p(V2 – V1) = pΔV.  (7.8)

Ðèñ. 122

Â èçîáàðíîì ïðîöåññå ðàáîòà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ 
äàâëåíèÿ íà èçìåíåíèå îáúåìà ΔV.

Íà ïðèìåðå òðåõ ðàññìîòðåííûõ ïðîöåññîâ âèäíî, ÷òî 
òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ðàáîòà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïðî-
öåññå îíà ñîâåðøàåòñÿ.

4. Àäèàáàòíûé ïðîöåññ. Ïî îïðåäåëåíèþ, â ýòîì 
ïðîöåññå Q = 0, ïîýòîìó ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìè-
êè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå A = –ΔU = U1 – U2, ãäå U1 è U2 — 
ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ âíó-
òðåííåé ýíåðãèè. Åñëè A > 0 (ãàç ðàñøèðÿåòñÿ), òî 
U A U U U U T T2 1 2 1 2 10 0 .Δ = − < ⇒ − < ⇒ < ⇒ <  Èòàê, ïðè 

àäèàáàòíîì ðàñøèðåíèè òåìïåðàòóðà ãàçà óìåíüøàåòñÿ. 
Íàîáîðîò, àäèàáàòíîå ñæàòèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ 
òåìïåðàòóðû. Äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà

( )m
A R T T1 2

3
,

2
= −

μ
ãäå T1 è T2 — íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ òåìïåðà-
òóðû.

5. Çàìêíóòûé ïðîöåññ (öèêë). Â õîäå çàìêíóòîãî ïðî-
öåññà ãàç âîçâðàùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå ñ èñõîäíûìè ïàðàìå-
òðàìè p, V, T. Ïðèìåð çàìêíóòîãî ïðîöåññà ïðèâåäåí íà 
ðèñ. 123. Òàê êàê ãàç âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå 
ñ òîé æå òåìïåðàòóðîé, òî ΔU = 0. Ïåðâûé çàêîí òåðìîäè-
íàìèêè äëÿ çàìêíóòîãî ïðîöåññà çàïèøåòñÿ â âèäå Q = A, 
ãäå A — ðàáîòà çà öèêë. Â çàìêíóòîì ïðîöåññå ðàáîòà 
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÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôè-
êîì p(V) (ñì. ðèñ. 123).

Ðèñ. 123

6. Òåïëîåìêîñòü èäåàëüíîãî ãàçà 
â èçîõîðíîì è èçîáàðíîì ïðîöåññàõ

Ïóñòü íàä 1 ìîëåì èäåàëüíîãî ãàçà ñîâåðøàåòñÿ èçî-
õîðíûé ïðîöåññ: V = const. Òåïëîåìêîñòü 1 ìîëÿ èäå-
àëüíîãî ãàçà (ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü) cV = Q / ΔT, ãäå 
ΔT — èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ãàçà. Êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû, ñîîáùåííîå ãàçó, Q = ΔU, ïîýòîìó òåïëîåìêîñòü ãàçà 
â èçîõîðíîì ïðîöåññå

 cV = ΔU / ΔT. (7.9)

Åñëè ãàç îäíîàòîìíûé, òî

( )U U U RT RT R T T R T2 1 2 1 2 1

3 3 3 3
.

2 2 2 2
Δ = − = − = − = Δ

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà

 cV = 3R / 2. (7.10)

Ïóñòü íàä 1 ìîëåì èäåàëüíîãî ãàçà ñîâåðøàåòñÿ èçî-
áàðíûé ïðîöåññ: p = const. Ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü â ýòîì 
ïðîöåññå

p V V

Q U A U A A p V
c c c

T T T T T T
.

Δ + Δ Δ= = = + = + = +
Δ Δ Δ Δ Δ Δ
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Äëÿ òâåðäûõ è æèäêèõ âåùåñòâ îáúåì ìàëî çàâèñèò 
îò òåìïåðàòóðû, ò. å. ΔV / ΔT → 0. Ïîýòîìó äëÿ òâåðäûõ 
è æèäêèõ âåùåñòâ cp = cV.

Äëÿ èäåàëüíûõ ãàçîâ ΔV / ΔT ≠ 0. Çàïèøåì óðàâíå-
íèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà äëÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷-
íîãî ñîñòîÿíèé â èçîáàðíîì ïðîöåññå. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî 
pV1 = RT1 è pV2 = RT2. Ïîñëå âû÷èòàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé 
íàéäåì

( ) ( )p V V R T T p V R T V T R p2 1 2 1 0.− = − ⇒ Δ = Δ ⇒ Δ Δ = ≠

Ñëåäîâàòåëüíî, cp = cV + R èëè

 cp – cV = R. (7.11)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ èäåàëü-
íûõ ãàçîâ. Èç íåå òàêæå ñëåäóåò, ÷òî cp > cV.

Åñëè ãàç ÿâëÿåòñÿ îäíîàòîìíûì, òî

 cp = 5R / 2. (7.12)

7. Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè. 
Òåïëîâûå ìàøèíû

Êåëüâèí ñôîðìóëèðîâàë âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè 
â ïðèìåíåíèè ê òåïëîâûì ìàøèíàì. Òåïëîâûå ìàøèíû 
ïðåîáðàçóþò òåïëîâóþ ýíåðãèþ â ðàáîòó. Âñå òåïëîâûå 
ìàøèíû ðàáîòàþò ïî çàìêíóòîìó ïðîöåññó (öèêëó). Ñî-
ãëàñíî âòîðîìó çàêîíó òåðìîäèíàìèêè â ôîðìóëèðîâêå 
Êåëüâèíà íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü çàìêíóòûé ïðîöåññ, 
åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî áûëî áû ïðåâðà-
ùåíèå â ìåõàíè÷åñêóþ ðàáîòó òåïëîòû, âçÿòîé ó êàêî-
ãî-íèáóäü òåëà, áåç òîãî, ÷òîáû ïðîèçîøëè êàêèå-ëèáî 
èçìåíåíèÿ â äðóãèõ òåëàõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â çà-
ìêíóòîì ïðîöåññå âñþ ïîëó÷åííóþ òåïëîòó íåâîçìîæíî 
ïðåîáðàçîâàòü â ðàáîòó. ×àñòü ýòîé òåïëîòû íåèçáåæíî 
áóäåò ïåðåäàíà êàêîìó-ëèáî äðóãîìó òåëó.

Íåçàâèñèìî îò êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé ëþáàÿ 
òåïëîâàÿ ìàøèíà ñîäåðæèò íàãðåâàòåëü, ðàáî÷åå òåëî, 



ÅÃÝ. ÔÈÇÈÊÀ. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×. ÑÄÀÅÌ ÁÅÇ ÏÐÎÁËÅÌ

164

õîëîäèëüíèê. Ðàáî÷èì òåëîì ó òåïëîâûõ ìàøèí ÿâëÿåò-
ñÿ ãàç èëè ïàð, êîòîðûé ñîâåðøàåò ðàáîòó ïðè ðàñøèðå-
íèè. Íàãðåâàòåëü — ýòî òåëî, îò êîòîðîãî ðàáî÷åå òåëî 
ïîëó÷àåò òåïëîòó. Õîëîäèëüíèê — ýòî òåëî, êîòîðîìó 
ðàáî÷åå òåëî íåèçáåæíî ïåðåäàñò ÷àñòü òåïëîòû, ïîëó-
÷åííîé îò íàãðåâàòåëÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî, ðàáîòà â çàìêíóòîì ïðîöåññå ðàâ-
íà îáùåìó êîëè÷åñòâó òåïëîòû çà öèêë: A = Q. Êîëè÷åñò-
âî òåïëîòû Q = Qí + Qõ, ãäå Qí > 0 — òåïëîòà, ïîëó÷àåìàÿ 
îò íàãðåâàòåëÿ, Qõ < 0 — òåïëîòà, îòäàâàåìàÿ õîëîäèëü-
íèêó. Òîãäà ðàáîòà A = Qí + Qõ èëè

 A Q Qн х .= −  (7.13)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàáîòà, êîòîðóþ ñîâåðøàåò òåïëî-
âàÿ ìàøèíà çà öèêë, ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó òåïëîòîé, 
ïîëó÷åííîé îò íàãðåâàòåëÿ, è òåïëîòîé, îòäàííîé õîëî-
äèëüíèêó.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ òåïëîòû â ðàáîòó êî-
ëè÷åñòâåííî îöåíèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè êîýôôèöèåíòà ïî-
ëåçíîãî äåéñòâèÿ òåïëîâîé ìàøèíû (ÊÏÄ):

 

Q Q QA

Q Q Q
н х х

н н н

1 .
−

η = = = −  (7.14)

Åñëè ÊÏÄ íåîáõîäèìî âûðàçèòü â ïðîöåíòàõ, òî 
η óìíîæàþò íà 100%.

Ìàêñèìàëüíûì ÊÏÄ îáëàäàåò èäåàëüíàÿ òåïëîâàÿ 
ìàøèíà, ðàáîòàþùàÿ ïî öèêëó Êàðíî, ñîñòîÿùåìó èç 
äâóõ èçîòåðì 1–2 è 3–4 è äâóõ àäèàáàò 2–3 è 4–1 (ñì. 
ðèñ. 124), ïðè÷åì

 

T T T

T T
н х х

max
н н

1 ,
−η = = −  (7,15)

ãäå Tí — òåìïåðàòóðà íàãðåâàòåëÿ, Tõ — òåìïåðàòóðà 
õîëîäèëüíèêà.
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Ðèñ. 124

Èç ôîðìóëû (7.15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÊÏÄ 
òåïëîâîé ìàøèíû íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü ðàçíîñòü ìåæ-
äó òåìïåðàòóðàìè íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà.

8. Ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ãàçà

Ðåàëüíûé ãàç îòëè÷àåòñÿ îò èäåàëüíîãî òåì, ÷òî â íåì 
íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì ìîëåêóë. Ðàññìî-
òðèì èçîòåðìè÷åñêîå ñæàòèå ðåàëüíîãî ãàçà: T1 = const 
(ñì. ðèñ. 125). Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ ñâîéñòâà ðåàëüíî-
ãî ãàçà áëèçêè ê ñâîéñòâàì èäåàëüíîãî (ó÷àñòîê a–b íà 
èçîòåðìå T1 = const è ó÷àñòîê c–d íà èçîòåðìå T2 = const, 
T2 > T1). Ãàç íà ýòèõ ó÷àñòêàõ íàçûâàþò íåíàñûùåííûì 
ïàðîì. Ïðè äàëüíåéøåì ñæàòèè èç-çà âîçðàñòàþùåãî 
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè ãàç íà÷íåò êîíäåíñè-
ðîâàòüñÿ (îáúåì V1 íà èçîòåðìå T1 = const è V1′  íà èçî-
òåðìå T2 = const, ïðè÷åì ïðè T2 > T1 V V1 1).<′  Îáðàçóåòñÿ 
ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç æèäêîñòè è ïàðà (ó÷àñòêè V1 – V2 
è V V1 2−′ ′  íà èçîòåðìàõ). Ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå êîëè-
÷åñòâî ìîëåêóë, ïîêèäàþùèõ æèäêîñòü, ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó ìîëåêóë, âîçâðàùàþùèõñÿ â íåå. Òàêîå ñîñòîÿíèå 
íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ðàâíîâåñèåì. Ïàð, íàõîäÿ-
ùèéñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå è îáúåìå â äè-
íàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñî ñâîåé æèäêîñòüþ, íàçûâàåòñÿ 
íàñûùåííûì. Äàâëåíèå è ïëîòíîñòü íàñûùåííîãî ïàðà 
íå çàâèñÿò îò îáúåìà è îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè â ïðî-
öåññå äàëüíåéøåãî ñæàòèÿ. Ïðè îáúåìàõ V2 è V2′  âåñü 
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ïàð ïðåâðàùàåòñÿ â æèäêîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ïðè T2 > T1 
V V2 2.>′  Òàêèì îáðàçîì, ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû äëèíà ãî-
ðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà óìåíüøàåòñÿ è ïðè òåìïåðàòóðå 
Têð, íàçûâàåìîé êðèòè÷åñêîé, îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè 
òåìïåðàòóðå âûøå êðèòè÷åñêîé ïàð íåâîçìîæíî ïðåâðà-
òèòü â æèäêîñòü íèêàêèì ñæàòèåì.

Ðèñ. 125

Äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû 
âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì äàâëåíèå íåíàñûùåííîãî ïàðà 
(ñì. ðèñ. 126). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ ðîñòîì òåìïå-
ðàòóðû íå òîëüêî âîçðàñòàåò ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ ìîëåêóë ïàðà, íî è ðàñòåò èõ êîíöåíòðàöèÿ.

Ðèñ. 126

Ïðè îáúåìàõ, ìåíüøèõ V2, âåñü ïàð ïðåâðàùàåòñÿ 
â æèäêîñòü, äàâëåíèå êîòîðîé ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè íå-
çíà÷èòåëüíîì óìåíüøåíèè îáúåìà.
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9. Âëàæíîñòü âîçäóõà

Èçâåñòíî, ÷òî îäíîé èç âàæíåéøèõ ñîñòàâëÿþùèõ àò-
ìîñôåðíîãî âîçäóõà ÿâëÿþòñÿ âîäÿíûå ïàðû. Âëàæíûé 
âîçäóõ ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèìè ïàðàìå-
òðàìè:
 •  ïëîòíîñòü âîäÿíûõ ïàðîâ (àáñîëþòíàÿ âëàæíîñòü) — 

ìàññà âîäÿíûõ ïàðîâ â 1 ì3 âîçäóõà;
 • óïðóãîñòü âîäÿíûõ ïàðîâ ð — ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå 

âîäÿíûõ ïàðîâ;
 • îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà:

 
p

pн н

100% 100%,
ρϕ = ⋅ = ⋅

ρ
 (7.16)

ãäå pí — äàâëåíèå, à ρí — ïëîòíîñòü íàñûùåííûõ âîäÿ-
íûõ ïàðîâ ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå. Èç ðèñ. 126 âèäíî, 
÷òî íåíàñûùåííûå âîäÿíûå ïàðû ñòàíîâÿòñÿ íàñûùåí-
íûìè ïðè èõ îõëàæäåíèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïåðå-
õîäó òåìïåðàòóðà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðîñû Tð.

Ïàðîîáðàçîâàíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè ëþáîé òåì-
ïåðàòóðå æèäêîñòè. Åñëè ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ñ ïî-
âåðõíîñòè æèäêîñòè, òî åãî íàçûâàþò èñïàðåíèåì. Îäíà-
êî âîçìîæåí ïðîöåññ, êîãäà ïóçûðüêè íàñûùåííîãî ïàðà 
îáðàçóþòñÿ ïî âñåìó îáúåìó æèäêîñòè ñ ïîñëåäóþùèì 
âñïëûâàíèåì èõ íà ïîâåðõíîñòü. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâà-
þò êèïåíèåì. Ïðè êèïåíèè äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà 
äîëæíî áûòü ðàâíî âíåøíåìó äàâëåíèþ. Âàæíî çíàòü, ÷òî 
äàâëåíèå íàñûùåííûõ âîäÿíûõ ïàðîâ ïðè 100 °Ñ ðàâíî 
íîðìàëüíîìó àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ, ò. å. pí = p0 = 105 Ïà.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Èäåàëüíûé ãàç, ìàññà êîòîðîãî m è ìîëÿðíàÿ ìàññà 
μ, ðàñøèðÿåòñÿ èçîáàðíî ïðè íåêîòîðîì äàâëåíèè. 
Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà T1, êîíå÷íàÿ T2. Îïðå-
äåëèòü ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ãàçîì.
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Ð å ø å í è å
Ðàáîòà â èçîáàðíîì ïðîöåññå

A = pΔV = p(V2 – V1) = pV2 – pV1.

Èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà

m
pV RT1 1=

μ
 

è ( )m m m
pV RT A R T T R T2 2 2 1 .= ⇒ = − = Δ

μ μ μ

Îêàçàëîñü, ÷òî ðàáîòó â èçîáàðíîì ïðîöåññå ìîæíî 
âûðàçèòü íå òîëüêî ÷åðåç èçìåíåíèå îáúåìà ïî ôîðìó-
ëå A = pΔV, íî è ÷åðåç èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû: A = (m / μ)
RΔT. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èìåòü â âèäó, òàê 
êàê îí ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ 
çàäà÷.

2. Ãåëèé (Íå) íàãðåâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. 
Ïðè ýòîì åìó ñîîáùåíî Q = 20 êÄæ òåïëîòû. Îïðåäå-
ëèòü èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà è ñîâåðøåí-
íóþ èì ðàáîòó.

Ð å ø å í è å
Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è p = const, òî ñîâåðøàåìàÿ 

ãàçîì ðàáîòà A = pΔV = (m / μ)RΔT, ãäå m — ìàññà ãàçà, 
μ — åãî ìîëÿðíàÿ ìàññà, ΔT — èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû.

Ãåëèé — îäíîàòîìíûé ãàç, ïîýòîìó åãî âíóòðåííÿÿ 

ýíåðãèÿ 
m

U R T
3

,
2

= Δ
μ

 à åå èçìåíåíèå 
m

U R T
3

.
2

Δ = Δ
μ

 

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû äëÿ ðàáîòû A è èçìåíåíèÿ âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè ΔU, ïîëó÷àåì, ÷òî ΔU = (3 / 2)A.

Çàïèøåì ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè äëÿ ýòîãî 
ïðîöåññà:

Q = ΔU + A = (3 / 2)A + A = (5 / 2)A.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà A = (5 / 2)Q = 8 êÄæ. Èçìåíåíèå 
âíóòðåííåé ýíåðãèè ΔU = (3 / 2)A = 12 êÄæ.

3. Òåìïåðàòóðà íåêîòîðîé ìàññû m èäåàëüíîãî ãàçà 
ñ ìîëÿðíîé ìàññîé μ ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó T = αV2, ãäå 
α = const > 0. Íàéòè ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ ãàçîì ïðè 
óâåëè÷åíèè îáúåìà îò V1 äî V2. Ïîãëîùàåòñÿ èëè âû-
äåëÿåòñÿ òåïëîòà ïðè òàêîì ïðîöåññå?

Ð å ø å í è å
Ïðîöåññ T = αV2 íå ÿâëÿåòñÿ íè èçîáàðíûì, íè èçî-

õîðíûì, íè, òåì áîëåå, èçîòåðìè÷åñêèì. Çàïèøåì äëÿ 
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â ýòîì ïðîöåññå óðàâíåíèå Ìåíäåëåå-
âà — Êëàïåéðîíà: pV = (m / μ)RT. Òàê êàê T = αV2, òî ïîñëå 
ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò îáúåìà 
â âèäå p(V) = α(m / μ)RV. Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 127.

Ðèñ. 127

Ñîâåðøåííàÿ ãàçîì ðàáîòà

( )( )

( ) ( )
1 2 2 1

2 2
1 2 2 1 2 1

2

1
.

2 2

ABCDA S p p V V

m m m
RV RV V V R V V

= = + − =

⎛ ⎞ α= α + α − = −⎜ ⎟μ μ μ⎝ ⎠

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ 
ïåðâûì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè: Q = ΔU + A. Òàê êàê ãàç 
ðàñøèðÿåòñÿ, òî åãî ðàáîòà A > 0. Èçìåíåíèå âíóòðåííåé 
ýíåðãèè èäåàëüíîãî ãàçà ïðîïîðöèîíàëüíî èçìåíåíèþ 
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òåìïåðàòóðû: ΔU ~ ΔT. Òàê êàê T = αV2 è îáúåì âîçðàñòà-
åò, òî âîçðàñòàåò è òåìïåðàòóðà, ïîýòîìó ΔU > 0. Òîãäà 
è Q > 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîãëîùåíèþ ãàçîì òåïëîòû.

4. Ïðè àäèàáàòíîì ñæàòèè 1 ìîëÿ îäíîàòîìíîãî ãà-
çà âíåøíèìè ñèëàìè áûëà ñîâåðøåíà ðàáîòà A. Âî 
ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èëàñü ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêî-
ðîñòü ìîëåêóë ýòîãî ãàçà, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòó-
ðà ãàçà ðàâíà T1?

Ð å ø å í è å
Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè äëÿ àäèàáàòíîãî ïðî-

öåññà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 0 = ΔU + Aã, ãäå ΔU — èçìåíå-
íèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, Aã — ðàáîòà ãàçà â ýòîì 
ïðîöåññå. Òàê êàê ãàç ñæèìàþò, òî A < 0, â òî æå âðåìÿ 
âíåøíèå ñèëû ñîâåðøàþò ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó A, ïðè-
÷åì Aã = –A. Ñëåäîâàòåëüíî, U A A U U U2 10 .= Δ − ⇒ = Δ = −  
Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ 1 ìîëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî 
ãàçà U = 3RT / 2, ïîýòîìó A = 3RT2 / 2 – 3RT1 / 2. Îòñþäà 
âûðàæàåì êîíå÷íóþ òåìïåðàòóðó ãàçà T2 = T1 + 2A / (3R).

Ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóë 

Бm v k T2
0 2 3 2,=  

ãäå T — òåìïåðàòóðà. Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêî-
ðîñòü

Бk T v T A
v

m v T RT
2 2

0 1 1 1

3 2
1 .

3
= ⇒ = = +

5. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ïîëó÷èò 1 ìîëü èäåàëüíî-
ãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ïðè èçîáàðíîì íàãðåâàíèè îò 
íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû è ïîñëåäóþùåì 
àäèàáàòíîì ðàñøèðåíèè, åñëè ïðè àäèàáàòíîì ðàñ-
øèðåíèè ãàç ñîâåðøàåò ðàáîòó A, à â êîíå÷íîì ñî-
ñòîÿíèè òåìïåðàòóðà ðàâíà íà÷àëüíîé?
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Ðèñ. 128

Ð å ø å í è å
Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ îò îáúåìà 

â îñÿõ p, V (ñì. ðèñ. 128): 1–2 — èçîáàðíîå íàãðåâàíèå, 
ñîïðîâîæäàåìîå óâåëè÷åíèåì îáúåìà; 2–3 — àäèàáàòíîå 
ðàñøèðåíèå. Ðàáîòà â àäèàáàòíîì ïðîöåññå

A = ΔU = – (U3 – U2) = U2 – U3 = 3R(T2 – T3) / 2 = 
= 3R(T2 – T1) / 2, ò. ê. (T3 = T1).

Ñëåäîâàòåëüíî, T2 – T1 = 2A / (3R). (1)

Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïîëó÷åííîå ãàçîì â èçîáàðíîì 
ïðîöåññå,

Q = ΔU + A1–2 = (U2 – U1) + pΔV =
= 3RT2 / 2 – 3RT1 / 2 + R(T2 – T1) = 

= 3R(T2 – T1) / 2 + R(T2 – T1) = 5R(T2 – T1) / 2 

(ñì. çàäàíèÿ 1 è 2).
Ïîäñòàâëÿÿ èç ôîðìóëû (1) ðàçíîñòü òåìïåðàòóð 

T2 – T1, íàõîäèì, ÷òî 
A

Q R A
R

5 2 5

2 3 3
= ⋅ = .

6. Ìàññà m èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ ïðè òåìïå-
ðàòóðå T, îõëàæäàåòñÿ èçîõîðíî òàê, ÷òî äàâëåíèå 
ïàäàåò â n ðàç. Çàòåì ãàç ðàñøèðÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿí-
íîì äàâëåíèè. Â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè åãî òåìïåðàòóðà 
ðàâíà ïåðâîíà÷àëüíîé. Ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà μ. Îïðå-
äåëèòü ñîâåðøåííóþ ãàçîì ðàáîòó.
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Ð å ø å í è å
Ãðàôèê óêàçàííîãî ïðîöåññà ïðèâåäåí íà ðèñ. 129. 

Çäåñü 1–2 — èçîõîðà, 2–3 — èçîáàðà.

Ðèñ. 129

Èñêîìàÿ ðàáîòà A = A1–2 + A2–3, ãäå A1–2 — ðàáîòà íà 
ó÷àñòêå 1–2, à A2–3 — ðàáîòà íà ó÷àñòêå 2–3. Íà ó÷àñò-
êå 1–2 V = const, ïîýòîìó A1–2 = 0. Íà ó÷àñòêå 2–3 p = const 
è A = A2–3 = p2(V3 – V2).

Âûðàæåíèÿ ïîäîáíîãî âèäà ïðåîáðàçîâûâàþò òàê, 
÷òîáû âûäåëèòü ïðîèçâåäåíèå äàâëåíèÿ íà îáúåì â ñî-
ñòîÿíèè, â êîòîðîì çàäàíà òåìïåðàòóðà: A = p2(V3 – V2) = 
= p3(V3 – V2) = p3V3(1 – V2 / V3) (çäåñü ó÷òåíî, ÷òî p2 = p3).

Èç óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà äëÿ ñîñòîÿ-
íèÿ (3) íàõîäèì, ÷òî

p3V3 = (m / μ)RT; A = (m / μ)RT(1 – V2 / V3) = 
 = (m / μ)RT(1 – V1 / V3),  (1)

òàê êàê V1 = V2. Èç ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 3 ìîæíî ïåðå-
õîäèòü ïî èçîòåðìå 1–3 (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êè 1 
è 3 ðàñïîëîæåíû íà îäíîé èçîòåðìå). Ïî çàêîíó Áîéëÿ — 

Ìàðèîòòà 
V p p

p V p V
V p p n
1 3 2

1 1 3 3
3 1 1

1
.= ⇒ = = =  Ïîñëå ïîäñòà-

íîâêè â ôîðìóëó (1) ïîëó÷èì A = (m / μ)RT(1 – 1 / n).

7. Îäèí ìîëü èäåàëüíîãî ãàçà èçìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå 
ïî öèêëó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 130, ãäå ëèíèè 4–1 
è 2–3 — èçîõîðû, 3–4 — èçîáàðà, 1–2 — ïðîöåññ 
ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ äàâëåíèÿ îò îáúåìà. Òåìïå-
ðàòóðû â ñîñòîÿíèÿõ 1, 2, 3, 4 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 
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T1, T2, T3, T4. Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøàåò ãàç çà îäèí 
öèêë?

Ðèñ. 130

Ð å ø å í è å
Â çàìêíóòîì ïðîöåññå (öèêëå) ðàáîòà ðàâíà ïëîùàäè 

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì öèêëà, ò. å.

( ) ( ) ( )

( )

1 4 2 3
1 2 3 4 3 4

1 2 3
3 4

2
2

,
2

p p p p
A S V V

p p p
V V

− − −
− + −

= = − =

+ −= −  

òàê êàê p3 = p4.
Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè âûíåñåì çà ñêîáêè p3 è V3, 

òîãäà ôîðìóëà äëÿ ðàáîòû ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

 

p V p p V
A

p p V
3 3 1 2 4

3 3 3

2 1 .
2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1)

Äëÿ ñîñòîÿíèÿ 3 óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðî-
íà p3V3 = RT3. Ïî çàêîíó Øàðëÿ äëÿ ó÷àñòêîâ 2–3 è 4–1 

ïîëó÷àåì –
p T

p T
2 2

3 3

=  è 
p p T

p p T
1 1 1

3 4 4

.= =  Ïî çàêîíó Ãåé-Ëþññà-

êà äëÿ ó÷àñòêà 3–4 íàõîäèì V4 / V3 = T4 / T3.
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå îòíîøåíèÿ â ôîðìóëó (1) äëÿ 

ðàáîòû, ïîëó÷àåì

( )R T TRT T T T T T
A

T T T T T
3 43 1 2 4 1 2

4 3 3 4 3

2 1 2 .
2 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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8. Òåïëîâàÿ ìàøèíà èìååò ÊÏÄ η = 40%. Êàêèì ñòàíåò 
ÊÏÄ ìàøèíû, åñëè êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïîòðåáëÿå-
ìîå çà öèêë, óâåëè÷èòñÿ íà 20%, à êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû, îòäàâàåìîå õîëîäèëüíèêó, óìåíüøèòñÿ íà 10%?

Ð å ø å í è å

Ïî îïðåäåëåíèþ, н х х

н н н

1 0,4,
Q Q QA

Q Q Q

−
η = = = − =  ãäå 

Qí — òåïëîòà, ïîëó÷åííàÿ îò íàãðåâàòåëÿ, à Qх  — òå-
ïëîòà, îòäàâàåìàÿ õîëîäèëüíèêó. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíî-
øåíèå Q Qх н 0,6.=

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåìàÿ òåïëîòà Q Qн н1,2=′  (âîç-
ðîñëà íà 20%), à îòäàâàåìàÿ òåïëîòà Q Qх х0,9=′  (óìåíü-
øèëàñü íà 10%). Íîâîå çíà÷åíèå

х х х

н н н

0,9 3 3
1 1 1 0,6 0,55,

1,2 4 4

Q Q Q

Q Q Q

′ ⎛ ⎞′η = = − = − = − ⋅ =⎜ ⎟′ ⎝ ⎠
 

èëè 55%.

9. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ òåïëîâîé 
ìàøèíû, ðàáî÷èì òåëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 1 ìîëü 
èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà. Ìàøèíà ðàáîòàåò ïî 
öèêëó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 131, ãäå ëèíèè 1–2 — 
èçîõîðà, 3–1 — èçîáàðà.

Ðèñ. 131

Ð å ø å í è å
Íàéäåì òåìïåðàòóðó ãàçà â ñîñòîÿíèè 1, èñïîëüçóÿ 

óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà:
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p V RT T p V R0 0 1 1 0 0 .= ⇒ =

Äëÿ ñîñòîÿíèÿ 2 ïîëó÷àåì
p V RT T p V R0 0 2 2 0 02 2 .= ⇒ =

Â ñîñòîÿíèè 3:
p V RT T p V R0 0 3 3 0 02 2 .= ⇒ =

Òîò ôàêò, ÷òî T2 = T3, âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî 2–3 — 
èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ. Èç ðèñ. 131 âèäíî, ÷òî ýòî — 
ïðîöåññ, â êîòîðîì äàâëåíèå çàâèñèò îò îáúåìà ïî ëè-
íåéíîìó çàêîíó.

Ðàáîòà ãàçà çà öèêë ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà: A = (2p0 – p0)(2V0 – V0) / 2 = p0V0 / 2.

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê 1–2, ãäå V0 = const. Èñïîëüçóÿ 
ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî 
òåïëîòû íà ýòîì ó÷àñòêå 

( )

1 2 2 1 2 1

0 0 0 0
2 1 0 0

3 3

2 2

23 3 3
0.

2 2 2

Q U U U RT RT

p V p V
R T T R p V

R R

− = Δ = − = − =

⎛ ⎞= − = − = >⎜ ⎟⎝ ⎠  
Ãàç íà ýòîì ó÷àñòêå òåïëîòó ïîëó÷àåò.

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê 2–3. Ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíà-
ìèêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

 Q2–3 = ΔU + A2–3. (1)

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè íà ýòîì ó÷àñòêå

ΔU = U3 – U2 = 3R(T3 – T2) / 2 = 0.

Ðàáîòà íà ó÷àñòêå 2–3 ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè òðà-
ïåöèè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ïðîöåññà è ïðÿìûìè 
V = V0 è V = 2V0. Èòàê,

( )0 0
2 3 0 0 0 0

2 3
2 .

2 2

p p
A V V p V−

+= − =
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó (1), íàõîäèì, ÷òî 
Q2–3 = 3p0V0 / 2 > 0. È íà ýòîì ó÷àñòêå ãàç òåïëîòó ïîëó-
÷àåò.

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê 3–1, ãäå p0 = const. Êîëè÷åñòâî 
òåï ëîòû

Q3–1 = ΔU + A3–1.

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè 

ΔU = U1 – U3 = 3R(T1 – T3) / 2 = –3p0V0 / 2.

Ðàáîòà A3–1 = p0ΔV = p0(V0 – 2V0) = –p0V0. Òàêèì îáðàçîì, 
Q3–1 = –5p0V0 / 2 < 0. Íà ýòîì ó÷àñòêå ãàç òåïëîòó îòäàåò.

Òåïëîòà, ïîëó÷åííàÿ îò íàãðåâàòåëÿ,

Qí = Q1–2 + Q2–3 = 3p0V0 / 2 + 3p0V0 / 2 = 3p0V0.

Êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ η = A / Qí = 1 / 6 èëè 
η= 16,7%.

10. Íàéòè ÊÏÄ òåïëîâîé ìàøèíû, ðàáîòàþùåé ñ ν ìî-
ëÿìè îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà ïî öèêëó, ñîñòî-
ÿùåìó èç àäèàáàòíîãî ðàñøèðåíèÿ 1–2, èçîòåðìè-
÷åñêîãî ñæàòèÿ 2–3 è èçîõîðíîãî ïðîöåññà 3–1 (ñì. 
ðèñ. 132). Ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ íàä ãàçîì â èçîòåð-
ìè÷åñêîì ïðîöåññå, ðàâíà A. Ðàçíîñòü ìàêñèìàëüíîé 
è ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóð ãàçà â öèêëå ðàâíà ΔT.

Ðèñ. 132

Ð å ø å í è å
Ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû â ýòîì öè-

êëå. Ïðè àäèàáàòíîì ðàñøèðåíèè 1–2 òåìïåðàòóðà ãàçà 
óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó T2 < T1. Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæà-
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òèè 2–3 òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà, ïîýòîìó T3 = T2. Íà 
èçîõîðå 3–1 òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò, ïîýòîìó T1 > T3. 
Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà â öèêëå 
T1, à ìèíèìàëüíàÿ äîñòèãàåòñÿ íà èçîòåðìå. Ðàçíîñòü 
ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðàìè 
ΔT = T1 – T2 = T1 – T3.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÊÏÄ òåïëîâîé ìàøèíû η = A0 / Qí, 
ãäå A0 — ðàáîòà çà öèêë, à Qí — òåïëîòà, ïîëó÷åííàÿ 
îò íàãðåâàòåëÿ. Âû÷èñëèòü ðàáîòó çà öèêë A0 êàê ïëî-
ùàäü ôèãóðû çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê 
êàê â øêîëå íå èçó÷àþò óðàâíåíèå àäèàáàòíîãî ïðîöåñ-
ñà. Ðàáîòó çà öèêë âûðàçèì êàê ñóììó ðàáîò íà îòäåëü-
íûõ ó÷àñòêàõ:

A0 = A1–2 + A2–3 + A3–1.

Â àäèàáàòíîì ïðîöåññå 1–2 ðàáîòà

( )

( )

1 2 2 1 1 2

1 2

3 3

2 2

3 3
.

2 2

A U U U RT RT

R T T R T

− = −Δ = − − = ν − ν =

= ν − = ν Δ

Êîëè÷åñòâî òåïëîòû â ýòîì ïðîöåññå Q1–2 = 0.
Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè 2–3 ðàáîòà ãàçà îòðè-

öàòåëüíà è ðàâíà ðàáîòå âíåøíèõ ñèë íàä ãàçîì, âçÿ-
òîé ñî çíàêîì ìèíóñ, ò. å. A2–3 = –A. Êîëè÷åñòâî òåïëîòû 
íà ýòîì ó÷àñòêå Q2–3 = ΔU + A2–3, ïðè÷åì ΔU = 0. Ïîýòîìó 
Q2–3 = –A < 0. Çäåñü ãàç òåïëîòó îòäàåò.

Íà èçîõîðå 3–1 ðàáîòà A3–1 = 0, à êîëè÷åñòâî òåïëîòû 

( )

3 1 1 3 1 3

1 3

3 3

2 2

3 3
0;

2 2

Q U U U RT RT

R T T R T

− = Δ = − = ν − ν =

= ν − = ν Δ >  

íà ýòîì ó÷àñòêå ãàç òåïëîòó ïîëó÷àåò. Èòàê, ðàáîòà çà 
öèêë A0 = (3 / 2)νRΔT – A; òåïëîòà, ïîëó÷åííàÿ îò íàãðå-
âàòåëÿ Qí = Q3–1 = (3 / 2)νRΔT. Ïîñëå ýòîãî ëåãêî íàõîäèì 
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( )
( )

R T A A

R TR T

3 2 2
1 .

33 2

ν Δ −
η = = −

ν Δν Δ

11. Òåïëîèçîëèðîâàííûé ñîñóä ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè íå 
ïðîâîäÿùèì òåïëî ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò ïåðå-
ìåùàòüñÿ â ñîñóäå áåç òðåíèÿ. Â ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà 
íàõîäèòñÿ 1 ìîëü èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, à â 
ïðàâîé — âàêóóì. Ïîðøåíü ñîåäèíåí ñ ïðàâîé ñòåí-
êîé ñîñóäà ïðóæèíêîé, äëèíà êîòîðîé â ñâîáîäíîì 
ñîñòîÿíèè ðàâíà äëèíå ñîñóäà. Îïðåäåëèòü òåïëîåì-
êîñòü ñèñòåìû. Òåïëîåìêîñòüþ ñîñóäà, ïîðøíÿ è ïðó-
æèíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì. ðèñ. 133).

Ðèñ. 133

Ð å ø å í è å
Ïî îïðåäåëåíèþ òåïëîåìêîñòü c = Q / ΔT, ãäå Q — êî-

ëè÷åñòâî òåïëîòû, ñîîáùåííîå ãàçó, à ΔT — èçìåíåíèå 
åãî òåìïåðàòóðû. Âûðàæàÿ Q ÷åðåç èçìåíåíèå âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè ΔU è òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ðàáîòó A, ïîëó-
÷èì

 

U A U A
c

T T T
.

Δ + Δ= = +
Δ Δ Δ

 (1)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïóíêòå 6 ýòîãî ðàçäåëà, 
ΔU / ΔT = cV, è ïîñêîëüêó äàí 1 ìîëü èäåàëüíîãî îäíî-
àòîìíîãî ãàçà, òî cV = 3R / 2.

Â ðåçóëüòàòå íàãðåâàíèÿ ãàçà ïîðøåíü ñìåùàåòñÿ íà 
íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå x. Ïóñòü â ýòîì ñîñòîÿíèè äàâëå-
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íèå ãàçà p, òåìïåðàòóðà T, à îáúåì V = Sx, ãäå S — ïëî-
ùàäü ñå÷åíèÿ ïîðøíÿ. Ýòè ïàðàìåòðû ñâÿçàíû óðàâíå-
íèåì Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà

 pV = RT. (2)

Ïðè ýòîì íà ïîðøåíü äåéñòâóþò ñèëà äàâëåíèÿ ãàçà, 
pS è ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû, ìîäóëü êîòîðîé Fóïð = kx, 
ãäå k — êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû, x — åå äå-
ôîðìàöèÿ. Â ëþáîì ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âûïîëíÿåòñÿ 
ðàâåíñòâî

 pS F pS kxупр 0 .− = ⇔ =  (3)

Ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (2) íà (3), ïîëó÷èì

V RT Sx RT kx k V
T

S kx S kx R R S

22

.
⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ = = ⎜ ⎟⎝ ⎠

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ðàâåíñòâî (2), íàõîäèì çàâèñèìîñòü 
äàâëåíèÿ îò îáúåìà â ýòîì ïðîöåññå:

 
( ) RT R k V k

p V V
V V R S S

2

2 .
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎝ ⎠

 (4)

Ðèñ. 134

Êàê âèäíî, çàâèñèìîñòü ýòà ëèíåéíàÿ, åå ãðàôèê 
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 134. Ïóñòü ãàç ðàñøèðÿåòñÿ îò îáú-
åìà V1 äî îáúåìà V2. Òîãäà åãî äàâëåíèå èçìåíÿåòñÿ îò 
p1 = kV1 / S2 äî p2 = kV2 / S2. Ðàáîòà ãàçà ÷èñëåííî ðàâ-
íà ïëîùàäè òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè p1 è p2 è âûñîòîé 
(V2 – V1). 
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Èòàê,

( ) ( ) ( )

( )

2 1
2 1 2 1 2 12 2

2 2 2 2
2 1 2 12 2 2

1

2 2

1 1
.

2 2

p p k k
A V V V V V V

S S

k k k
V V V V

S S S

+ ⎛ ⎞= − = + − =⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟⎝ ⎠

Èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî 
k

V RT
S

2
2 ,=  ïîýòîìó 

RT RT R
A T2 1 .

2 2

−= = Δ  Â ðàâåíñòâå (1) îòíîøåíèå A / ΔT = 

= R / 2, ïîýòîìó èñêîìàÿ òåïëîåìêîñòü c = 3R / 2 + R / 2 = 2R.

12. Â äëèííîé ãëàäêîé òåïëîèçîëèðîâàííîé òðóáå ìåæäó 
äâóìÿ ïîðøíÿìè ñ îäèíàêîâîé ìàññîé m íàõîäèòñÿ 
1 ìîëü èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ïðè òåìïåðà-
òóðå T0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòè ïîðøíåé íà-
ïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó è ðàâíû 5v è v. Äî êàêîé 
ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû íàãðååòñÿ ãàç? Ïîðøíè 
òåïëî íå ïðîâîäÿò. Ìàññîé ãàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàñ-
ñîé ïîðøíåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì. ðèñ. 135).

Ðèñ. 135

Ð å ø å í è å
Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïîðøíåé è 1 ìîëÿ èäå-

àëüíîãî ãàçà, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáëàäàåò 
ýíåðãèåé, ðàâíîé ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîðøíåé 
è âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, ò. å.

W1 = m(5v)2 / 2 + mv2 / 2 + 3RT0 / 2.
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Ïðè ýòîì íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñèñòåìû íàïðàâëåí ñëå-
âà íàïðàâî è åãî ìîäóëü ðàâåí P1 = 5mv + mv = 6mv.

Òàê êàê íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ëåâîãî ïîðøíÿ áîëü-
øå, ÷åì ïðàâîãî, òî ãàç ìåæäó ïîðøíÿìè ïîäâåðãàåòñÿ 
ñæàòèþ. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ïðàâîãî ïîðøíÿ âîçðàñòàåò, 
à ñêîðîñòü ëåâîãî — óáûâàåò. Òàê êàê ñèñòåìà òåïëî-
èçîëèðîâàíà, òî ñæàòèå ãàçà ïðèâîäèò ê ðîñòó åãî òåì-
ïåðàòóðû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåìïåðàòóðà ïåðåñòàåò 
ðàñòè è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðå-
êðàùàåòñÿ ñæàòèå, à ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó ñêîðî-
ñòåé ïîðøíåé. Ïóñòü ñêîðîñòü ïîðøíåé â ýòîò ìîìåíò 

ðàâíà u. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû 
mu mu

W RT
2 2

2 max

3
,

2 2 2
= + +

 
à åå 

èìïóëüñ P2 = mu + mu = 2mu.
Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè, ïî-

ëó÷àåì ñèñòåìó

1 2
2 2

1 2 0 max

2

max 02 2
0 max

6 2 ,
,

26 3 2 3, ,
2 2 2 2

3 , 8
.

326 3 2 3 ,

mv mu
P P

mv muW W RT RT

u v mv
T T

Rmv RT mu RT

=⎧=⎧ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨= + = +⎩ ⎪⎩

=⎧⎪⇔ ⇒ = +⎨ + = +⎪⎩

13. Â êàëîðèìåòðå ïëàâàåò â âîäå êóñîê ëüäà. Â êàëî-
ðèìåòð îïóñêàþò íàãðåâàòåëü ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè 
P = 50 Âò è íà÷èíàþò åæåìèíóòíî èçìåðÿòü òåìïåðà-
òóðó âîäû. Â òå÷åíèå ïåðâîé è âòîðîé ìèíóò òåìïåðà-
òóðà âîäû íå èçìåíÿåòñÿ, ê êîíöó òðåòüåé ìèíóòû — 
óâåëè÷èâàåòñÿ íà Δt1 = 2 °C, à ê êîíöó ÷åòâåðòîé — 
åùå íà Δt2 = 5 °C. Ñêîëüêî ãðàììîâ âîäû è ëüäà áûëî 
èçíà÷àëüíî â êàëîðèìåòðå? Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëå-
íèÿ ëüäà λ = 330 Äæ/ã, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû 
c = 4,2 Äæ / (ã  ⋅  °Ñ).
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Ð å ø å í è å
Íàéäåì çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû t îò âðåìåíè τ. 

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà 
âîäû è ëüäà â êàëîðèìåòðå t = 0 °C. Â òå÷åíèå íåêîòîðîãî 
âðåìåíè òåìïåðàòóðà â êàëîðèìåòðå íå èçìåíÿåòñÿ, òàê 
êàê âñÿ ñîîáùàåìàÿ òåïëîòà èäåò íà ïëàâëåíèå ëüäà. 
Ëåä ðàñòàåò â ìîìåíò âðåìåíè τx ≥ 2 ìèí, ïîñëå ÷åãî 
â êàëîðèìåòðå îáðàçóåòñÿ âîäà, ìàññà êîòîðîé më + mâ, 
ãäå më è mâ — íà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ëüäà è âîäû â êà-
ëîðèìåòðå.

Ïðè τ > τx âðåìÿ íàãðåâàíèÿ âîäû ðàâíî τ – τx, ñîîá-
ùåííàÿ íàãðåâàòåëåì òåïëîòà Q = P(τ – τx). Ýòî êîëè÷åñòâî 
òåïëîòû èäåò íà íàãðåâàíèå âîäû îò 0 °Ñ äî íåêîòîðîé 
òåìïåðàòóðû t °C, ïîýòîìó Q = c(më + mâ)t. Ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

л в

л в л в л в

.

x

x
x

P c m m t

P P P
t

c m m c m m c m m

τ − τ = + ⇒
τ − τ

⇒ = = τ − τ
+ + +

Òàêèì îáðàçîì, ïðè τ > τx òåìïåðàòóðà âîäû â êàëî-
ðèìåòðå åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè t. Ãðàôèê 
çàâèñèìîñòè t(τ) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 136. Ëèíåéíóþ çà-
âèñèìîñòü íà ýòîì ãðàôèêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
t(τ) = kτ + b.

Ðèñ. 136
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Òàê êàê èçâåñòíû äâå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîé 
ïðÿìîé, òî ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû k è b ýòîé çàâè-
ñèìîñòè. Ïðè τ = 3 t = 2, ïðè τ = 4 t = 7. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé

( )
k b k

t
k b b

3 2, 5,
5 13.

4 7, 13,

+ = =⎧ ⎧
⇒ ⇒ τ = τ −⎨ ⎨+ = = −⎩ ⎩

Òåïåðü ëåãêî îïðåäåëèòü ìîìåíò âðåìåíè τx, êîãäà 
ðàñòàåò âåñü ëåä:

5 13 0 2,6 мин.x xτ − = ⇒ τ =

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè τ = τx âñÿ ñîîáùàåìàÿ òåïëî-
òà Pτx èäåò íà ïëàâëåíèå ëüäà, ïîýòîìó 

2
л л 2,36 10 кг 23,6 г.x xP m m P −τ = λ ⇒ = τ λ = ⋅ =

Ïðè τ = 3 ìèí = 180 ñ èìååì ðàâåíñòâî 

( ) ( )
( )

л в 1 в

3
л

1

119,3 10  кг 119,3 г.

x

x

P c m m t m

P
m

c t
−

τ − τ = + Δ ⇒ =
τ − τ

= − = ⋅ =
Δ

 

(Íàïîìíèì, ÷òî Δt1 = 2 °C.)

14. Â ãåðìåòè÷åñêè çàêðûòîì ñîñóäå â âîäå ïëàâàåò êóñîê 
ëüäà ìàññîé M = 0,1 êã, â êîòîðûé âìåðçëà ñâèíöîâàÿ 
äðîáèíêà ìàññîé m = 5 ã. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëà íóæ-
íî çàòðàòèòü, ÷òîáû äðîáèíêà íà÷àëà òîíóòü? Òåï-
ëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà λ = 3,3  ⋅  105 Äæ/êã. Òåìïåðàòóðà 
âîäû â ñîñóäå 0 °Ñ; ïëîòíîñòü ëüäà ρë = 0,9  ⋅  103 êã/ì3, 
ïëîòíîñòü ñâèíöà ρñâ = 11,3  ⋅  103 êã/ì3, ïëîòíîñòü âîäû 
ρâ = 103 êã/ì3.

Ð å ø å í è å
Äðîáèíêà íà÷íåò òîíóòü, åñëè ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ëüäà 

âìåñòå ñ äðîáèíêîé ñòàíåò ðàâíîé èëè áîëüøå ïëîòíîñòè 
âîäû: ρñð ≥ ρâ. Ïóñòü Më — ìàññà îñòàâøåãîñÿ ëüäà, òîã-
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äà îáúåì îñòàâøåãîñÿ êóñêà V = Më / ρâ + m / ρñâ. Ñðåäíÿÿ 
ïëîòíîñòü êóñêà ëüäà âìåñòå ñ äðîáèíêîé

в свл л
ср в л

л л св в л

1
41 г.

1

M m M m
M m

V M m

−ρ ρ+ +ρ = = = ρ ⇒ = =
ρ + ρ ρ ρ −

Òàêèì îáðàçîì, äîëæíà ðàñòàÿòü ìàññà ëüäà 
M – Më = 59 ã. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñîîáùèòü êîëè÷åñò-
âî òåïëîòû Q = λ(M – Më) = 19,5  ⋅  103 Äæ.

15. Â êîìíàòå îáúåìîì V = 50 ì3 âîçäóõ èìååò òåìïåðà-
òóðó t = 27 °C è îòíîñèòåëüíóþ âëàæíîñòü φ1 = 30%. 
Ñêîëüêî âðåìåíè äîëæåí ðàáîòàòü óâëàæíèòåëü âîç-
äóõà, ðàñïûëÿþùèé âîäó ñ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ 
α = 2  êã/÷, ÷òîáû îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü â êîìíàòå 
ïîâûñèëàñü äî φ2 = 70%? Äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïà-
ðîâ ïðè t = 27 °C pí = 3565 Ïà, ìîëÿðíàÿ ìàññà âîäû 
μ = 18  ⋅  10–3 êã/ìîëü.

Ð å ø å í è å
Îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà φ1 = p1 / pí = 0,3. 

Çäåñü p1 = φ1pí — äàâëåíèå íåíàñûùåííûõ âîäÿíûõ ïà-
ðîâ. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåíäåëååâà — Êëàïåéðîíà 
p1V = (m1/μ)RT, îòêóäà ìàññà âîäÿíûõ ïàðîâ

1 1 н
1 .

p V p V
m

RT RT

μ ϕ μ= =

Ïîñëå òîãî êàê îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäó-
õà â êîìíàòå ñòàëà ðàâíà φ2, äàâëåíèå âîäÿíûõ ïàðîâ 
p2 = φ2pí. Ìàññà âîäÿíûõ ïàðîâ óâåëè÷èëàñü è ñòàëà ðàâ-

íîé 2 н
2 .

p V
m

RT

ϕ μ=  Ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíî èñïàðè-

ëîñü (m2 – m1) âîäû. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü âðåìÿ

( )2 1 н
2 1 0,26 ч  = 15,5 мин.

m m p V
t

RT

− μ= = ϕ − ϕ =
α α
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ÝËÅÊÒÐÎÑÒÀÒÈÊÀ

1. Ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä 
è åãî ñâîéñòâà

Òåëà â ïðèðîäå ñïîñîáíû ýëåêòðèçîâàòüñÿ, ò. å. ïðè-
îáðåòàòü ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä. Íàëè÷èå ýëåêòðè÷åñêîãî 
çàðÿäà ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî çàðÿæåííîå òåëî âçàèìî-
äåéñòâóåò ñ äðóãèìè çàðÿæåííûìè òåëàìè. Ñóùåñòâóåò 
äâà âèäà çàðÿäîâ: ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå. Çà-
ðÿäû îäíîãî çíàêà îòòàëêèâàþòñÿ, à ðàçíûõ çíàêîâ — 
ïðèòÿãèâàþòñÿ. Â ýëåêòðîñòàòèêå èçó÷àþò ñâîéñòâà íå-
ïîäâèæíûõ çàðÿäîâ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé, èìè ñîçäà-
âàåìûõ.

Ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, êî-
òîðûé íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûì. Èì îáëàäàåò ýëåìåíòàð-
íàÿ ÷àñòèöà — ýëåêòðîí. Çàðÿä ýëåêòðîíà e = –1,6  ⋅  10–19 
Êë. Çàðÿä äðóãîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû — ïðîòîíà 

191,6 10 Кл.e −= + ⋅  Òåëî çàðÿæåíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
îíî ñîäåðæèò èçáûòî÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷à-
ñòèö ñ îäíèì çíàêîì çàðÿäà. Çàðÿä ëþáîãî òåëà êðàòåí 
ýëåìåíòàðíîìó:

 ,q N e= ±  (8.1)

ãäå N — íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Çíà÷åíèå çàðÿäà íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè åãî äâèæå-

íèÿ.
Âàæíåéøèì çàêîíîì ýëåêòðîñòàòèêè ÿâëÿåòñÿ çàêîí 

ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà: â çàìêíóòîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêàÿ 
ñóììà çàðÿäîâ âñåõ ÷àñòèö îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
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2. Çàêîí Êóëîíà

Çàðÿæåííîå òåëî, ðàçìåðàìè êîòîðîãî ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè äî äðóãèõ çàðÿæåí-
íûõ òåë, íàçûâàþò òî÷å÷íûì çàðÿäîì.

Âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ îïèñûâàåòñÿ çà-
êîíîì Êóëîíà: ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ 
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ â âàêóóìå ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâå-
äåíèþ ìîäóëåé çàðÿäîâ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâà-
äðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè:

 
1 2

2
.K

q q
F k

r
=  (8.2)

Çäåñü q1 è q2 — çíà÷åíèÿ çàðÿäîâ, r — ðàññòîÿíèå 
ìåæäó íèìè, k — êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; 
â ñèñòåìå ÑÈ k = 1 / (4πε0), ãäå ε0 = 8,85  ⋅  10–12 Ô/ì — 
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå ÑÈ 

k = 9  ⋅  109
2

2

Н м

Кл

⋅ .

Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè 
íàïðàâëåíû âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé çàðÿäû, è ÿâ-
ëÿþòñÿ ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ, åñëè çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî çíàêà, è ñèëàìè îòòàëêèâàíèÿ, åñëè çàðÿäû îäíîãî 
çíàêà. Íà ðèñ. 137 èçîáðàæåíî, êàê âçàèìîäåéñòâóþò 
äâà òî÷å÷íûõ çàðÿäà q1 è q2 ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ.

Ðèñ. 137

3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå

Íåïîäâèæíûå çàðÿäû ñîçäàþò â ïðîñòðàíñòâå ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîå ïîëå. Ãëàâíîå ñâîéñòâî ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ — åãî äåéñòâèå íà ïîìåùåííûå â ýòî ïîëå 
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû ñ íåêîòîðîé ñèëîé. Êîëè÷åñòâåí-
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íîé õàðàêòåðèñòèêîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ 
âåêòîð íàïðÿæåííîñòè E.

�

Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ åñòü âåê-
òîðíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ñèëû, äåéñòâóþùåé 
íà òî÷å÷íûé çàðÿä q, âíåñåííûé â ïîëå, ê ýòîìó çàðÿäó:

 KE F q.=
� �

 (8.3)

Èç (8.3) ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä ñî ñòîðî-
íû ïîëÿ ñèëà

 KF qE.=
� �

 (8.4)

Åñëè q > 0, òî íàïðàâëåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè 
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ñèëû KF ,

�
 äåéñòâóþùåé íà çà-

ðÿä; åñëè q < 0, òî ñèëà KF
�

 íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî 
âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè E.

�

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íå çàâèñèò íè îò çàðÿäà q, âíå-
ñåííîãî â ïîëå, íè îò ñèëû KF ,

�
 äåéñòâóþùåé íà íåãî ñî 

ñòîðîíû ïîëÿ. Íàïðÿæåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ çàðÿäàìè, 
ñîçäàþùèìè ïîëå, è ðàññòîÿíèåì äî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, 
â êîòîðûõ îíî èçó÷àåòñÿ.

Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàå-
ìîãî òî÷å÷íûì çàðÿäîì Q:

 

Q
E k

r2 .=  (8.5)

Â ñëó÷àå êîãäà ïîëå ñîçäàåòñÿ íå îäíèì, à íåñêîëüêè-
ìè çàðÿäàìè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè E

�
 èñïîëü-

çóþò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïîëåé, ñîãëàñíî êîòîðîìó

 nE E E E1 2 ... ,= + + +
� � � �

 (8.6)

ãäå 1 2, , ..., nE E E
� � �

 — íàïðÿæåííîñòè, ñîçäàâàåìûå êàæ-
äûì çàðÿäîì â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Åñëè çàðÿä íå ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì, òî îí ìîæåò ðàñ-
ïðåäåëÿòüñÿ ïî îáúåìó çàðÿæåííîãî òåëà, ïî ïîâåðõíî-
ñòè, à òàêæå âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà îïèñûâàþò 
ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà

 σ = Q / S, (8.7)

ãäå Q — çàðÿä, à S — ïëîùàäü, ïî êîòîðîé ýòîò çàðÿä 
ðàñïðåäåëåí.

Ðàâíîìåðíî çàðÿæåííàÿ ñôåðà ðàäèóñîì R, íà ïî-
âåðõíîñòè êîòîðîé ðàñïðåäåëåí çàðÿä Q, ñîçäàåò ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîå ïîëå. Ïóñòü r — ðàññòîÿíèå, îòñ÷èòûâàåìîå 
îò öåíòðà ñôåðû. Ïðè r < R (òî÷êè ðàñïîëîæåíû âíóòðè 
ñôåðû) íàïðÿæåííîñòü E 0.=

�
 Ïðè r > R (òî÷êè âíå ñôå-

ðû) 
Q

E k
r2 .=  Ãðàôèê çàâèñèìîñòè E(r) ïðåäñòàâëåí íà 

ðèñ. 138.

Ðèñ. 138

Áåñêîíå÷íàÿ ðàâíîìåðíàÿ çàðÿæåííàÿ ïëîñêîñòü ñî-
çäàåò ïî îáå ñòîðîíû ïîëå, îäèíàêîâîå ïî ìîäóëþ è íà-
ïðàâëåíèþ. Òàêîå ïîëå íàçûâàþò îäíîðîäíûì. Ìîäóëü 
íàïðÿæåííîñòè ýòîãî ïîëÿ

 ( )E 02 ,= σ ε  (8.8)

ãäå σ — ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà.
Äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêî-

ãî ïîëÿ èñïîëüçóþò ñèëîâûå ëèíèè (ëèíèè íàïðÿæåí-
íîñòè).

Ñèëîâàÿ ëèíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ — ýòî ëè-
íèÿ, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò 
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ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà E.
�

 Ñèëîâûå ëèíèè íà ðèñóíêàõ 
ïðîâîäÿò, ïðèäåðæèâàÿñü ñëåäóþùèõ ïðàâèë:

1. Ãóñòîòà ñèëîâûõ ëèíèé (÷èñëî ëèíèé íà åäèíèöó 
ïëîùàäè) ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåííîñòè.

2. Ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íå çà-
ìêíóòû: îíè íà÷èíàþòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäàõ 
è çàêàí÷èâàþòñÿ íà îòðèöàòåëüíûõ; åñëè îòðèöàòåëüíûõ 
çàðÿäîâ íåò, òî ñèëîâûå ëèíèè, íà÷èíàÿñü íà ïîëîæè-
òåëüíûõ çàðÿäàõ, óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü; åñëè îòñóòñò-
âóþò ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû, òî ñèëîâûå ëèíèè îêàí÷è-
âàþòñÿ íà îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäàõ, ïðèõîäÿ èç áåñêîíå÷-
íîñòè.

3. Ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ.

Ðèñ. 139

Íà ðèñ. 139 èçîáðàæåíû ñèëîâûå ëèíèè ïîëîæèòåëü-
íîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà, îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîé (ðàâ-
íîìåðíî) ñôåðû, ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîé áåñêîíå÷íîé 
ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 140

Íà ðèñ. 140 èçîáðàæåíû ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ, ñîçäà-
âàåìîãî äâóìÿ òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè ïðîòèâîïîëîæíîãî 
çíàêà, ðàâíûìè ïî ìîäóëþ.
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4. Ðàáîòà è ïîòåíöèàë 
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Ïðè ïåðåìåùåíèè çàðÿäà q â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå 
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä ñî ñòîðîíû ïîëÿ, ñîâåðøà-
åò ðàáîòó. Ðàáîòà ñèëû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íå çà-
âèñèò îò òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ çàðÿäà è îïðåäåëÿåòñÿ 
ëèøü íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè äâèæåíèÿ. Åñëè 
çàðÿä ïåðåìåùàåòñÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, òî ðàáî-
òà ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî 
ïîëÿ (åå íàçûâàþò êóëîíîâñêîé ñèëîé) ÿâëÿåòñÿ êîíñåð-
âàòèâíîé (ïîòåíöèàëüíîé) ïîäîáíî ãðàâèòàöèîííîé ñèëå 
è ñèëå óïðóãîñòè. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå — ïîëå êîí-
ñåðâàòèâíûõ ñèë. Çàðÿä q, âíåñåííûé â ýòî ïîëå, îáëàäà-
åò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Wp, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íà âåëè÷èíå çàðÿäà.

Ïîòåíöèàëîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íàçûâàþò îò-
íîøåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè çàðÿäà â ïîëå ê ýòîìó 
çàðÿäó:
 φ = Wp / q. (8.9)

Ïîòåíöèàë — ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ íå çàâè-
ñèò îò çàðÿäà, âíåñåííîãî â ïîëå. Íàðÿäó ñ íàïðÿæåí-
íîñòüþ ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ. Îí 
çàâèñèò òîëüêî îò çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëå, è îò ðàññòî-
ÿíèÿ äî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ïîëå.

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ çàðÿäà q ìîæíî âûðàçèòü 
êàê
 Wp = qφ. (8.10)

Ðàáîòà êîíñåðâàòèâíûõ ñèë A = –ΔWp = – (Wp2 – Wp1) =
= Wp1 – Wp2, ãäå Wp1 è Wp2 — íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà-
÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðå-
ìåùåíèè çàðÿäà q â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå èç òî÷êè 
ñ ïîòåíöèàëîì φ1 â òî÷êó ñ ïîòåíöèàëîì φ2 ñîâåðøàåòñÿ 
ðàáîòà A = qφ1 – qφ2, èëè

 A = q(φ1 – φ2).  (8.11)
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Âåëè÷èíó (φ1 – φ2) íàçûâàþò ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ, 
èëè íàïðÿæåíèåì.

Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ïîòåíöèàëà â äàí-
íîé òî÷êå çàâèñèò îò âûáîðà íóëåâîãî óðîâíÿ îòñ÷åòà. 
Íàïðèìåð, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿ-
äîâ Q è q, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè r,

 
p

Qq
W k C

r
,= +  (8.12)

ãäå C — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà; åå âûáèðàþò òàê, ÷òîáû 
ïðè 0.pr W→ ∞ =  Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò C = 0.

Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä Q ñîçäàåò ïîëå. Ïîòåíöèàë 
ïîëÿ â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè r îò ýòîãî 
çàðÿäà,

 

Q
k
r

.ϕ =  (8.13)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ φ, ñîçäàâàåìî-
ãî íåñêîëüêèìè çàðÿäàìè, èñïîëüçóþò ïðèíöèï ñóïåð-
ïîçèöèè
 φ = φ1 + φ2 + ... + φn, (8.14)

ãäå φ1, φ2, ..., φn — ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå çàðÿäàìè 
â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Ðèñ. 141

Ñôåðà ðàäèóñîì R ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì çà-
ðÿäîì Q íà åå ïîâåðõíîñòè ñîçäàåò âíå åå (r > R) ïîòåíöè-

àë 
Q

k
r

.ϕ =  Âíóòðè ñôåðû è íà åå ïîâåðõíîñòè (r ≥ R) ïî-
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òåíöèàë âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâ: 
Q

k
R

ϕ =  (ðàâåí ïîòåí-

öèàëó ïîâåðõíîñòè). Ãðàôèê çàâèñèìîñòè φ(r) äëÿ Q > 0 
ïðèâåäåí íà ðèñ. 141.

Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ óáûâàåò â íà-
ïðàâëåíèè ñèëîâûõ ëèíèé. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëè-
âî äëÿ ëþáîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.

Íàïðÿæåííîñòü îäíîðîäíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî 
ïîëÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 E = (φ1 – φ2) / d = u / d, (8.15)

ãäå (φ1 – φ2) = u — ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ (íàïðÿæåíèå) 
ìåæäó òî÷êàìè ïîëÿ, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿ-
íèè d âäîëü ñèëîâîé ëèíèè.

Åùå îäíèì ñïîñîáîì êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ýêâèïîòåíöè-
àëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (â ñëó÷àå ïëîñêî-
ñòè — ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ëèíèÿ) — ýòî ïîâåðõíîñòü, 
ïîòåíöèàë âñåõ òî÷åê êîòîðîé îäèíàêîâ. Íà ðèñóíêàõ 
ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿò ÷åðåç ðàâíîå 
÷èñëî âîëüò. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýêâèïîòåíöèàëüíûå 
ïîâåðõíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû ñèëîâûì ëèíèÿì. Íà 
ðèñ. 142 èçîáðàæåíû êàðòèíû ñèëîâûõ ëèíèé è ýêâè-
ïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ 
ïîëîæèòåëüíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà è îòðèöàòåëüíî çàðÿ-
æåííîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 142
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Â ñëó÷àå òî÷å÷íîãî çàðÿäà ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïî-
âåðõíîñòè — ñôåðû, â ñëó÷àå çàðÿæåííîé ïëîñêîñòè — 
ïëîñêîñòè.

5. Ïðîâîäíèêè è äèýëåêòðèêè 
â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå

Â ïðîâîäíèêàõ, ê êîòîðûì â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿò-
ñÿ ìåòàëëû, èìåþòñÿ çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, ñïîñîáíûå 
ïåðåìåùàòüñÿ âíóòðè ïðîâîäíèêà ïîä äåéñòâèåì ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ. Òàêèå ÷àñòèöû íàçûâàþò ñâîáîäíûìè 
çàðÿäàìè. Â ìåòàëëàõ ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè ÿâëÿþòñÿ 
ýëåêòðîíû. Â 1 ñì3 ìåòàëëà ñîäåðæèòñÿ îêîëî 1023 ñâî-
áîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó ïðîâîäíèêè â ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîì ïîëå ïðîÿâëÿþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Íà êîíöàõ íåçàðÿæåííîãî ïðîâîäíèêà ïîñëå âíå-
ñåíèÿ åãî â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå èíäóöèðóþòñÿ (íà-
âîäÿòñÿ) çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Ýòî ÿâëåíèå 
íàçûâàþò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèåé.

2. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðè êàê çàðÿæåííîãî 
ïðîâîäíèêà, òàê è ïðîâîäíèêà, âíåñåííîãî âî âíåøíåå 
ïîëå, ðàâíî íóëþ.

3. Çàðÿä ïðîâîäíèêà ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà åãî ïîâåðõíî-
ñòè.

4. Âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà èìåþò îäèíàêî-
âûé ïîòåíöèàë.

5. Ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíû ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà.

Â äèýëåêòðèêàõ òàêæå ïðèñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ýëåê-
òðîíû, îäíàêî èõ êîíöåíòðàöèÿ ñîñòàâëÿåò 103 ÷ 106 ñì–3, 
ò. å. çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â ìåòàëëàõ. Àòîìû è ìî-
ëåêóëû ñîñòîÿò èç ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö — 
ÿäåð è îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö — ýëåêòðîíîâ. 
ßäðà è ýëåêòðîíû â íåéòðàëüíûõ àòîìàõ îáðàçóþò ñâÿ-
çàííûå çàðÿäû, êîòîðûå íå ìîãóò ïîä äåéñòâèåì ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ ïî äèýëåêòðèêó. 
Â íåïîëÿðíîì äèýëåêòðèêå öåíòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëî-
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æèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ â ìîëåêóëå ñîâïà-
äàþò, â ïîëÿðíîì äèýëåêòðèêå — íå ñîâïàäàþò. Ìîëåêó-
ëà ïîëÿðíîãî äèýëåêòðèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèïîëü — 
ýëåêòðîíåéòðàëüíóþ ñèñòåìó äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, 
ðàâíûõ ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó, è íà-
õîäÿùèõñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.

Âíåøíåå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå çàñòàâëÿåò ýëåê-
òðîíû ñìåùàòüñÿ ïðîòèâ ïîëÿ, ïîëîæèòåëüíûå ÿäðà — 
ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ, ò. å. èç íåïîëÿðíîãî äèýëåêòðèê 
ñòàíîâèòñÿ ïîëÿðíûì. Âíåøíåå ïîëå îêàçûâàåò òàêæå 
îðèåíòèðóþùåå âîçäåéñòâèå êàê íà ïîëÿðíûå, òàê è íà 
íåïîëÿðíûå ìîëåêóëû: èõ ñâÿçàííûå çàðÿäû ñìåùàþò-
ñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, èõ ñîáñòâåííîå ïîëå íà-
ïðàâëåíî ïðîòèâ âíåøíåãî. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïî-
ëÿðèçàöèåé äèýëåêòðèêà (ñì. ðèñ. 143).

Ðèñ. 143

Òåïëîâîå äâèæåíèå ïðåïÿòñòâóåò òîìó, ÷òî âñå ìî-
ëåêóëû áóäóò îðèåíòèðîâàíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 
143. Â ðåçóëüòàòå íà ïîâåðõíîñòè äèýëåêòðèêà âîçíèêà-
åò ñâÿçàííûé çàðÿä. Âíóòðè äèýëåêòðèêà ñâÿçàííûé çà-
ðÿä ðàâåí íóëþ (ñì. ðèñ. 144).

Ðèñ. 144

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå ñóùåñòâóåò, ïðè-
÷åì åãî íàïðÿæåííîñòü â ε ðàç ìåíüøå íàïðÿæåííîñòè 
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ïîëÿ â âàêóóìå; ε — äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü 
ñðåäû (ε > 1).

Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ âíóòðè äèýëåêòðèêà, â ε ðàç ìåíüøå, ÷åì â âàêóó-
ìå. Íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìà-
ìè çàðÿäîâ, íàõîäÿùèìèñÿ âíóòðè äèýëåêòðèêà, òàêæå 
óìåíüøàþòñÿ â ε ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ âàêóóìîì:

K K KF F E E, , .= ε = ε ϕ = ϕ ε′ ′ ′

Çäåñü KF E, , ϕ′ ′ ′ — çíà÷åíèÿ ñèëû, íàïðÿæåííîñòè 
è ïîòåíöèàëà â äèýëåêòðèêå.

6. Ýëåêòðîåìêîñòü. 
Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð

Ýëåêòðîåìêîñòüþ ïðîâîäíèêà íàçûâàþò îòíîøåíèå 
çàðÿäà ïðîâîäíèêà Q ê åãî ïîòåíöèàëó φ:

 C = Q / φ. (8.16)

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî çàðÿä ïðîâîäíèêà ïðîïîð-
öèîíàëåí åãî ïîòåíöèàëó. Ïîýòîìó ýëåêòðîåìêîñòü íå 
çàâèñèò íè îò çàðÿäà, íè îò ïîòåíöèàëà è îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôîðìîé è ðàçìåðàìè ïðîâîäíèêà. Â ÷àñòíîñòè, øàð 
ðàäèóñîì R è çàðÿäîì Q èìååò ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòè 

Q Q
k
R R0

1
,

4
ϕ = =

πε
 ïîýòîìó åãî ýëåêòðîåìêîñòü

 C = 4πε0R. (8.17)
Ýëåêòðîåìêîñòüþ äâóõ ïðîâîäíèêîâ íàçûâàþò îòíî-

øåíèå çàðÿäà îäíîãî èç ïðîâîäíèêîâ ê ðàçíîñòè ïîòåí-
öèàëîâ ìåæäó ýòèìè ïðîâîäíèêàìè:

 

Q Q
C

u1 2

.= =
ϕ − ϕ

 (8.18)

Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå ïàðàë-
ëåëüíûå ïëàñòèíû, ðàçäåëåííûå ñëîåì äèýëåêòðèêà, òîë-
ùèíà êîòîðîãî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ïëàñòèí.
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Ïðè çàðÿäêå êîíäåíñàòîðà îäíà èç åãî ïëàñòèí (îá-
êëàäîê) ïîëó÷àåò ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, äðóãàÿ — ðàâ-
íûé ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûé çàðÿä.

Çàðÿäîì êîíäåíñàòîðà íàçûâàþò ìîäóëü çàðÿäà îäíîé 
èç ïëàñòèí.

Ïóñòü S — ïëîùàäü îäíîé èç ïëàñòèí, òîãäà ïî-
âåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà êàæäîé èç ïëàñòèí 

Q S.σ =
Â âàêóóìå êàæäàÿ ïëàñòèíà ñîçäàåò ïîëå ñ íàïðÿæåí-

íîñòüþ
( )E E1 2 02 .= = σ ε

Ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå ïëàñòèí íàõîäèì ïî ïðèíöèïó 
ñóïåðïîçèöèè E E E1 2= +

� � �
 (ñì. ðèñ. 145).

Ðèñ. 145

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ E1

�
 è E2

�
 â îáëàñòÿõ II è III (âíå 

ïëàñòèí) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó E 0.=
�

 Â îáëàñòè I (âíó-
òðè êîíäåíñàòîðà) íàïðÿæåííîñòü óäâàèâàåòñÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ íàïðÿæåííîñòüþ, ñîçäàâàåìîé îäíîé ïëàñòèíîé:

 E E1 02 .= = σ ε  (8.19)

Ðèñ. 146
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Ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 146. Ïî-
ñêîëüêó ïîëå â êîíäåíñàòîðå îêàçàëîñü îäíîðîäíûì, òî 
åãî íàïðÿæåííîñòü ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ïî ôîðìóëå

 E = u / d, (8.20)

ãäå u — ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ (íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå), d — ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàñòèíàìè.

Ýëåêòðîåìêîñòü ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà

 Ñ = ε0S / d. (8.21)

Êîãäà âñå ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñà-
òîðà çàïîëíåíî äèýëåêòðèêîì, ýëåêòðîåìêîñòü âîçðàñòà-
åò â ε ðàç:
 C = εC = εε0S / d. (8.22)

Çàðÿä êîíäåíñàòîðà
 q = Cu. (8.23)

Çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð îáëàäàåò ýíåðãèåé, êîòî-
ðóþ âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëàì

 Wp = qu / 2 = Cu2 / 2 = q2 / (2C). (8.24)

Êîíäåíñàòîðû ìîæíî ñîåäèíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî 
è ïàðàëëåëüíî.

Ðèñ. 147

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè (ñì. ðèñ. 147):
1. Çàðÿäû êîíäåíñàòîðîâ îäèíàêîâû: q1 = q2 = ... = qn.
2. Îáùåå íàïðÿæåíèå ðàâíî ñóììå íàïðÿæåíèé íà 

êîíäåíñàòîðàõ: u = u1 + u2 + ... + un.
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3. Åìêîñòü áàòàðåè ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ 
êîíäåíñàòîðîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 nC C C C1 2

1 1 1 1
... ,= + + +  (8.25)

ãäå Ci — åìêîñòü êîíäåíñàòîðîâ.
Ïðè n = 2 óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé 

C = C1C2 / (C1 + C2).

Ïðè C1 = C2 = ... = Cn = C0 (åìêîñòè âñåõ êîíäåíñàòîðîâ 

ðàâíû C0) 
C

C
n

0 .=

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè êîíäåíñàòîðîâ (ñì. 
ðèñ. 148):

Ðèñ. 148

1. Çàðÿä áàòàðåè ðàâåí ñóììå çàðÿäîâ êîíäåíñàòîðîâ:

q = q1 + q2 + ... + qn.

2. Íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ îäèíàêîâû:

u1 = u2 = ... = un = u.

3. Åìêîñòü áàòàðåè ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåí-
ñàòîðîâ
 C = C1 + C2 + ... + Cn. (8.26)
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ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. ×åòûðå ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäà q, Q, q, Q ñâÿçàíû ÷å-
òûðüìÿ íèòÿìè îäèíàêîâîé äëèíû, êàê ïîêàçàíî íà 
ðèñ. 149. Îïðåäåëèòü óãëû ìåæäó íèòÿìè.

Ðèñ. 149

Ð å ø å í è å
Òàê êàê íèòè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó l, òî çàðÿäû 

ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ðîìáà, óãëû êîòîðîãî α è β. 
Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ðîìáà

( ) ( )d l l l l2 2 2 2 2 2
1 2 2 cos 2 1 cos 4 sin 2 .= − α = − α = α

Àíàëîãè÷íî âûðàæàåì áî�ëüøóþ äèàãîíàëü

( )d l l l2 2 2 2 2
2 2 2 cos 4 sin 2 .= − β = β

Íà çàðÿä q äåéñòâóþò êóëîíîâñêèå ñèëû F1

�
 è F2

�
 ñî 

ñòîðîíû çàðÿäîâ Q. Ìîäóëè ýòèõ ñèë îäèíàêîâû, è ïî çà-
êîíó Êóëîíà KF F F k q Q l kqQ l2 2

1 2= = = =  q q Q Q( , ,= =  
òàê êàê ïî óñëîâèþ Q > 0 è q > 0). Êðîìå òîãî, íà çà-
ðÿä q äåéñòâóåò ñèëà îòòàëêèâàíèÿ F3

�
 ñî ñòîðîíû äðóãî-

ãî çàðÿäà q, ïðè÷åì ( )
q q

F k k
d l

2 2

3 2 2 2
1

.
4 sin 2

= =
α

 È, íàêîíåö, 

ê çàðÿäó q ïðèëîæåíû ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòåé T1

�
 è T2,

�
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ìîäóëè êîòîðûõ ðàâíû T, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèì-
ìåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðîåöèðóÿ óêàçàííûå 
ñèëû íà ìåíüøóþ äèàãîíàëü è ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàðÿä q íà-
õîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

 

( ) ( )
( ) ( )

3

3

2 cos 2 2 cos 2 0

2 cos 2 .

K

K

F F T

F T F

β + − β = ⇒

⇒ = − β  (1)

Ê çàðÿäó Q ñî ñòîðîíû çàðÿäîâ q ïðèëîæåíû: äâå 
îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ ñèëû FK = kqQ / l2, äâå ñèëû íà-
òÿæåíèÿ íèòè, ìîäóëè êîòîðûõ ðàâíû T, è ñèëà îò-
òàëêèâàíèÿ F4

�
 ñî ñòîðîíû äðóãîãî çàðÿäà Q, ïðè-

÷åì ( )
Q Q

F k k
d l

2 2

4 2 2 2
2

.
4 sin 2

= =
β

 Ïðîåöèðóÿ ýòè ñèëû íà 

áî�ëüøóþ äèàãîíàëü,

 

( ) ( )
( ) ( )

4

4

2 cos 2 2 cos 2 0

2 cos 2 .

K

K

F F T

F T F

α + − α = ⇒

⇒ = − α   (2)

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå (1) íà óðàâíåíèå (2), òîãäà 
( )
( )

F

F
3

4

cos 2
.

cos 2

β
=

α
 

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ F3 è F4, ïîëó÷àåì 

( )
( )

( )
( )

q

Q

2 2

2 2

sin 2 cos 2
.

sin 2 cos 2

β β
=

α α
 

Òàê êàê 
2 2 2

β π α= −
 

è cos cos sin ,
2 2 2 2

β π α α⎛ ⎞= − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 

à 2 2sin cos .
2 2

β α=  
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Òîãäà 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
3

2 2

2 2 3 2 3
3

2 3

cos 2 sin 2
tg 2

cos 2sin 2

tg 2 2 arctg

2arctg

q q

QQ

q Q q Q q Q

q Q

α α ⎛ ⎞= ⇒ = α ⇒⎜ ⎟αα ⎝ ⎠

α = = ⇒ α = ⇒

⇒ α =

2. Òîíêîå ïðîâîëî÷íîå êîëüöî ðàäèóñîì R íåñåò ýëåê-
òðè÷åñêèé çàðÿä q. Â öåíòðå êîëüöà ðàñïîëîæåí îä-
íîèìåííûé ñ q çàðÿä Q, ïðè÷åì Q � q. Îïðåäåëèòü 
ñèëó, ðàñòÿãèâàþùóþ êîëüöî (ñì. ðèñ. 150).

Ðèñ. 150 Ðèñ. 151

Ð å ø å í è å
Òàê êàê q ��Q, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâè-

åì ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà è ðàññìàòðè-
âàòü âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî ìåæäó ýëåìåíòàìè êîëüöà 
è çàðÿäîì Q. Âûäåëèì íà êîëüöå òî÷å÷íûé çàðÿä Δq, 
ðàñïîëîæåííûé íà äóãå êîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëî-

ìó óãëó α, òîãäà 
q

q .
2

Δ = α
π

 Íà ýëåìåíò êîëüöà äåéñòâóþò 

ñî ñòîðîíû çàðÿäà Q êóëîíîâñêàÿ ñèëà îòòàëêèâàíèÿ KF
�

:

2 22
K

q Q q Q
F k k

R R

Δ
= = α

π
 è ñèëû T, ðàñòÿãèâàþùèå êîëüöî 

(ñì. ðèñ. 150). 
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Çàïèñàâ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íà îñü X (ñì. ðèñ. 151), 
ïîëó÷èì

( ) ( )K KF T F T2 cos 2 2 0 2 sin 2 0.− π − α = ⇒ − α =

Òàê êàê óãîë α ìàë, òî sin α (α / 2) = α / 2 è ïîñëåäíåå óðàâ-

íåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå 
q Q q Q

k T T k
R R2 22 0 .

2 2
α − = ⇒ =

π π

3. Íà âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíå áîëüøèõ ðàçìåðîâ ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåí ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ñ ïîâåðõíîñò-
íîé ïëîòíîñòüþ σ = 3  ⋅  10–6 Êë/ì2. Íà ïðèêðåïëåííîé 
ê ïëàñòèíå íèòè ïîäâåøåí ìàëåíüêèé øàðèê ìàññîé 
m = 2 ã, íåñóùèé çàðÿä òîãî æå çíàêà, ÷òî è ïëàñòè-
íà. Íàéòè çàðÿä øàðèêà, åñëè íèòü îáðàçóåò ñ âåðòè-
êàëüþ óãîë α = 45° (ñì. ðèñ. 152).

Ðèñ. 152

Ð å ø å í è å
Ïëàñòèíà ñîçäàåò îäíîðîäíîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü 

êîòîðîãî E = σ / (2ε0). Ïîëå äåéñòâóåò íà çàðÿä q ñ ñèëîé 
FK = Eq = qσ / (2ε0). Êðîìå òîãî, íà çàðÿä äåéñòâóþò ñèëà 
òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè T.

�
 Ââîäèì îñè X è 

Y è çàïèñûâàåì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ:

( ) ( ) 7
0 0

sin 0, sin ,
tg

cos 0, cos ,

tg 2 2 tg 1,2 10  Кл.

K K K
F T T F F
T mg T mg mg

mg q q mg −

− α = α =⎧ ⎧
⇒ ⇒ α = ⇒⎨ ⎨α − = α =⎩ ⎩

⇒ α = σ ε ⇒ = ε α σ = ⋅
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4. Ïî êîëüöó ðàäèóñîì R ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí çàðÿä 
Q. Îïðåäåëèòü íàïðÿæåííîñòü è ïîòåíöèàë â öåíòðå 
êîëüöà, à òàêæå â òî÷êå, îòñòîÿùåé íà ðàññòîÿíèè 
h îò öåíòðà êîëüöà ïî ïåðïåíäèêóëÿðó ê åãî ïëîñêî-
ñòè.

Ð å ø å í è å
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q > 0. Çàðÿä, ðàñïðåäåëåííûé ïî 

êîëüöó, íåëüçÿ íàçâàòü òî÷å÷íûì íà íåáîëüøèõ ðàññòî-
ÿíèÿõ îò êîëüöà. Ðàçîáüåì çàðÿä Q íà òî÷å÷íûå çàðÿäû 
q = Q / N, ãäå N — ÷èñëî ýòèõ çàðÿäîâ. Êàæäûé òî÷å÷íûé 
çàðÿä ñîçäàåò â öåíòðå êîëüöà íàïðÿæåííîñòü, ìîäóëü 
êîòîðîé E = kq / R2.

1. Äâà òî÷å÷íûõ çàðÿäà, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíöàõ 
îäíîãî äèàìåòðà, ñîçäàþò â öåíòðå êîëüöà íàïðÿæåí-
íîñòü E E E1 2 0= + =

� � �
 (ñì. ðèñ. 153). Ïðèìåíèâ àíàëîãè÷-

íûé ïðèåì êî âñåì òî÷å÷íûì çàðÿäàì, íàõîäÿùèìñÿ íà 
êîëüöå, íàõîäèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòü â öåíòðå êîëüöà 

OE 0.=
�

Ðèñ. 153 Ðèñ. 154

Êàæäûé çàðÿä q â öåíòðå êîëüöà ñîçäàåò ïîòåíöè-
àë φ = kq / R, ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè

φ0 = Nφ = Nkq / R = kQ / R.

2. Ïóñòü AO = h (ñì. ðèñ. 154). Â òî÷êå A äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷å÷íûå çàðÿäû ñîçäàþò íàïðÿ-

æåííîñòè ( ) ( ) pE E kq AB kq R h E E E
2 2 2

1 2 1 2, .= = = + = +
� � �

h
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×åòûðåõóãîëüíèê ACDF — ðîìá, ïîýòîìó 
CAD DAF BAO KAO,∠ = ∠ = ∠ = ∠  

ò. å. âåêòîð pE
�

 íàïðàâëåí âäîëü AO; 

pE AO E CAD1 12 2 cos .= = ∠

Èç ΔBAO: BAO CAD AO AB h R h2 2cos cos .∠ = ∠ = = +

Ïîýòîìó pE E h R h1 2 22 .= +  Ñëåäóþùàÿ ïàðà òî÷å÷-
íûõ çàðÿäîâ äàåò òàêîé æå âåêòîð pE ,

�
 è ò. ä. Â òî÷êå 

A ïîëó÷èì N / 2 âåêòîðîâ pE .
�

Ñëåäîâàòåëüíî, 

( )

1 2 2

2 2 3 22 2 2 2

2
2 2

.

A p

N N h
E E E

R h
q h Qh

Nk k
R h R h R h

= = =
+

= =
+ + +

Êàæäûé çàðÿä q ñîçäàåò â òî÷êå A ïîòåíöèàë 

kq R h2 2 .ϕ = +  

Ïîòåíöèàë òî÷êè A: 

A N kQ R h2 2 .ϕ = ϕ = +

5. Äâå ïëîñêèå îäèíàêîâûå ïëàñòèíû, ïëîùàäüþ S êàæ-
äàÿ, íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè d, ìàëîì ïî ñðàâíåíèþ 
c èõ ðàçìåðàìè. Íà îäíîé èç ïëàñòèí íàõîäèòñÿ çà-
ðÿä +q, íà äðóãîé +3q. Îïðåäåëèòü: 1) ñèëó âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè; 2) íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýòîé ñèñòåìîé; 3) ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ïëàñòèíàìè; 4) ðàáîòó ïî 
ïåðåìåùåíèþ çàðÿäà Q èç òî÷êè A â òî÷êó B, åñëè 
AB = l è çàäàí óãîë α ìåæäó AB è íîðìàëüþ ê ïëà-
ñòèíàì (ñì. ðèñ. 155).
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Ðèñ. 155

Ð å ø å í è å
1. Ïëàñòèíà 1 ñîçäàåò ïî îáå ñòîðîíû îäíîðîäíîå 

ïîëå, ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè êîòîðîãî E1 = σ1 / (2ε0) =
= q / (2ε0S). Ïëàñòèíà 2 ñîçäàåò ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ 
E2 = σ2 / (2ε0) = 3q / (2ε0S). Ðàñïðåäåëåííûé íà ïëàñòèíå 
2 çàðÿä 3q íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå ñ íàïðÿæåí-
íîñòüþ E1.

�
 Ðàçîáüåì çàðÿä 3q íà òî÷å÷íûå çàðÿäû Δqi. 

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä Δqi, F1 = ΔqiE1. Íà çàðÿä 3q 
äåéñòâóåò ñèëà

K i i

q q
F q E E q E q q

S S

2

1 1 1
0 0

3
3 3 .

2 2
= Δ = Δ = ⋅ = =

ε ε∑ ∑

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà òàêàÿ æå ïî ìîäóëþ 
ñèëà äåéñòâóåò íà ïëàñòèíó 1. Èòàê, ìåæäó ïëàñòèíàìè 
äåéñòâóåò ñèëà îòòàëêèâàíèÿ

FK = 3q2 / (2ε0S).

2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå E E E1 2.= +

� � �

Â òî÷êå C (ñëåâà îò ïëàñòèíû 1)

C

q q q
E E E

S S S1 2
0 0 0

3 2
.

2 2
= + = + =

ε ε ε

Â òî÷êå D (ìåæäó ïëàñòèíàìè)

D

q q q
E E E

S S S2 1
0 0 0

3
.

2 2
= − = − =

ε ε ε
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Â òî÷êå F (ñïðàâà îò ïëàñòèíû 2)

EF = E1 + E2 = 2q / (ε0S).

Ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 156.

Ðèñ. 156

3. Òàê êàê ïîëå ìåæäó ïëàñòèíàìè îäíîðîäíî, òî ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ïëàñòèíàìè u = EDd = qd / (ε0S).

4. Ðàáîòà ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ñèë ïðè ïåðåìåùåíèè 
çàðÿäà Q èç òî÷êè A â òî÷êó B A = Q(φA – φB). Òî÷êè A è 
N ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè, ò. å. φA = φN (ñì. ðèñ. 155). Âìåñòå ñ òåì φN < φB, òàê 
êàê ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ óáûâàåò â íà-
ïðàâëåíèè ñèëîâûõ ëèíèé. Çíà÷èò, 

φB – φN = EC(xN – xB) = ECl cos α,

φA – φB = φN – φB = –(φB – φN) = – ECl cos α.

C

qQ
A QE l l

S0

2
cos cos .= − α = − α

ε

Åñëè q è Q îäíîãî çíàêà, òî A < 0, ò. å. ïðè ïåðåìåùå-
íèè çàðÿäà èç A â B íåîáõîäèìî ñîâåðøàòü ðàáîòó ïðî-
òèâ ñèë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.

6. Äâå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, ìàññû êîòîðûõ ðàâíû 
m, à çàðÿäû q, äâèæóòñÿ èç áåñêîíå÷íîñòè íàâñòðå-
÷ó äðóã äðóãó ñî ñêîðîñòÿìè v è 2v. Íàéòè ìèíè-
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ìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ìîãóò ñáëèçèòüñÿ 
÷àñòèöû. Ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå íå ó÷è-
òûâàòü.

Ð å ø å í è å
Â ïðîöåññå ñáëèæåíèÿ íà ÷àñòèöû äåéñòâóþò êóëîíîâ-

ñêèå ñèëû îòòàëêèâàíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ 
ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Òàê êàê ìîäóëè íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé 
ðàçëè÷íû, òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå rmin ìåæäó ÷àñòè-
öàìè áóäåò â òîò ìîìåíò, êîãäà èõ îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-
ðîñòü îáðàòèòñÿ â íóëü. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ÷àñòè-
öû â ýòîò ìîìåíò èìåþò îäèíàêîâûå ñêîðîñòè u ≠ 0. Òàê 
êàê ÷àñòèöû îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó, òî åå èìïóëüñ 
ñîõðàíÿåòñÿ, ò. å. P1 = P2, ãäå P1 = 2mv – mv = mv — íà÷àëü-
íûé èìïóëüñ ñèñòåìû, à P2 = mu + mu = 2mu — êîíå÷íûé 
èìïóëüñ. Òàê êàê íà ÷àñòèöû â ïðîöåññå ñáëèæåíèÿ äåé-
ñòâóþò òîëüêî êóëîíîâñêèå ñèëû îòòàëêèâàíèÿ, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ êîíñåðâàòèâíûìè, òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñ-
òåìû ñîõðàíÿåòñÿ, ò. å. W1 = W2. W1 = mv2 / 2 + m(2v)2 / 2 =
= 5mv2 / 2 — íà÷àëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. 
W2 = mu2 / 2 + mu2 / 2 + kq2 / rmin = mu2 + kq2 / rmin — êîíå÷-
íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

2 2 2 2 2
2

min min

2 2 2

min 2
min

2 , 2,

5 5

2 2 4

9 4
.

4 9

mv mu u v

mv q mv mv q
mu k k

r r

mv q kq
k r
r mv

= =⎧ ⎧
⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨= + = +⎪ ⎪
⎩ ⎩

⇒ = ⇒ =

7. Íà òîíêîì çàêðåïëåííîì êîëüöå ðàäèóñîì R ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåí ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä q > 0. Êàêóþ 
íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü íóæíî ñîîáùèòü íàõîäÿùåéñÿ 
â öåíòðå êîëüöà ÷àñòèöå ìàññîé m ñ îòðèöàòåëüíûì 
çàðÿäîì –q, ÷òîáû îíà ìîãëà óäàëèòüñÿ îò êîëüöà 
â áåñêîíå÷íîñòü?
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Ð å ø å í è å
Â öåíòðå êîëüöà ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàðÿæåííîé 

÷àñòèöû ñêëàäûâàåòñÿ èç åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðîé îíà îáëàäàåò â ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì çàðÿäîì, ðàñïðåäåëåí-
íûì ïî êîëüöó, ò. å. ( )W mv q2

1 0 02 ,= + − ϕ  ãäå v0 — ñêî-
ðîñòü ÷àñòèöû â öåíòðå êîëüöà, φ0 — ïîòåíöèàë ïîëÿ 
â ýòîé òî÷êå. Íà î÷åíü áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò êîëüöà 
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ïðàêòè÷åñêè íå äåéñòâóåò íà 
÷àñòèöó, ò. å. åå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îáðàùàåòñÿ 
â íóëü. Ìèíèìàëüíàÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñî-
îòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî, çàìåäëÿÿñü ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿ-
æåíèÿ ê êîëüöó, ÷àñòèöà íà áåñêîíå÷íîñòè áóäåò èìåòü 
ñêîðîñòü, ðàâíóþ íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà áåñêîíå÷íî-
ñòè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû W2 = 0.

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

 W W mv q v q m2
1 2 0 0 0 02 0 2 .= ⇒ − ϕ = ⇒ = ϕ  (1)

Â çàäàíèè 4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàë ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿäîì q, êîòîðûé 
ðàñïðåäåëåí ïî êîëüöó, â öåíòðå ýòîãî êîëüöà ñîñòàâëÿåò 
φ0 = kq / R. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó (1), îêîí÷àòåëüíî 
ïîëó÷àåì ( )v q k mR0 2 .=

8. Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü èç äâóõ æåñòêî ñâÿçàííûõ 
çàðÿäîâ +q è –q (q > 0), ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòî-
ÿíèè L äðóã îò äðóãà, ïðîëåòàåò ïëîñêèé êîíäåí-
ñàòîð, ïëàñòèíû êîòîðîãî ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó 
ñ ïîñòîÿííîé ÝÄÑ Å. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü äèïîëÿ 
â öåíòðå êîíäåíñàòîðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åãî ñêî-
ðîñòü âäàëè îò êîíäåíñàòîðà ðàâíà v0. Ðàññòîÿíèå 
ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà d, ìàññà äèïîëÿ m 
(ñì. ðèñ. 157).
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Ðèñ. 157

Ð å ø å í è å
Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äèïîëÿ âäàëè îò êîíäåíñàòî-

ðà, ãäå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò, ðàâíà åãî êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè: W mv21 0 2.=  Â öåíòðå êîíäåíñàòîðà, 
ãäå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îäíîðîäíî, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ äèïîëÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ò. å.

W2 = mv2 / 2 + ((–q)φ1 + qφ2).

Çäåñü v — èñêîìàÿ ñêîðîñòü, φ1 è φ2 ïîòåíöèàëû òî-
÷åê ïîëÿ, â êîòîðûõ â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò íàõîäÿò-
ñÿ çàðÿäû –q è +q. Îòìåòèì, ÷òî –qφ1 + qφ2 = –q(φ1 – φ2), 
ïðè÷åì φ1 > φ2, èáî âåêòîð íàïðÿæåííîñòè E

�
 â ëþáîì 

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå, â êî-
òîðîì ïîòåíöèàë ïîëÿ óáûâàåò. Òîãäà φ1 – φ2 =EL, ãäå íà-
ïðÿæåííîñòü îäíîðîäíîãî ïîëÿ E = E / d. 

Èòàê, 
2

2 .
2

mv
W q L

d
= − E

 

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
2 2

20
1 2 0

2
.

2 2

mv mv q L
W W q L v v

d md
= ⇒ = − ⇒ = +E E

9. Â ïëîñêèé êîíäåíñàòîð äëèíîé L = 5 ñì âëåòàåò ýëåê-
òðîí ïîä óãëîì α = 15° ê ïëàñòèíàì. Ýëåêòðîí îáëà-
äàåò ýíåðãèåé W = 2,4  ⋅  10–16 Äæ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó 

E
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ïëàñòèíàìè d = 1 ñì. Îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèå íà ïëà-
ñòèíàõ êîíäåíñàòîðà u, ïðè êîòîðîì ýëåêòðîí ïðè 
âûõîäå èç ïëàñòèí áóäåò äâèãàòüñÿ ïàðàëëåëüíî èì 
(ñì. ðèñ. 158).

Ðèñ. 158

Ð å ø å í è å
Ïóñòü v0 — íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà. Åãî ýíåð-

ãèÿ 
mv

W
2
0 ,

2
=  ãäå m — ìàññà ýëåêòðîíà. Íà ýëåêòðîí 

äåéñòâóåò ñî ñòîðîíû ïîëÿ ñèëà ,KF e E=  ãäå E — íà-
ïðÿæåííîñòü ïîëÿ.

Â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ äåéñòâèåì ñèë òÿæåñòè íà ýëå-
ìåíòàðíûå ÷àñòèöû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ðàçëîæèì ñëîæ-
íîå äâèæåíèå ýëåêòðîíà íà äâà ïðîñòûõ: âäîëü îñè X, 
ïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíàì, è âäîëü îñè Y, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé ïëàñòèíàì. Íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò O ïîìåñòèì 
â òî÷êå âëåòà ýëåêòðîíà â êîíäåíñàòîð. Íà÷àëüíûå êî-
îðäèíàòû ýëåêòðîíà x0 = 0, y0 = 0; åãî íà÷àëüíûå ñêîðîñòè 
v0x = v0 cos α, v0y = v0 sin α. Óñêîðåíèå ax = 0, ñëåäîâàòåëüíî, 
â íàïðàâëåíèè X äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì 
ðàâíîìåðíûì. Óñêîðåíèå y Ka F m e E m const.= − = =  Ñëå-
äîâàòåëüíî, äâèæåíèå ïî îñè Y ÿâëÿåòñÿ ðàâíîïåðå-
ìåííûì.

Çàêîíû äâèæåíèÿ ïî îñè X:

vx(t) = v0 cos α, x(t) = x0 + v0xt = v0 cos α  ⋅  t.
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Çàêîíû äâèæåíèÿ ïî îñè Y:

( )

( )

0 0

2 2

0 0 0

sin ,

sin .
2 2

y y y

y
y

e E
v t v a t v t

m

a t e Et
y t y v t v t

m

= + = α −

= + + = α⋅ −

Èñêëþ÷èâ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âðåìÿ t = x / (v0cos α) 
è ïîäñòàâèâ åãî â ïîñëåäíåå, ïîëó÷èì

e E e Ex x
y v x x

v m v mv

2
2

0 2 2 2 2
0 0 0

sin tg .
cos 2 cos 2 cos

= α − ⋅ = α −
α α α

Ýòî óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Ìû äîêàçàëè, ÷òî çàðÿæåí-
íàÿ ÷àñòèöà, âëåòåâøàÿ ïîä óãëîì ê ñèëîâûì ëèíèÿì 
îäíîðîäíîãî ïîëÿ, áóäåò äâèãàòüñÿ â ýòîì ïîëå ïî ïàðà-
áîëå.

Â òî÷êå âûëåòà vy = 0, x = L, ïîýòîìó

( )0

0

sin 0,

cos .

v e E m t

v t L

⎧ α − =⎪
⎨

α⋅ =⎪⎩

Âûðàçèì èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âðåìÿ ïðîëåòà 
ýëåêòðîíà ÷åðåç êîíäåíñàòîð: t = L / (v0cos α). Èç ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàéäåì íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ 
â êîíäåíñàòîðå:

( )
2

0 0 0

0

2
0

sin sin
2sin cos

cos 2

1
sin2 sin2 .

2

mv mv mv
E

e t e L v e L

mv W

e L e L

α α= = = α α =
α

= α = α

Íàïðÿæåíèå íà ïëàñòèíàõ u = Ed, ò. å. 

sin2 150 B.
d W

u
L e

= α =
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10. Äâà êîíäåíñàòîðà, åìêîñòè êîòîðûõ C1 è C2, ñîåäèíå-
íû ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó ñ íà-
ïðÿæåíèåì u. Îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðàõ.

Ð å ø å í è å
Ïóñòü u1 è u2 — íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ, òîã-

äà çàðÿäû íà íèõ ðàâíû C1u1 è C2u2. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ êîíäåíñàòîðîâ, ïîëó÷èì 
ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )
( )

( )
( )

2 1 2 11 1 2 2 1 2 1 2

1 2 2 1 1 21 1 2 1

,, ,

, .,

u C C uC u C u u C u C C

u u u u C u C Cu C C u u

⎧ == = +⎧⎧ ⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨+ = = ++ = ⎪⎩ ⎪ ⎩⎩

11. Îïðåäåëèòü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êàìè A è 
B â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 159.

Ðèñ. 159

Ð å ø å í è å
Ïðîñòàâèì äîïîëíèòåëüíî òî÷êè M è N íà ñõåìå. 

Êîíäåíñàòîðû C1 è C2 ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî, íà-
ïðÿæåíèå íà íèõ ðàâíî ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó 
òî÷êàìè M è N: φM – φN = u. Â íàøåé çàäà÷å

1

2

,

.
M B

B N

ϕ − ϕ =⎧
+ ⎨ϕ − ϕ =⎩

E

E

Ïîñëå ñëîæåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé íàéäåì, ÷òî 

φM – φN = E1 + E2 = u.

E2E1
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Íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå C1 φM – φA = u1. Íàïðÿ-
æåíèå íà êîíäåíñàòîðå C2 φA – φN = u2. Òîãäà ïî ñâîéñòâàì 
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ êîíäåíñàòîðîâ ìîæíî ñî-
ñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

1 2 1 2

1 1 2 2

,

.

u u u

C u C u

+ = = +⎧
⎨ =⎩

E E

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè çàäàíèÿ 10, íàéäåì

u1 = (E1 + E2)C2 / (C1 + C2) è u1 = (E1 + E2)C2 / (C1 + C2).

Èòàê,

1 1 1 1 2
1 1

1 1 2

.M B
A B

M A

C C
u

u C C

ϕ − ϕ =⎧ −⇒ ϕ − ϕ = − =⎨ϕ − ϕ = +⎩

E E E
E

12. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C1 ïðè ïîìîùè ïåðåêëþ÷àòå-
ëÿ K ïðèñîåäèíÿþò ñíà÷àëà ê áàòàðåå ñ ÝÄÑ Å, à ïî-
òîì ê íåçàðÿæåííîìó êîíäåíñàòîðó åìêîñòüþ C2 (ñì. 
ðèñ. 160). Íàéòè çàðÿä, êîòîðûé ïîÿâèòñÿ íà êîíäåí-
ñàòîðå C2.

Ðèñ. 160

Ð å ø å í è å
Ïóñòü êëþ÷ K íàõîäèòñÿ â ëåâîì ïîëîæåíèè, òîãäà 

êîíäåíñàòîð C1 ïîäñîåäèíåí ê èñòî÷íèêó ÝÄÑ; êîíäåíñà-
òîð C2 îò èñòî÷íèêà îòêëþ÷åí. Êîíäåíñàòîð C1 çàðÿæàåò-
ñÿ äî íàïðÿæåíèÿ Å, åãî çàðÿä q0 = C1E.

Ïåðåáðîñèâ êëþ÷ â ïðàâîå ïîëîæåíèå, ìû îòñîåäè-
íÿåì èñòî÷íèê îò êîíäåíñàòîðîâ, îáðàçóåòñÿ çàìêíóòàÿ 
öåïü èç äâóõ êîíäåíñàòîðîâ C1 è C2. Êîíäåíñàòîð C1 áó-
äåò ðàçðÿæàòüñÿ, êîíäåíñàòîð C2 — çàðÿæàòüñÿ. Ïðîöåññ 
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà 

E
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ïîòåíöèàëû âåðõíèõ è íèæíèõ ïëàñòèí êîíäåíñàòîðîâ 
íå ñòàíóò ðàâíûìè. Çíà÷èò, è ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ (íà-
ïðÿæåíèÿ) íà êîíäåíñàòîðàõ ðàâíû: u1 = u2 = u. Íà êîí-
äåíñàòîðå C1 îñòàíåòñÿ çàðÿä C1u, à íà êîíäåíñàòîðå C2 
ïîÿâèòñÿ çàðÿä C2u. Ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà êîí-
äåíñàòîðû îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Ïî çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ çàðÿäà

( ) ( )0 1 2 1 1 2 1 1 2 .q C u C u C C C u u C C C= + ⇒ = + ⇒ = +E E

Íà êîíäåíñàòîðå C2 ïîÿâèòñÿ çàðÿä 

q2 = C2u = C1C2E / (C1 + C2).

13. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C1 = 4 ìêÔ çàðÿæåí äî ðàçíîñòè 
ïîòåíöèàëîâ u1 = 10 Â. Êàêîé çàðÿä áóäåò íà ïëàñòè-
íàõ ýòîãî êîíäåíñàòîðà, åñëè ê íåìó ïîäêëþ÷èòü äðó-
ãîé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C2 = 6 ìêÔ, çàðÿæåííûé äî 
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ u2 = 20 Â? Ñîåäèíåíû ïëàñòèíû, 
èìåþùèå çàðÿäû ðàçíûõ çíàêîâ (ñì. ðèñ. 161).

Ðèñ. 161

Ð å ø å í è å
Äî ñîåäèíåíèÿ çàðÿä ïåðâîãî êîíäåíñàòîðà q1 = C1u1, 

à çàðÿä âòîðîãî q2 = C2u2. Ïîñëå ñîåäèíåíèÿ ïëàñòèí 
ïðîâîäíèêàìè íà÷èíàåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ 
ïëàñòèí. Êàê îòìå÷àëîñü â çàäàíèè 12, ýòîò ïðîöåññ 
ïðîäîëæàåòñÿ äî âûðàâíèâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïðàâûõ 
è ñîîòâåòñòâåííî ëåâûõ ïëàñòèí. Çíà÷èò, ïîñëå ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà êîíäåíñà-
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òîðàõ ðàâíû u. Çàðÿä ïåðâîãî êîíäåíñàòîðà ñòàíåò ðàâ-
íûì C1u, à âòîðîãî — C2u.

Ïðàâûå ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðîâ (êàê è ëåâûå) îáðà-
çóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó, ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóì-
ìà èõ çàðÿäîâ ïîñòîÿííà. Äî ñîåäèíåíèÿ ñóììà çàðÿ-
äîâ ïðàâûõ ïëàñòèí C2u2 – C1u1 > 0, ïîñëå ñîåäèíåíèÿ 
C1u + C2u = (C1 + C2)u. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )C u C u C C u u C u C u C C2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 .− = + ⇒ = − +

Çàðÿä ïåðâîãî êîíäåíñàòîðà
( ) ( ) 5

1 1 1 2 2 1 1 1 2 3,2 10  Кл.q C u C C u C u C C −= = − + = ⋅′

Ïðàâûå ïëàñòèíû çàðÿäÿòñÿ ïîëîæèòåëüíî, à ëå-
âûå — îòðèöàòåëüíî.

14. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð çàïîëíåí äèýëåêòðèêîì, ïðî-
íèöàåìîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ íà êîí-
äåíñàòîðå ïî çàêîíó ε = αu, ãäå α = 1 Â–1. Ïàðàëëåëüíî 
ýòîìó êîíäåíñàòîðó, êîòîðûé âíà÷àëå íå çàðÿæåí, 
ïîäêëþ÷àþò òàêîé æå êîíäåíñàòîð, íî áåç äèýëåê-
òðèêà, êîòîðûé çàðÿæåí äî íàïðÿæåíèÿ u0 = 156 Â. 
Îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèå, êîòîðîå óñòàíîâèòñÿ íà êîí-
äåíñàòîðàõ (ñì. ðèñ. 162).

Ðèñ. 162

Ð å ø å í è å
C — åìêîñòü êîíäåíñàòîðà áåç äèýëåêòðèêà, Cu0 — 

íà÷àëüíûé çàðÿä íà íåì, εC — åìêîñòü êîíäåíñàòîðà 
ñ äèýëåêòðèêîì. Ïîñëå ñîåäèíåíèÿ êîíäåíñàòîðîâ íà íèõ 
óñòàíàâëèâàåòñÿ îäèíàêîâîå íàïðÿæåíèå u, çàðÿäû êîí-
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äåíñàòîðîâ ñòàíóò ðàâíûìè Cu è εCu = αu2C. Ïî çàêîíó 
ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Cu Cu u C u u u2 2
0 0 0.= + α ⇒ α + − =

Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
u > 0, íàõîäèì

01 1 4
12 B.

2

u
u

− + + α
= =

α

15. Ìåæäó ïëàñòèíàìè ïëîñêîãî âîçäóøíîãî êîíäåíñàòî-
ðà (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàñòèíàìè d, ïëîùàäü êàæäîé 
ïëàñòèíû S) ââîäèòñÿ ïàðàëëåëüíî ïëàñòèíàì ìåòàë-
ëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà, òîëùèíà êîòîðîé d1 < d. Îïðåäå-
ëèòü åìêîñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ êîíäåíñàòîðà.

Ð å ø å í è å
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà, â êî-

òîðûé ââåäåíà ïëàñòèíêà, ïîäàíî íàïðÿæåíèå. Òàê êàê 
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå íå ïðîíèêàåò âíóòðü ìåòàëëè-
÷åñêîãî ïðîâîäíèêà, òî ïîëå âíóòðè êîíäåíñàòîðà ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå, íå çàíÿòîì ïëàñòèíêîé 
(ñì. ðèñ. 163, à).

à á
Ðèñ. 163

Íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè íàâîäÿòñÿ çàðÿäû ðàçíûõ 
çíàêîâ, íî âñÿ ïëàñòèíêà ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ ðàâíîãî ïîòåíöèàëà (ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõ-
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íîñòüþ). Ïîýòîìó êîíäåíñàòîð ñ ââåäåííîé ìåòàëëè÷å-
ñêîé ïëàñòèíêîé ýêâèâàëåíòåí äâóì ïîñëåäîâàòåëüíî 
ñîåäèíåííûì êîíäåíñàòîðàì (ñì. ðèñ. 163, á). Åìêîñòü 

0
1 ,

S
C

x

ε=  à åìêîñòü 
S

C
d d x

0
2

1

.
ε=

− −
 Èñêîìàÿ åìêîñòü C 

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíå-
íèÿ:

d d x d d Sx
C

C C C S S S d d
1 1 0

1 2 0 0 0 1

1 1 1
.

− − − ε= + = + = ⇒ =
ε ε ε −

Êàê âèäíî, åìêîñòü C íå çàâèñèò îò x, ò. å. îò òîãî, 
â êàêîì ìåñòå ââåäåíà ïëàñòèíêà. Åñëè òîëùèíà ïëà-
ñòèíêè ìàëà (d1 → 0), òî åìêîñòü êîíäåíñàòîðà íå èçìå-
íÿåòñÿ.

16. Â ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð ñ ðàññòîÿíèåì 
d ìåæäó ïëàñòèíàìè ââîäèòñÿ ïàðàëëåëüíî èì äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà, òîëùèíà êîòîðîé d1 < d. 
Îïðåäåëèòü åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, åñëè äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíêè ε, ïëîùàäü 
ïëàñòèí è ïëàñòèíêè S.

Ð å ø å í è å
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà ñ äèý-

ëåêòðèêîì ïîäàíî íàïðÿæåíèå. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðî-
íèêàåò â äèýëåêòðèê, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ 
ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ íà åãî ïîâåðõíîñòè. Åñëè ïîâåðõíîñòü 
ïëàñòèíêè ïîêðûòü î÷åíü òîíêèì ïðîâîäÿùèì ñëîåì, 
òî, êàê ïîêàçàíî â çàäàíèè 15, íà åãî ïîâåðõíîñòÿõ ïî-
ÿâÿòñÿ çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Ýëåêòðè÷åñêîå 
ïîëå â êîíäåíñàòîðå íå èçìåíèòñÿ, êàê íå èçìåíèòñÿ 
è åãî åìêîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþòñÿ òðè ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðà, åìêîñòè êîòîðûõ: 
C1 = ε0S / x, C2 = εε0S / d1, C3 = ε0S / (d – d1 – x) (ñì. ðèñ. 164). 
Îáùóþ åìêîñòü C íàõîäèì ïî ôîðìóëå
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( ) ( )( )

1 1 1 1

1 2 3 0 0 0 0 0

1
0 1

0

1 1 1 1

1
1 .

d d d x d d dx

C C C C S S S S S

d d
C S d d

S

− − −= + + = + + = + =
ε εε ε ε εε

ε + − ε
= ⇒ = εε ε + − ε

εε

à á
Ðèñ. 164

Åìêîñòü êîíäåíñàòîðà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïëàñòèíêîé 
íå çàâèñèò îò x, ò. å. îò òîãî, ãäå ââåäåíà ïëàñòèíêà.

17. Ìåæäó ïëàñòèíàìè ïëîñêîãî âîçäóøíîãî êîíäåíñàòî-
ðà ïàðàëëåëüíî èì ðàñïîëîæåíà ïëàñòèíêà èç äèý-
ëåêòðèêà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε = 2. Åå 
òîëùèíà âäâîå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëàñòèíà-
ìè êîíäåíñàòîðà. Êîíäåíñàòîð ïîäêëþ÷åí ê èñòî÷íè-
êó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ u. Ïëàñòèíêó èçâëåêàþò 
èç êîíäåíñàòîðà ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà. Êàêóþ 
ðàáîòó ïðè ýòîì ñîâåðøàþò ñèëû ýëåêòðîñòàòè÷åñêî-
ãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà? Åìêîñòü êîíäåíñàòîðà áåç ïëà-
ñòèíû ðàâíà C0.

Ð å ø å í è å
S — ïëîùàäü ïëàñòèí, d — ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, 

òîãäà C0 = ε0S / d. Êîãäà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà 
íàõîäèòñÿ â êîíäåíñàòîðå, åãî åìêîñòü C = εε0S / (εd +
+ (1 – ε)d1) (ñì. çàäàíèå 16). Ïðè ε = 2 è d1 = d / 2 C =
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= 4ε0S / (3d) = (4 / 3)C0. Çàðÿä êîíäåíñàòîðà Q = Cu =
= (4 / 3)C0u, à åãî ýíåðãèÿ W1 = Cu2 / 2 = (2 / 3)C0u2. Åñëè 
èñòî÷íèê îòêëþ÷åí, òî ïðè èçâëå÷åíèè ïëàñòèíêè çàðÿä 
êîíäåíñàòîðà îñòàíåòñÿ ïîñòîÿííûì, à åãî åìêîñòü óìåíü-
øèòñÿ äî C0. Ýòî ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ýíåðãèè êîíäåí-
ñàòîðà, êîòîðàÿ ñòàíåò ðàâíîé W2 = Q2 / (2C0) = (8 / 9)C0u2. 
Èçìåíåíèå ýíåðãèè ΔW = W2 – W1 = (2 / 9)C0u2 > 0. Òàê 
êàê èñòî÷íèê îòêëþ÷åí, òî ðàáîòà êîíñåðâàòèâíûõ ñèë 
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ A = – ΔW = –(2 / 9)C0u2. Âíåø-
íèå ñèëû ïðè ýòîì áóäóò ïðîèçâîäèòü ðàâíóþ ïî ìîäó-
ëþ ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó.

18. Îïðåäåëèòü çàðÿäû êîíäåíñàòîðîâ â ñõåìå, ïîêàçàí-
íîé íà ðèñ. 165.

Ðèñ. 165

Ð å ø å í è å
Ïðîñòàâèì çíàêè çàðÿäîâ ïëàñòèí. Îáîçíà÷èì íà-

ïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ u1, u2, u3. Çàðÿäû êàæäîãî 
êîíäåíñàòîðà: q1 = C1u1, q2 = C2u2, q3 = C3u3. Òàê êàê òðè 
ïëàñòèíû ñõîäÿòñÿ â îäíîé òî÷êå A, íåïîñðåäñòâåííî íå 
ïîäêëþ÷åííîé ê èñòî÷íèêàì, òî èõ ñóììàðíûé çàðÿä ðà-
âåí íóëþ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: 

C1u1 + C2u2 – C3u3 = 0.

Îáõîäÿ çàìêíóòûé êîíòóð MNAKM ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå E1 = u3 + u1. Îáõîäÿ çàìêíóòûé 
êîíòóð AFENA ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå E2 = u3 + u2.

E2E1
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Ýòè óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ñèñòåìó

( ) ( )

1 1 2 2 3 3 1 1 3

1 3 1 2 2 3

2 3 2 1 1 3 2 2 3 3 3

0, ,

, ,

, 0.

C u C u C u u u

u u u u

u u C u C u C u

⎧⎧ + − = = −
⎪⎪ = + ⇔ = −⎨ ⎨

⎪ ⎪= + − + − − =⎩ ⎩

E

E E

E E E

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì 

1 1 2 2
3

1 2 3

;
C C

u
C C C

+=
+ +
E E

2 1 3 1 2 2
1 1 3

1 2 3

;
C C C

u u
C C C

+ −= − =
+ +

E E E
E

 

1 2 3 2 1 1
2 2 3

1 2 3

.
C C C

u u
C C C

+ −= − =
+ +

E E E
E

Çàðÿäû êîíäåíñàòîðîâ íàéäåì, óìíîæèâ íàïðÿæåíèÿ 
íà ñîîòâåòñòâóþùèå åìêîñòè.
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ÇÀÊÎÍÛ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ ÒÎÊÀ

1. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê

Ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîå äâè-
æåíèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ âäîëü ïðîâîä-
íèêà. Çà íàïðàâëåíèå òîêà ïðèíèìàþò íàïðàâëåííîå 
äâèæåíèå ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Åñëè òîê 
îáðàçîâàí äâèæåíèåì îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, 
òî íàïðàâëåíèå òîêà ñ÷èòàþò ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâ-
ëåíèþ äâèæåíèÿ ýòèõ ÷àñòèö.

Ýëåêòðè÷åñêèé òîê ìîæåò ïðîèçâîäèòü òåïëîâûå, õè-
ìè÷åñêèå è ìàãíèòíûå äåéñòâèÿ.

Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé òîêà ÿâëÿåòñÿ ñèëà 
òîêà
 I = Δq / Δt = const, (9.1)

ãäå Δq — çàðÿä, ïðîøåäøèé ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå 
ïðîâîäíèêà çà âðåìÿ Δt.

Åñëè ñèëà òîêà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ìåíÿåòñÿ, òî 
òîê íàçûâàþò ïîñòîÿííûì. Ñèëà òîêà çàâèñèò îò çàðÿ-
äà q0 ÷àñòèö, îáðàçóþùèõ ýëåêòðè÷åñêèé òîê, êîíöåí-
òðàöèè n ýòèõ ÷àñòèö, ñêîðîñòè v èõ óïîðÿäî÷åííîãî 
äâèæåíèÿ, ïëîùàäè S ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà 
è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

 I q nvS0 .=  (9.2)

Â îáùåì ñëó÷àå òîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, åãî 
ìãíîâåííîå çíà÷åíèå i(t) åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò çàðÿäà q(t) 
ïî âðåìåíè:
 i(t) = q′(t). (9.3)
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Ðèñ. 166

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ çàâèñèìîñòü òîêà îò âðå-
ìåíè i(t) (ñì. ðèñ. 166). Çàðÿä, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç ïî-
ïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè 
Δt = t2 – t1, ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðà-
ïåöèè ABCD:

 
( ) ( )

t

ABCD
t

q t S i t t
2

1

d .= = ∫  (9.4)

Ïëîòíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íàçûâàþò îòíîøå-
íèå ñèëû òîêà I ê ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîä-
íèêà S:
 j = I / S. (9.5)

Äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ è ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííîãî 
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â âåùåñòâå íåîáõîäèìû:

1) ñâîáîäíûå çàðÿäû;
2) ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿäû â îïðåäåëåííîì íà-

ïðàâëåíèè.
Â ìåòàëëàõ, íàïðèìåð, ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè ÿâëÿþò-

ñÿ ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû. Äëÿ ñîçäàíèÿ ñèëû, äåéñòâóþ-
ùåé íà çàðÿäû, ê êîíöàì ïðîâîäíèêà ïðèêëàäûâàþò ïî-
ñòîÿííóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ. Â ðåçóëüòàòå â ïðîâîä-
íèêå âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå äåéñòâóåò 
íà ñâîáîäíûå çàðÿäû ñ ñèëîé F q E0 ,=  ãäå E — íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ. Ýòà ñèëà çàñòàâëÿåò ñâîáîäíûå çàðÿäû 
ñìåùàòüñÿ âäîëü ïðîâîäíèêà.
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2. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà. 
Çàêîí Îìà äëÿ îäíîðîäíîãî ó÷àñòêà öåïè. 

Ïîñëåäîâàòåëüíîå è ïàðàëëåëüíîå 
ñîåäèíåíèå ïðîâîäíèêîâ

Ïðîâîäíèê õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ñîïðîòèâëåíèåì 
R ýëåêòðè÷åñêîìó òîêó. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà çà-
âèñèò îò åãî ðàçìåðîâ, à òàêæå âåùåñòâà, èç êîòîðîãî îí 
èçãîòîâëåí, è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

 

l
R

S
,= ρ  (9.6)

ãäå l — äëèíà ïðîâîäíèêà, S — ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå-
÷åíèÿ, ρ — óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå.

Ó÷àñòîê ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, íå ñîäåðæàùèé èñòî÷-
íèêîâ òîêà, íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Îäíîðîäíûé ó÷à-
ñòîê öåïè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîâîäíèê ñîïðî-
òèâëåíèåì R. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê íà îäíîðîäíîì ó÷àñò-
êå ïðîòåêàåò îò òî÷åê ñ áîëüøèì ïîòåíöèàëîì ê òî÷êàì 
ñ ìåíüøèì ïîòåíöèàëîì.

Çàêîí Îìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñèëà òîêà â ïðîâîäíèêå 
ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåíèþ (ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ) 
íà ïðîâîäíèêå è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà åãî ñîïðîòèâ-
ëåíèþ:
 I = u / R = (φ1 – φ2) / R. (9.7)

Ïðîâîäíèêè ìîæíî ñîåäèíÿòü â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè 
ïîñëåäîâàòåëüíî è ïàðàëëåëüíî.

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè (ñì. ðèñ. 167):

Ðèñ. 167

1. Ñèëà òîêà â ïðîâîäíèêàõ îäèíàêîâà:

I1 = I2 = ... = In = I.
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2. Íàïðÿæåíèå ðàâíî ñóììå íàïðÿæåíèé íà ïðîâîä-
íèêàõ:

u = u1 + u2 + ... + un.

3. Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî ñóììå ñîïðîòèâëåíèé 
ïðîâîäíèêîâ:
 R = R1 + R2 + ... + Rn.  (9.8)

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè (ñì. ðèñ. 168):

Ðèñ. 168

1. Îáùèé òîê ðàâåí ñóììå òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ ÷åðåç 
ïðîâîäíèêè:

I = I1 + I2 + ... + In.

2. Íàïðÿæåíèå íà ïðîâîäíèêàõ îäèíàêîâî:

u1 = u2 = ... = un.

3. Ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ñîñòî-
ÿùåãî èç ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ïðîâîäíèêîâ, ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

 
nR R R R1 2

1 1 1 1
... .= + + +  (9.9)

Èç ôîðìóëû (9.9) ïîëó÷àåì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:
1) ïðè n = 2  R = R1R2 / (R1 + R2); 
2) ïðè R1 = R2 = ... = Rn = R0  R = R0 / n.
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3. Ðàáîòà è ìîùíîñòü òîêà

Ïðè ïåðåìåùåíèè çàðÿäà Δq ïî ïðîâîäíèêó ñèëû ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîâåðøàþò ðàáîòó A = Δq(φ1 – φ2) = Δqu. 
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé òîê ñîâåðøàåò 
ðàáîòó. Åñëè òîê I ïîñòîÿííûé, òî çà âðåìÿ Δt ïî ïðî-
âîäíèêó ïðîòåêàåò çàðÿä Δq = IΔt è ðàáîòà ýëåêòðè÷åñêî-
ãî òîêà
 A = IuΔt. (9.10)

Ïî çàêîíó Îìà I = u / R, ïîýòîìó

 
u

A t
R

2

.= Δ  (9.11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u = IR, ïîëó÷àåì åùå îäíó ôîðìóëó 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû:

 A = I2RΔt. (9.12)

Â ñëó÷àå êîãäà ïðîâîäíèê îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì, íå 
ñîâåðøàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ðàáîòà è òîê íå ïðîèçâîäèò 
õèìè÷åñêèõ äåéñòâèé, ðàáîòà èäåò íà óâåëè÷åíèå âíó-
òðåííåé ýíåðãèè ïðîâîäíèêà. Ïðîâîäíèê ïðè ýòîì íà-
ãðåâàåòñÿ. Èòàê, ïðè ïðîòåêàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà 
â ïðîâîäíèêå âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

 Q = IuΔt = (u2 / R)Δt = I2RΔt. (9.13)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà áûëà óñòàíîâëåíà ýêñïåðèìåí-
òàëüíî è íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Äæîóëÿ — Ëåíöà.

Ìîùíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà
 P = A / Δt. (9.14)

ãäå A — ðàáîòà òîêà, Δt — âðåìÿ, çà êîòîðîå ýòà ðàáîòà 
ñîâåðøåíà.

Ìîùíîñòü òîêà ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ïî îäíîé èç ôîð-
ìóë:
 P = Iu = I2R = u2 / R. (9.15)
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4. Çàêîí Îìà äëÿ çàìêíóòîé 
ýëåêòðè÷åñêîé öåïè

Çàìêíóòàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîäåðæèò âíåøíèé 
ïðîâîäíèê ñîïðîòèâëåíèåì R è èñòî÷íèê òîêà, êîòîðûé 
õàðàêòåðèçóåòñÿ ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé (ÝÄÑ) E è âíó-
òðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì r (ñì. ðèñ. 169).

Ðèñ. 169

Ïðè ïðîòåêàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà I íà ó÷àñòêå 
öåïè îò òî÷êè B ê òî÷êå A (÷åðåç èñòî÷íèê) íà çàðÿäû 
äåéñòâóþò ñèëû íåýëåêòðè÷åñêîé ïðèðîäû. Ýòè ñèëû íà-
çûâàþòñÿ ñòîðîííèìè. Ïîä äåéñòâèåì ñòîðîííèõ ñèë ïî-
ëîæèòåëüíûé çàðÿä q ïåðåìåùàåòñÿ îò «–» ê «+» èñòî÷-
íèêà, äâèãàÿñü ïðîòèâ ñèëû ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî 
ïîëÿ âíóòðè èñòî÷íèêà. Ðàáîòà ñòîðîííèõ ñèë ïðè ïåðå-
ìåùåíèè çàðÿäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó íå ðàâíà íóëþ.

Ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà èñòî÷íèêà åñòü îòíîøåíèå 
ðàáîòû ñòîðîííèõ ñèë, ñîâåðøàåìîé ïî ïåðåìåùåíèþ çà-
ðÿäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ê âåëè÷èíå ýòîãî çàðÿäà:

 E = Añò / q. (9.16)

Ðàáîòà ñòîðîííèõ ñèë Añò = Eq, ãäå q = IΔt, ïîýòîìó 
Añò = EIΔt. Çà ñ÷åò ýòîé ðàáîòû íà âíóòðåííåì è âíåøíåì 
ñîïðîòèâëåíèÿõ âûäåëÿåòñÿ òåïëîòà, ðàâíàÿ ïî çàêîíó 
Äæîóëÿ — Ëåíöà Q = I2(R + r)Δt.

Òàê êàê Q = Añò, òî

 .I
R r

=
+
E  (9.17)
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Ôîðìóëà (9.17) âûðàæàåò çàêîí Îìà äëÿ çàìêíóòîé 
ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Âåëè÷èíà (R + r) íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì ñîïðîòèâëåíèåì öåïè.

Èç ôîðìóëû (9.17) ïîëó÷àåì, ÷òî E = IR + Ir. Ïðîèçâå-
äåíèå IR = u — íàïðÿæåíèå íà ïðîâîäíèêå ñîïðîòèâëåíè-
åì R, ò. å. íàïðÿæåíèå âî âíåøíåé öåïè. Ïðîèçâåäåíèå 
Ir — íàïðÿæåíèå íà âíóòðåííåì ñîïðîòèâëåíèè èñòî÷-
íèêà. Èòàê,

E = u + Ir,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåíèå âî âíåøíåé öåïè íå 
ðàâíî E; E = u ïðè r = 0, ò. å. êîãäà âíóòðåííèì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì èñòî÷íèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

5. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê â æèäêîñòÿõ. 
Çàêîíû ýëåêòðîëèçà

Ýëåêòðè÷åñêèé òîê ìîæåò ïðîòåêàòü íå òîëüêî â ìå-
òàëëàõ, íî è â ðàñïëàâàõ è ðàñòâîðàõ ýëåêòðîëèòîâ, 
êèñëîò, ùåëî÷åé è ñîëåé. Â ðàñòâîðàõ ïîä âëèÿíèåì 
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëÿðíûõ ìîëåêóë âîäû ýëåêòðî-
íåéòðàëüíàÿ ìîëåêóëà ðàñïàäàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíî 
è îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå èîíû (ÿâëåíèå ýëåêòðîëè-
òè÷åñêîé äèññîöèàöèè). Óïîðÿäî÷åííîå äâèæåíèå èîíîâ 
ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîçäàåò òîê. Ó âîä-
íûõ ðàñòâîðîâ è ðàñïëàâîâ — èîííàÿ ïðîâîäèìîñòü.

Êîíöåíòðàöèÿ çàðÿæåííûõ èîíîâ â ðàñòâîðàõ è ðàñ-
ïëàâàõ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû, ïîýòîìó ñî-
ïðîòèâëåíèå ýëåêòðîëèòîâ ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû óìåíü-
øàåòñÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûé èîí, îêàçàâ-
øèñü íà îòðèöàòåëüíîì ýëåêòðîäå (êàòîäå), ïðèñîåäèíÿ-
åò íåäîñòàþùèå åìó ýëåêòðîíû. Â ðåçóëüòàòå íà êàòîäå 
âûäåëÿåòñÿ èç ðàñòâîðà âåùåñòâî. Àíàëîãè÷íûå ïðîöåñ-
ñû íàáëþäàþòñÿ ó ïîëîæèòåëüíîãî ýëåêòðîäà (àíîäà), 
ê êîòîðîìó äâèæóòñÿ îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå èîíû. 
Ïðîöåññ âûäåëåíèÿ íà ýëåêòðîäå âåùåñòâà èç ðàñòâîðà 
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ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íàçû-
âàåòñÿ ýëåêòðîëèçîì.

Ïåðâûé çàêîí ýëåêòðîëèçà óòâåðæäàåò, ÷òî ìàññà âå-
ùåñòâà, âûäåëèâøàÿñÿ íà ýëåêòðîäå, ïðîïîðöèîíàëüíà 
çàðÿäó q, ïðîøåäøåìó ÷åðåç ýëåêòðîëèò:

 m = kq, (9.18)

ãäå k — ýëåêòðîõèìè÷åñêèé ýêâèâàëåíò âåùåñòâà.
Õèìè÷åñêèé ýêâèâàëåíò âåùåñòâà åñòü îòíîøåíèå 

ìîëÿðíîé ìàññû âåùåñòâà μ ê åãî âàëåíòíîñòè n.
Âòîðîé çàêîí ýëåêòðîëèçà óòâåðæäàåò, ÷òî ýëåêòðî-

õèìè÷åñêèé ýêâèâàëåíò âåùåñòâà ïðîïîðöèîíàëåí åãî 
õèìè÷åñêîìó ýêâèâàëåíòó:

 
k

F n

1
,

μ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
 (9.19)

ãäå F = 9,65  ⋅  104 Êë/ìîëü — ïîñòîÿííàÿ Ôàðàäåÿ.
Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî òîêà èç ôîðìóë (9.18) è (9.19) 

íàõîäèì

 
m q I t

F n F n

1 1
.

μ μ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (9.20)

6. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê 
â ãàçàõ. Ïëàçìà

Ìîëåêóëû ãàçîâ ýëåêòðîíåéòðàëüíû, ïîýòîìó ãàçû 
â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ íå ïðîâîäÿò ýëåêòðè÷åñêèé òîê. 
Ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (íàãðå-
âàíèå, ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è, α-èçëó÷åíèå) ìîëåêóëà ãàçà 
ðàñïàäàåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûé èîí è îòðè-
öàòåëüíî çàðÿæåííûé ýëåêòðîí. Â ãàçå ìîãóò îáðàçîâû-
âàòüñÿ è îòðèöàòåëüíûå èîíû èç-çà ïðèñîåäèíåíèÿ ýëåê-
òðîíîâ ê íåéòðàëüíûì àòîìàì.

Âíåøíèå èñòî÷íèêè, ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ â ãà-
çàõ ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé çàðÿäîâ, íàçûâàþò èîíèçàòîðà-
ìè. Ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàçîâàâøèå-
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ñÿ ïîëîæèòåëüíûå èîíû äâèæóòñÿ ê êàòîäó, à ýëåêòðî-
íû — ê àíîäó, ÷åðåç ãàç ïðîòåêàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê 
(ãàçîâûé ðàçðÿä).

Ýëåêòðè÷åñêèé ðàçðÿä, êîòîðûé ïðîèñõîäèò òîëüêî 
â ïðèñóòñòâèè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåãî âíåøíåãî èîíè-
çàòîðà, íàçûâàåòñÿ íåñàìîñòîÿòåëüíûì. Ïðè óâåëè÷åíèè 
íàïðÿæåíèÿ ìåæäó àíîäîì è êàòîäîì òîê âîçðàñòàåò, 
íî ëèøü äî îïðåäåëåííîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, íà-
çûâàåìîãî òîêîì íàñûùåíèÿ. Òîê íàñûùåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò òîìó, ÷òî âñå îáðàçîâàâøèåñÿ ïîä äåéñòâèåì èî-
íèçàòîðà ïîëîæèòåëüíûå èîíû è ýëåêòðîíû äîñòèãàþò 
ýëåêòðîäîâ. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ 
ýëåêòðîíû îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ýíåðãèåé, ÷òîáû èîíè-
çèðîâàòü íåéòðàëüíóþ ìîëåêóëó (èîíèçàöèÿ ýëåêòðîí-
íûì óäàðîì). Îáðàçóþùèåñÿ íîâûå ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû 
òàêæå âûçûâàþò èîíèçàöèþ äðóãèõ ìîëåêóë ãàçà. Ïðî-
èñõîäèò ëàâèíîîáðàçíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ýëåêòðîíîâ 
è èîíîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ðåçêî âîçðàñòàåò òîê ÷åðåç ãàç. 
Çàâèñèìîñòü òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ãàç, îò íàïðÿæå-
íèÿ ìåæäó ýëåêòðîäàìè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 170.

Ðèñ. 170

Ïðè íàïðÿæåíèè u > un ýëåêòðè÷åñêèé ðàçðÿä áîëüøå 
íå çàâèñèò îò âíåøíåãî èîíèçàòîðà. Òàêîé ðàçðÿä íàçû-
âàþò ñàìîñòîÿòåëüíûì. Ñàìîñòîÿòåëüíûìè â ãàçàõ ÿâëÿ-
þòñÿ òëåþùèé, èñêðîâîé è êîðîííûé ðàçðÿäû.

Ïðè ýëåêòðè÷åñêîì ðàçðÿäå â ãàçå íàáëþäàåòñÿ îñîáîå 
ñîñòîÿíèå âåùåñòâà, íàçûâàåìîå ïëàçìîé. Ïëàçìà — ýòî 
÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ èîíèçèðîâàííûé ãàç, â êîòîðîì 
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êîíöåíòðàöèÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ 
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò. Ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîíåé-
òðàëüíîé ñèñòåìîé.

7. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê 
â ïîëóïðîâîäíèêàõ

Ê ïîëóïðîâîäíèêàì îòíîñÿò âåùåñòâà, êîòîðûå çàíè-
ìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ïðîâîäíèêàìè, 
õîðîøî ïðîâîäÿùèìè ýëåêòðè÷åñêèé òîê, è äèýëåêòðè-
êàìè (èçîëÿòîðàìè), ïðàêòè÷åñêè íå ïðîâîäÿùèìè òîê. 
Ïîëóïðîâîäíèêàìè ÿâëÿþòñÿ: êðåìíèé Si, ãåðìàíèé Ge, 
èíäèé In, à òàêæå íåêîòîðûå õèìè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ.

Â êðèñòàëëå ïîëóïðîâîäíèêà, íàïðèìåð êðåìíèÿ Si, 
ñîñåäíèå àòîìû îáðàçóþò êîâàëåíòíóþ ñâÿçü, ïðè÷åì îò 
êàæäîãî àòîìà â îáðàçîâàíèè ýòîé ñâÿçè ó÷àñòâóåò ïî 
îäíîìó âàëåíòíîìó ýëåêòðîíó. Ýëåêòðîíû, îáðàçóþùèå 
êîâàëåíòíûå ñâÿçè, ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî âñåìó êðè-
ñòàëëó, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì ñâÿçàííûìè ñ àòîìàìè ïîëó-
ïðîâîäíèêà. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ïîëóïðîâîäíè-
êå ïðàêòè÷åñêè íåò ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé çàðÿäîâ è îí 
íå ïðîâîäèò ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ïðè ïîâûøåíèè òåì-
ïåðàòóðû íàñòóïàåò ðàçðûâ ÷àñòè êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé 
è â ïîëóïðîâîäíèêå ïîÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû. 
Ïðîâîäèìîñòü ïîëóïðîâîäíèêîâ, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷è-
åì ó íèõ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, íàçûâàþò ýëåêòðîííîé 
ïðîâîäèìîñòüþ.

Â òîì ìåñòå êðèñòàëëà ïîëóïðîâîäíèêà, ãäå ïðîèçî-
øåë ðàçðûâ êîâàëåíòíîé ñâÿçè, îáðàçóåòñÿ èçáûòî÷íûé 
ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, íàçûâàåìûé äûðêîé. Êîâàëåíò-
íàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ïðèñîåäèíåíèåì ñâÿ-
çàííîãî ýëåêòðîíà, îáåñïå÷èâàâøåãî äðóãèå êîâàëåíòíûå 
ñâÿçè. Ïðè ýòîì íà ìåñòå, ãäå êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ, äûðêà èñ÷åçàåò, à òàì, ãäå ýòà ñâÿçü ðàçðû-
âàåòñÿ, îáðàçóåòñÿ íîâàÿ äûðêà. Åñëè â ïîëóïðîâîäíèêå 
îòñóòñòâóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, äâèæåíèå äûðîê â íåì 
ïðîèñõîäèò õàîòè÷íî. Ïðè íàëè÷èè ýëåêòðè÷åñêîãî 
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ïîëÿ äûðêè ïåðåìåùàþòñÿ óïîðÿäî÷åííî â íàïðàâëåíèè 
ïîëÿ, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î äûðî÷íîé ïðîâîäèìîñòè. 
Îáùèé òîê â ïîëóïðîâîäíèêå I ðàâåí ñóììå äûðî÷íîãî 
Ip è ýëåêòðîííîãî In òîêîâ: I = Ip + In. Ýëåêòðîííàÿ è äû-
ðî÷íàÿ ïðîâîäèìîñòè íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííîé ïðîâîäè-
ìîñòüþ ïîëóïðîâîäíèêà. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, 
÷òî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå 
ïîëóïðîâîäíèêîâ óìåíüøàåòñÿ.

Ïðè íàëè÷èè ïðèìåñåé â ïîëóïðîâîäíèêå åãî ñîïðî-
òèâëåíèå óìåíüøàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïðèìåñ-
íîé ïðîâîäèìîñòè. Ïðè äîáàâëåíèè, íàïðèìåð, â ÷åòû-
ðåõâàëåíòíûé ãåðìàíèé Ge íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïÿ-
òèâàëåíòíîãî ìûøüÿêà As ïÿòûé âàëåíòíûé ýëåêòðîí 
àòîìà ìûøüÿêà îêàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, ÷òî ïðèâîäèò 
ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþ êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíîâ. Ïðèìåñè, ïîäîáíûå ìûøüÿêó, íàçûâàþò äîíîð-
íûìè, à ïîëóïðîâîäíèêè ñ äîíîðíûìè ïðèìåñÿìè íà-
çûâàþò ïîëóïðîâîäíèêàìè n-òèïà. Â ïîëóïðîâîäíèêàõ 
n-òèïà êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ìíîãî áîëü-
øå êîíöåíòðàöèè äûðîê. Ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû â ïîëó-
ïðîâîäíèêàõ n-òèïà íàçûâàþò îñíîâíûìè íîñèòåëÿìè, 
à äûðêè — íåîñíîâíûìè.

Ïðè äîáàâëåíèè â ÷åòûðåõâàëåíòíûé ïîëóïðîâîäíèê 
òðåõâàëåíòíîé ïðèìåñè, íàïðèìåð èíäèÿ In, â ïîëóïðî-
âîäíèêå îáðàçóþòñÿ äûðêè. Òàêèå ïðèìåñè íàçûâàþò àê-
öåïòîðíûìè, à ïîëóïðîâîäíèêè ñ àêöåïòîðíûìè ïðèìå-
ñÿìè — ïîëóïðîâîäíèêàìè p-òèïà. Â ïîëóïðîâîäíèêàõ 
p-òèïà îñíîâíûìè íîñèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ äûðêè, à íåîñ-
íîâíûìè — ýëåêòðîíû.

Êîíòàêò ïîëóïðîâîäíèêîâ p- è n-òèïîâ íàçûâàþò 
p-n-ïåðå õîäîì. Â ðåçóëüòàòå äèôôóçèè îñíîâíûõ íîñè-
òåëåé, ò. å. ýëåêòðîíîâ, èç ïîëóïðîâîäíèêà n-òèïà â ïî-
ëóïðîâîäíèê p-òèïà, à äûðîê — â îáðàòíîì íàïðàâëå-
íèè, îáðàçóåòñÿ äâîéíîé çàðÿæåííûé ñëîé òîëùèíîé 
d ≈ 10–7  ì è ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ u ≈ 0,5 Â (ñì. ðèñ. 
171).
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Ðèñ. 171

Â p-n-ïåðåõîäå âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå 
610  B/м,

u
E

d
= ≈  êîòîðîå ïðåïÿòñòâóåò äàëüíåéøåé äèô-

ôóçèè îñíîâíûõ íîñèòåëåé.
Åñëè ïîëóïðîâîäíèê ñ p-n-ïåðåõîäîì âêëþ÷èòü 

â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 172 (ïðÿ-
ìîé ïåðåõîä), òî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå Ep = Eâíåø – E ñïî-
ñîáñòâóåò äâèæåíèþ îñíîâíûõ íîñèòåëåé ÷åðåç p-n-ïåðå-
õîä. Ñîïðîòèâëåíèå p-n-ïåðåõîäà â ýòîì ñëó÷àå ìàëî, è â 
ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ïðîòåêàåò òîê.

Ðèñ. 172

Åñëè ïîëóïðîâîäíèê âêëþ÷èòü, êàê ïîêàçàíî íà 
ðèñ. 173 (îáðàòíûé ïåðåõîä), òî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå 
Ep = Eâíåø + E ïðåïÿòñòâóåò äâèæåíèþ îñíîâíûõ íîñèòå-
ëåé ÷åðåç p-n-ïåðåõîä. Â öåïè ïðîòåêàåò íåçíà÷èòåëüíûé 
òîê (â ðÿäå ñëó÷àåâ èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü), âûçâàííûé 
äâèæåíèåì íåîñíîâíûõ íîñèòåëåé ÷åðåç p-n-ïåðåõîä. Ñî-
ïðîòèâëåíèå p-n-ïåðåõîäà â ýòîì ñëó÷àå î÷åíü áîëüøîå.
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Ðèñ. 173

Ðèñ. 174 Ðèñ. 175

Ïîëóïðîâîäíèê ñ p-n-ïåðåõîäîì îáëàäàåò îäíîñòîðîí-
íåé ïðîâîäèìîñòüþ: â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè ñîïðîòèâëå-
íèå ïåðåõîäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â îáðàòíîì. Åãî 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå äèîäà äëÿ âûïðÿìëåíèÿ 
ïåðåìåííîãî òîêà. Íà ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåìàõ ïîëóïðîâîä-
íèêîâûé äèîä èçîáðàæàþò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 174. 
Çàâèñèìîñòü òîêà îò ïðèëîæåííîãî ê äèîäó íàïðÿæå-
íèÿ (âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà) ïðåäñòàâëåíà íà 
ðèñ. 175.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ 
È ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ïî ìåäíîìó ïðîâîäó ñå÷åíèåì S = 1 ìì2 ïðîòåêàåò 
òîê I = 10 ìÀ. Íàéòè ñðåäíþþ ñêîðîñòü óïîðÿäî÷åí-
íîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ âäîëü ïðîâîäíèêà. Ìî-
ëÿðíàÿ ìàññà ìåäè μ = 63,6  ⋅  10–3 êã/ìîëü, ïëîòíîñòü 
ρ = 8,9  ⋅  103 êã/ì3. Íà êàæäûé àòîì ìåäè ïðèõîäèòñÿ 
îäèí ýëåêòðîí ïðîâîäèìîñòè.
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Ð å ø å í è å

Ïî ôîðìóëå (9.2) ñèëà òîêà I e nSv,=  ãäå v — ñðåä-
íÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ. ×òîáû îïðåäåëèòü 
êîíöåíòðàöèþ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ n, ðàññìîòðèì ìàñ-
ñó m ìåäè. Åå îáúåì V = m / ρ. Â ýòîì îáúåìå ñîäåðæèòñÿ 
N = (m / μ)NA àòîìîâ ìåäè è òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ (NA = 6,02  ⋅  1023 1/ìîëü — ÷èñëî Àâî-
ãàäðî). Êîíöåíòðàöèÿ

29 30,84 10 м .A A
N m m

n N N
V

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ρ= = = = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ρ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ñëåäîâàòåëüíî, 

7 57,4 10 м/с 7,4 10  см/с.
I

v
e nS

− −= = ⋅ = ⋅

2. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð ñ ïëàñòèíàìè êâàäðàòíîé ôîð-
ìû ðàçìåðîì 20,2 0,2 мa a× = ×  è ðàññòîÿíèåì ìåæäó 
ïëàñòèíàìè d = 2 ìì ïðèñîåäèíåí ê ïîëþñàì èñòî÷íè-
êà ñ ÝÄÑ E = 750 Â. Â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ïëàñòèíàìè 
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v = 0,08 ì/ñ ââîäÿò ñòåêëÿí-
íóþ ïëàñòèíêó òîëùèíîé d = 2 ìì. Êàêîé òîê áóäåò 
ïðîòåêàòü ïðè ýòîì â öåïè? Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü ñòåêëà ε = 7 (ñì. ðèñ. 176).

Ðèñ. 176

Ð å ø å í è å
Ïóñòü â êîíäåíñàòîð ââåäåíà ÷àñòü ñòåêëÿííîé ïëà-

ñòèíêè äëèíîé x = vt. Â ýòîì ñëó÷àå ê èñòî÷íèêó ïîä-
êëþ÷åíû ïàðàëëåëüíî äâà êîíäåíñàòîðà, ýëåêòðîåìêî-
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ñòè êîòîðûõ C1 è C2 (ñì. ðèñ. 176), ïðè÷åì C1 = εε0ax / d, 
à C2 = ε0a(a – x) / d. 

Èõ îáùàÿ åìêîñòü

( ) ( )( )a a
C C x a x a vt

d d
0 0

1 2 1 .
ε ε+ = ε + − = + ε −

Çàðÿä ýòîé ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò x è 
âðåìåíè t:

( ) ( ) ( )( )0
1 2 1 .

a
q t C C a vt

d

ε= + = + ε −E E

Â öåïè áóäåò ïðîòåêàòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê

( ) ( ) ( )0 1 const.
a

i t q t v
d

ε′= = ε − =E

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïîëó÷èì 
i(t) = I = 3,2  ⋅  10–7 À.

3. ×åòûðå îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðà ñîåäèíåíû êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 177. Ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî ðåçèñòîðà 
ðàâíî R. Îïðåäåëèòü ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè 
A è B. Ñîïðîòèâëåíèåì ñîåäèíèòåëüíûõ ïðîâîäîâ 
ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 177

Ð å ø å í è å
Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ íàäî íàéòè òî÷êè, 

èìåþùèå îäèíàêîâûé ïîòåíöèàë, à çàòåì èõ ñîâìå-
ñòèòü. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïî ïðîâîäó, ñîåäè-
íÿþùåìó òî÷êè C è D, ïðîòåêàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê, 
íî φC – φD = IRïð = 0, òàê êàê ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà 

пр 0 .C DR = ⇒ ϕ = ϕ  Ñîâìåùàÿ òî÷êè C è D, ïîëó÷èì ýêâè-
âàëåíòíóþ ñõåìó (ñì. ðèñ. 178).
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Ðèñ. 178

Ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà KFC ýòîé öåïè ðàâíî 
R + R / 2 = 3R / 2. Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè 
A è B íàõîäèì ïî ôîðìóëå ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ 
äâóõ ïðîâîäíèêîâ

AB

R R
R R

R R

3 2 3
.

3 2 5

⋅
= =

+

4. Àìïåðìåòð ðàññ÷èòàí íà ìàêñèìàëüíûé òîê I0. Åãî 
ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî RA. Êàêîå ñîïðîòèâëåíèå íàäî 
âêëþ÷èòü ïàðàëëåëüíî àìïåðìåòðó, ÷òîáû èì ìîæíî 
áûëî èçìåðÿòü òîê â n ðàç áîëüøèé?

Ðèñ. 179

Ð å ø å í è å
Ñîïðîòèâëåíèå, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â óñëîâèè çàäà-

÷è, íàçûâàåòñÿ øóíòîì. Øóíò âêëþ÷àþò ïàðàëëåëüíî 
àìïåðìåòðó (ñì. ðèñ. 179). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è îáùèé 
òîê ðàâåí nI0, òîê ÷åðåç àìïåðìåòð I0, ñëåäîâàòåëüíî, 
÷åðåç øóíò ïðîòåêàåò òîê nI0 – I0 = (n – 1)I0. Òàê êàê íà-
ïðÿæåíèå íà àìïåðìåòðå è øóíòå îäèíàêîâî, òî

( ) ( )0 0 ш ш1 1 .A AI R n I R R R n= − ⇒ = −

(D)(C)

ø
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5. Âîëüòìåòðîì ìîæíî èçìåðÿòü ìàêñèìàëüíîå íàïðÿ-
æåíèå u0. Åãî ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî RV. Êàêîå ñîïðî-
òèâëåíèå íàäî âêëþ÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíî ñ âîëüòìå-
òðîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî èçìåðÿòü íàïðÿæåíèå â n 
ðàç áîëüøå?

Ð å ø å í è å
Ñîïðîòèâëåíèå, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â óñëîâèè çàäà-

÷è, íàçûâàåòñÿ äîáàâî÷íûì. Åãî âêëþ÷àþò ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñ âîëüòìåòðîì (ñì. ðèñ. 180). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
îáùåå íàïðÿæåíèå nu0, ïðè÷åì íàïðÿæåíèå íà âîëüòìå-
òðå u0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà äîáàâî÷íîì ñîïðîòèâëåíèè íà-
ïðÿæåíèå ðàâíî nu0 – u0 = (n – 1)u0.

Ðèñ. 180

Òàê êàê òîê ÷åðåç âîëüòìåòð è äîáàâî÷íîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå îäèíàêîâ, òî

( ) ( )0 0 д д1 1 .V Vu R n u R R n R= − ⇒ = −

6. Â ñõåìó âêëþ÷åíû äâà ìèêðîàìïåðìåòðà è äâà îäè-
íàêîâûõ âîëüòìåòðà (ñì. ðèñ. 181). Ïîêàçàíèå ìè-
êðîàìïåðìåòðîâ I1 = 100 ìêÀ è I2 = 99 ìêÀ; ïîêàçà-
íèÿ âîëüòìåòðà u1 = 10 Â. Íàéòè ïîêàçàíèÿ âîëüòìå-
òðà u2.

Ðèñ. 181

ä
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Ð å ø å í è å
×åðåç ïåðâûé âîëüòìåòð ïðîòåêàåò òîê I1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, åãî ñîïðîòèâëåíèå RV = u1 / I1. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
òàêèì æå ñîïðîòèâëåíèåì îáëàäàåò âòîðîé âîëüòìåòð. 
Ñèëà òîêà ÷åðåç âòîðîé âîëüòìåòð IV = I1 – I2, ïîýòîìó îí 
ïîêàçûâàåò íàïðÿæåíèå

u2 = IVRV = (I1 – I2)u1 / I1 = (1 – I2 / I1)u1 = 0,1 Â.

7. Äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà íàãðóçêå ñîáðàíà 
ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 182. Ñîïðîòèâëåíèå íà-
ãðóçêè è ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå ðåîñòàòà ðàâíû R. Íà-
ãðóçêà ïîäêëþ÷åíà ê ïîëîâèíå ðåîñòàòà. Âõîäíîå íà-
ïðÿæåíèå, ïîäàâàåìîå íà êëåììû A è B, íåèçìåííî. 
Îïðåäåëèòü, êàê èçìåíèòñÿ íàïðÿæåíèå íà íàãðóçêå, 
åñëè åå ñîïðîòèâëåíèå óâåëè÷èòü â äâà ðàçà.

Ðèñ. 182

Ð å ø å í è å
Ïóñòü âõîäíîå íàïðÿæåíèå ðàâíî u è íàãðóçêà ïîä-

êëþ÷åíà ê ïîëîâèíå ðåîñòàòà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýê-
âèâàëåíòíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 183. Îáùåå 
ñîïðîòèâëåíèå ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåçèñòî-

ðîâ R / 2 è R 
( )2

,
2 3

R R R

R R
=

+
 îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè 

ìåæäó òî÷êàìè A è B 
R R

R
5

.
2 3 6

+ =  Îáùèé òîê â öåïè 

I1 = u / (5R / 6) = 6u / (5R).
Íàïðÿæåíèå ìåæäó òî÷êàìè C è D

R u R
u I u

R1 1

6 2
.

3 5 3 5
= = =
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Ðèñ. 183

Ýòî è åñòü íàïðÿæåíèå íà íàãðóçî÷íîì ðåçèñòîðå R â 
ïåðâîì ñëó÷àå.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè 

C è D ðàâíî 
( )R R

R
R R

2 2 2
.

2 2 5
=

+
 Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå öåïè 

R
R R

2 9
.

2 5 10
+ =  Îáùèé òîê I2 = u / (9R / 10) = 10u / (9R).

Íàïðÿæåíèå íà ó÷àñòêå CD, ðàâíîå íàïðÿæåíèþ íà 

íàãðóçêå âî âòîðîì ñëó÷àå, 
R u R

u I u
R2 2

2 10 2 4
.

5 9 5 9
= = =

Îòíîøåíèå íàïðÿæåíèé íà íàãðóçêå u2 / u1 = 10 / 9.

8. Íà êëåììû AB (ñì. ðèñ. 184) ïîäàåòñÿ òàêîå ìåíÿ-
þùååñÿ âî âðåìåíè íàïðÿæåíèå, ÷òî íàïðÿæåíèå íà 
îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó, ïðåä-
ñòàâëåííîìó íà ðèñ. 185. Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò âðåìåíè íà êëåììàõ MN.

Ðèñ. 184 Ðèñ. 185
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Ð å ø å í è å
Íàïðÿæåíèå íà êëåììàõ AB — ýòî íàïðÿæåíèå íà 

ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðå C è ðåçèñòî-
ðå R. Íàïðÿæåíèå íà êëåììàõ MN — ýòî íàïðÿæåíèå 
íà ðåçèñòîðå R. Ïóñòü íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå u(t), 
òîãäà åãî çàðÿä q(t) = Cu(t). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà òîêà i(t), 
ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç êîíäåíñàòîð è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîä-
êëþ÷åííûé ê íåìó ðåçèñòîð, ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò çàðÿ-
äà ïî âðåìåíè:

i(t) = q′(t) = (Cu(t))′ = Cu′(t).

Íàïðÿæåíèå íà ðåçèñòîðå uMN = i(t)R = CRu′(t).

Ïðè ( )00,  0 0;MNt t u t u⎡ ⎤∈ = ⇒ =⎣ ⎦  ïðè ( )0 0, 2  t t t u t⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè, ñëåäîâàòåëüíî, 
ïðîèçâîäíàÿ îò u(t) åñòü êîíñòàíòà, ÷èñëåííî ðàâíàÿ 
tg α (ñì. ðèñ. 185). 

Çíà÷èò, uMN = u1 = CR tg α.

Ïðè ( ) ( )0 02 , 3  const 0 0;MNt t t u t u t u′⎡ ⎤∈ = ⇒ = ⇒ =⎣ ⎦  ïðè 

( )t t t u t0 03 , 5⎡ ⎤∈⎣ ⎦  — ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, ïîýòîìó 

u(t) = tg γ = – tg β < 0. Çíà÷èò, uMN = –CR tg β.
Èç ðèñ. 185 ñëåäóåò, ÷òî tg β = (tg α) / 2. Ãðàôèê çà-

âèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ íà êëåììàõ MN ïðåäñòàâëåí 
íà ðèñ. 186. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íà-
ïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ïîñòîÿííî t t t0 0( 2 , 3 ),⎡ ⎤∈⎣ ⎦  òîê 
i(t) = 0, ò. å. ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê ÷åðåç êîí-
äåíñàòîð íå ïðîòåêàåò.

Ðèñ. 186
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9. Îïðåäåëèòü âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå àêêóìóëÿòî-
ðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðè çàìûêàíèè åãî íà âíåø-
íåå ñîïðîòèâëåíèå R1 = 1 Îì íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ 
àêêóìóëÿòîðà u1 = 2  Â, à ïðè çàìûêàíèè íà ñîïðî-
òèâëåíèå R2 = 2  Îì íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ u2 = 2,4  Â 
(ñì. ðèñ. 187).

Ðèñ. 187

Ð å ø å í è å
Íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ àêêóìóëÿòîðà u — ýòî íà-

ïðÿæåíèå íà âíåøíåì ñîïðîòèâëåíèè R. Ïî çàêîíó 
Îìà äëÿ çàìêíóòîé öåïè E = u + Ir, ãäå ñèëà òîêà â öåïè 
I = u / R. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ çàäà÷è, ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé:

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 1 2
1 2

1 22 2 2

1 2
2 1

1 2

2 1 1 1 2 2

,

0,5 Ом.

u u R r u u
u r u r

R Ru u R r

u u
r u u

R R

r u u u R u R

⎧ = +⎪ ⇒ + = + ⇒⎨
= +⎪⎩

⎛ ⎞
⇒ − = − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
⇒ = − − =

E

E

10. Îïðåäåëèòü çàðÿä êîíäåíñàòîðà â ñõåìå, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñ. 188, ãäå R1 = R2 = R3 = R4 = 20 Îì; E = 500 Â; 
r  = 10 Îì; C = 10 ìêÔ.

Ð å ø å í è å
Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî 

ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê ÷åðåç êîíäåíñàòîð íå 
ïðîòåêàåò. Ñòðåëêàìè íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê ïðîòå-
êàåò òîê â ýòîé öåïè. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çàðÿä êîí-
äåíñàòîðà, íàäî çíàòü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ φA – φB íà 
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åãî îáêëàäêàõ. Òàê êàê ÷åðåç ðåçèñòîð R1 òîê íå ïðîòå-
êàåò, òî B D B D0 .ϕ − ϕ = ⇒ ϕ = ϕ  Òàê êàê òî÷êè D è N ñî-
åäèíåíû ïðîâîäîì, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî Rïð = 0, òî 

D N N B0 .ϕ − ϕ = ⇒ ϕ = ϕ  Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü ïîòåíöè-
àëîâ íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà C φA – φB = φA – φN, à ýòî 
åñòü íàïðÿæåíèå íà ðåçèñòîðå R2. Ïóñòü R1 = R2 = R3 = R4 = R, 
òîãäà ñîïðîòèâëåíèå öåïè ìåæäó òî÷êàìè M è N RMN =
= 2RR / (2R + R) = 2R / 3. Îáùèé òîê I = E / (2R / 3 + r) =
= 3E / (2R + 3r). Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êàìè 

M è N 
3 2 2

.
2 3 3 2 3M N MN

R
IR R

R r R r
ϕ − ϕ = = =

+ +
E E  Ñèëà òîêà 

÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå ðåçèñòîðû R2 è R3 

2
2 3

.
2 3

M NI
R R R r

ϕ − ϕ= =
+ +

E  Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷-

êàìè A è N 2 2 .
2 3A N A B

R
I R

R r
ϕ − ϕ = ϕ − ϕ = =

+
E

Ðèñ. 188

Çàðÿä êîíäåíñàòîðà q = Ñ(φA – φB) = ERC / (2R + 3r) ≈ 1,43  ×  
×  10–3 Êë.

11. Îïðåäåëèòü çàðÿä è ýíåðãèþ êîíäåíñàòîðà â ñõåìå íà 
ðèñ. 189. Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì áàòàðåè ïðåíå-
áðå÷ü.
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Ðèñ. 189

Ð å ø å í è å
Ó÷àñòîê öåïè ìåæäó òî÷êàìè A è B ñîäåðæèò êîí-

äåíñàòîð, ïîýòîìó òîê íà ýòîì ó÷àñòêå îòñóòñòâóåò. Òàê 
êàê âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü, òî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ φN – φM = E. Ñèëà òîêà 
÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå ðåçèñòîðû 3R è 4R 
I = E / (7R). Òîãäà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ

φN – φB = I  ⋅  3R = 3E / 7.

Îáùåå ñîïðîòèâëåíèå äâóõ ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ 
ðåçèñòîðîâ 2R ðàâíî 2R / 2 = R. Òîãäà ìåæäó òî÷êàìè F è 
E ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷åíû äâà ðåçèñòîðà âåëè÷èíîé 
R, ïðè÷åì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ φF – φE = E. Èç ñâîéñòâ 
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ

φA – φE = φF – φA = E / 2.

Èòàê, 
3 7,

2.
N B

F A

ϕ − ϕ =⎧
⎨ϕ − ϕ =⎩  

Ó÷òåì, ÷òî φF = φN è âû÷òåì 

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, òîãäà 14A Bϕ − ϕ = − ⇒E
14.B A⇒ ϕ − ϕ = E  Òàê êàê íà ó÷àñòêå ìåæäó òî÷êàìè A è 

B òîêà íåò, òî B D D BR0 0 .ϕ − ϕ = ⋅ = ⇒ ϕ = ϕ  Ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ íà êîíäåíñàòîðå φD – φA = φB – φA = E / 14. Çàðÿä 
êîíäåíñàòîðà q = C(φD – φA) = Ñ(φB – φA) = ÑE / 14. Ýíåðãèÿ 
êîíäåíñàòîðà W = C(φD – φA)2 / 2 = CE2 / 392.
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12. Îïðåäåëèòü çàðÿä êîíäåíñàòîðà C â ñõåìå, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñ. 190. Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì áàòàðåè 
ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 190

Ð å ø å í è å
Ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå òîêà I â öåïè (ïî-

ñòîÿííûé òîê ÷åðåç êîíäåíñàòîð íå ïðîòåêàåò), ïðè÷åì 
I = E / (3R). Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êàìè A è 
B φA – φB = IR = E / 3, à ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êà-
ìè B è D φB – φD = I  ⋅  2R = 2E / 3.

Ïóñòü q1, q2, q3 — ìîäóëè çàðÿäîâ êîíäåíñàòîðîâ C, 
2C, 3C ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàñòèíû êîí-
äåíñàòîðîâ çàðÿæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 190, ãäå 
N — îáùàÿ òî÷êà òðåõ ïëàñòèí, êîòîðûå íå ïîäêëþ÷å-
íû ê èñòî÷íèêó. Òîãäà èõ ñóììàðíûé çàðÿä ðàâåí íóëþ, 
ò. å. –q1 – q2 + q3 = 0.

Ïóñòü u1, u2, u3 — íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ. 
Òîãäà q1 = Cu1, q2 = 2Cu2, q3 = 2Cu3 è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå 
ïðèâîäèì ê âèäó

3u3 – u1 – 2u2 = 0.

Çàïèøåì î÷åâèäíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàâåíñòâî

(φB – φN) + (φN – φD) = φB – φD.

Â ýòîì ðàâåíñòâå φB – φD = 2E / 3, φB – φN = u1, à φN – φD =
= u3, ïîýòîìó u1 + u3 = 2E / 3.

Çàïèøåì åùå îäíî ðàâåíñòâî (φA – φN) – (φB – φN) = φA – 
– φB. Â ýòîì ðàâåíñòâå φA – φB = E / 3, φA – φN = u2, φB – φN = u1, 
ïîýòîìó u2 – u1 = E / 3.
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Ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé:

3 1 2 1 3 2 1

1 3 3 2 2

2 1 2 3 3

3 2 0, 3 2 , 2 9,

2 3, 4 2 2 3, 5 9,

3, 3 3 3, 4 9.

u u u u u u u

u u u u u

u u u u u

⎧ ⎧ ⎧− − = = + =
⎪ ⎪ ⎪+ = ⇔ − = ⇔ =⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪− = − = =⎩ ⎩ ⎩

E

E E E

E E E

Òàê êàê âñå íàïðÿæåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî ïðåäïî-
ëîæåíèå î çíàêàõ çàðÿäîâ íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà 
C âåðíî. Çíàÿ íàïðÿæåíèÿ, íàõîäèì çàðÿäû êîíäåíñàòî-
ðîâ: q1 = 2CE / 9, q2 = 10CE / 9, q3 = 4CE / 9.

13. Äàíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ñîäåðæàùàÿ èñòî÷íèê ÝÄÑ. 
Ê èñòî÷íèêó ïîäêëþ÷åíî âíåøíåå ñîïðîòèâëåíèå R. 
Íàéòè ïîëåçíóþ ìîùíîñòü è êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî 
äåéñòâèÿ öåïè (ñì. ðèñ. 191).

Ðèñ. 191

Ð å ø å í è å
Ïîëåçíàÿ ìîùíîñòü — ýòî ìîùíîñòü, êîòîðàÿ âûäå-

ëÿåòñÿ íà âíåøíåì ñîïðîòèâëåíèè R. Âî âñåé öåïè âû-
äåëÿåòñÿ ìîùíîñòü, ðàâíàÿ ðàáîòå èñòî÷íèêà â åäèíèöó 
âðåìåíè, ò. å. EI, ãäå I — ñèëà òîêà â öåïè. Ïðè ýòîì íà 
âíóòðåííåì ñîïðîòèâëåíèè èñòî÷íèêà âûäåëÿåòñÿ ìîù-
íîñòü I2r.

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

 EI = I2r + Pï, (9.21)

ãäå Pï — ïîëåçíàÿ ìîùíîñòü. Ôîðìóëó (9.21) óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷.

Ñèëà òîêà â öåïè I = E / (R + r), ïîýòîìó ïîëåçíàÿ ìîù-
íîñòü

Pï = I2R = (E / (R + r))2R.
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Èññëåäóåì ïîëåçíóþ ìîùíîñòü êàê ôóíêöèþ âíåøíå-
ãî ñîïðîòèâëåíèÿ R. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò 
ïîëåçíîé ìîùíîñòè

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2
п 2 4

2
2 2

4 3

2
;

R R r R R r
P R

R r R r

R r R R r r R

R r R r

′′ ′ + − +⎛ ⎞
′ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

+ − + −= =
+ +

E
E

E E

Pп 0,=′  åñëè r = R. Ïðè R < r Pп 0,>′  ïîýòîìó Pï(R) âîç-
ðàñòàåò, à ïðè R > r Pп 0,<′  ïîýòîìó Pï(R) óáûâàåò. Ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè Pï(R) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 192. Ïîëåç-
íàÿ ìîùíîñòü äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ E2 / (4r) 
ïðè R = r.

Ðèñ. 192

Êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè 
η = Pï / P, ãäå P — ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ âî âñåé 
öåïè. Òàê êàê Pï = I2R, à P = I2(R + r), òî η = R / (R + r). Ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè η îò âíåøíåãî ñîïðîòèâëåíèÿ R ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 193.

Ðèñ. 193
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14. Ãåíåðàòîð ìîùíîñòüþ P âûðàáàòûâàåò ýëåêòðîýíåð-
ãèþ, êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ ïîòðåáèòåëþ ïî ïðîâîäàì, 
îáùåå ñîïðîòèâëåíèå êîòîðûõ ðàâíî R. Íàïðÿæåíèå 
ãåíåðàòîðà u. Îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ìîùíîñòè, âû-
äåëÿåìîé íà íàãðóçêå ó ïîòðåáèòåëÿ, ê ìîùíîñòè ãå-
íåðàòîðà. Ñîïðîòèâëåíèåì ãåíåðàòîðà ïðåíåáðå÷ü.

Ð å ø å í è å
Ïðîâîäà è íàãðóçêà ïîäêëþ÷åíû ê ãåíåðàòîðó ïî-

ñëåäîâàòåëüíî. Ïîýòîìó â öåïè ïî ïðîâîäàì è íàãðóçêå 
ïðîòåêàåò îäèíàêîâûé òîê. Òàê êàê èçâåñòíû ìîùíîñòü 
ãåíåðàòîðà è âûðàáàòûâàåìîå èì íàïðÿæåíèå, òî P = uI, 
ãäå I — ñèëà òîêà â öåïè. Ñëåäîâàòåëüíî, I = P / u. Òåïëî-
âàÿ ìîùíîñòü, êîòîðàÿ âûäåëÿåòñÿ íà ïðîâîäàõ, Pïð = I2R. 
Ìîùíîñòü, êîòîðàÿ âûäåëÿåòñÿ íà íàãðóçêå ó ïîòðåáèòå-
ëÿ, Pï = P – Pïð = P – I2R.

Èñêîìîå îòíîøåíèå 

( )P P u RP P I R PR

P P P u

2
2

п
21 .

−−= = = −

15. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C, çàðÿæåííûé äî ðàçíîñòè 
ïîòåíöèàëîâ E, ïîäêëþ÷àåòñÿ ÷åðåç áîëüøîå ñîïðî-
òèâëåíèå ê áàòàðåå ñ ÝÄÑ 5E. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî 
òåïëà, êîòîðîå âûäåëèòñÿ ïðè çàðÿäêå êîíäåíñàòîðà 
äî íàïðÿæåíèÿ 5E. Ïîäêëþ÷åíèå êîíäåíñàòîðà ïðîèç-
âîäèòñÿ ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 194.

Ðèñ. 194
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Ð å ø å í è å
Íà÷àëüíûé çàðÿä êîíäåíñàòîðà q0 = CE. Êîãäà êîíäåí-

ñàòîð çàðÿäèòñÿ äî íàïðÿæåíèÿ 5E, åãî çàðÿä q1 = C  ⋅  5E. 
Ïðè ýòîì ÷åðåç èñòî÷íèê ïðîéäåò çàðÿä Δq = q1 – q0 = 4CE. 
Èñòî÷íèê, çàðÿäèâ êîíäåíñàòîð, ñîâåðøèò ðàáîòó

A = (5E) Δq = (5E) 4CE = 20CE2.

Ýòà ðàáîòà èäåò íà âûäåëåíèå òåïëà â öåïè è íà óâåëè-
÷åíèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà A = Q + ΔW, ãäå ΔW = W1 – W0. 
Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà W0 = CE2 / 2. Êîíå÷íîå 
çíà÷åíèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà W1 = C(5E)2 / 2 = 25CE2 / 2. 
Ïîýòîìó ΔW = W1 – W0 = 25CE2 / 2 – CE2 / 2 = 12CE2. Âûäå-
ëèâøàÿñÿ â öåïè òåïëîòà Q = A – ΔW = 20CE2 – 12CE2 = 8CE2.

16. Â ñõåìå íà ðèñ. 195 êëþ÷ K âíà÷àëå ðàçîìêíóò, 
à êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C íå çàðÿæåí. Êëþ÷ çàìû-
êàþò íà íåêîòîðîå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî êîíäåí-
ñàòîð çàðÿæàåòñÿ äî íàïðÿæåíèÿ u. Êàêîå êîëè÷åñò-
âî òåïëîòû âûäåëèòñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè íà 
ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì R? ÝÄÑ èñòî÷íèêà — E, 
âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå — r.

Ðèñ. 195

Ð å ø å í è å
Íà÷àëüíûå çàðÿä è ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà q1 = 0, 

W1 = 0. Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à êîíäåíñàòîð çàðÿæàåòñÿ 
è â ìîìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå íà íåì ðàâíî u, åãî çàðÿä 
q2 = Cu, à ýíåðãèÿ W2 = Cu2 / 2. Ïðè ýòîì íà êîíäåíñàòîð 
÷åðåç èñòî÷íèê ïðîòåêàåò çàðÿä Δq = q2 – q1 = Cu, à ñòîðîí-
íèå ñèëû èñòî÷íèêà ñîâåðøàþò ðàáîòó Añò = EΔq = CEu. Ïî 
çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ýòà ðàáîòà èäåò íà óâåëè÷å-
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íèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà è âûäåëÿåòñÿ â âèäå òåïëîòû 
íà âíóòðåííåì ñîïðîòèâëåíèè è íà ðåçèñòîðå R:

( )
( )

ст ст ст 2 1

2 2 2 .

A W Q Q A W A W W

C u Cu Cu u

= Δ + ⇒ = − Δ = − − =

= − = −E E

Ïîêà ïðîèñõîäèò çàðÿäêà êîíäåíñàòîðà, ïî öåïè ïðî-
òåêàåò èçìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè òîê i(t). Îäíàêî â ëþ-
áîé ìîìåíò âðåìåíè ýòîò òîê îäèíàêîâ â ñîïðîòèâëåíèÿõ 
r è R. Ïî çàêîíó Äæîóëÿ — Ëåíöà ïðè îäèíàêîâîì òîêå 
êîëè÷åñòâî âûäåëèâøåéñÿ òåïëîòû ïðîïîðöèîíàëüíî ñî-
ïðîòèâëåíèþ ðåçèñòîðà. Ïîýòîìó QR = kR è Qr = kr, ãäå QR 
è Qr — êîëè÷åñòâà òåïëîòû, âûäåëèâøèåñÿ â ñîïðîòèâ-
ëåíèÿõ R è r ñîîòâåòñòâåííî, à k — êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè.

Òàê êàê Q = QR + Qr = kR + kr = k(R + r), òî 

( ) ( )
( ) ( )2 .

Rk Q R r Q kR QR R r

Cu u R R r

= + ⇒ = = + =

= − +E

17. Ïðè íèêåëèðîâàíèè èçäåëèÿ òîëùèíà ñëîÿ íèêåëÿ 
ðîñëà ñî ñêîðîñòüþ v = 9  ⋅  10–9 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ïëîò-
íîñòü òîêà ïðè ýëåêòðîëèçå. Ýëåêòðîõèìè÷åñêèé ýê-
âèâàëåíò è ïëîòíîñòü íèêåëÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 
k = 3  ⋅  10–7 êã/Êë, ρ = 8,9  ⋅  10–3 êã/ì3.

Ð å ø å í è å
Ìàññà âûäåëèâøåãîñÿ ïðè ýëåêòðîëèçå íèêåëÿ

m = kq = kIt = kjSt,

ãäå t — âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ òîêà, j — åãî ïëîòíîñòü, S — 
ïëîùàäü èçäåëèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, m = ρV = ρSh, ãäå 
h — òîëùèíà ñëîÿ íèêåëÿ.

Èòàê, Sh kjSt h t kj,ρ = ⇒ ρ =  ãäå h / t = v — ñêîðîñòü 

ðîñòà ïîêðûòèÿ; v kj j v k 267ρ = ⇒ = ρ = À/ì2.
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18. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 196, C2 = 10 ìêÔ, 
R = 2 êÎì. Ïëîùàäü ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà S = 100 ñì2, 
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè d = 5 ìì. Ìîùíîñòü ðåíòãå-
íîâñêîãî èçëó÷àòåëÿ, êîòîðûé èîíèçèðóåò âîçäóõ 
ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà Ñ1, ðàâíà n = 2  ⋅  1012 
ïàð íîñèòåëåé çàðÿäà çà 1 ñ â 1 ì3. Çàðÿä íîñèòå-
ëåé ðàâåí ýëåìåíòàðíîìó çàðÿäó 191,6 10  Кл.e −= ⋅  Âñå 
îáðàçîâàâøèåñÿ íîñèòåëè çàðÿäà äîñòèãàþò ïëàñòèí 
êîíäåíñàòîðà Ñ1. Îïðåäåëèòü çàðÿä êîíäåíñàòîðà C2.

Ðèñ. 196

Ð å ø å í è å
Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà C1 

îáðàçóþòñÿ ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå èîíû è ýëåêòðî-
íû, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâè-
æóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ñîçäàâàÿ ýëåê-
òðè÷åñêèé òîê, ÷åðåç ðåçèñòîð R. Çà ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè Δt ïîä äåéñòâèåì ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ â îáúåìå 
V îáðàçóåòñÿ N = nVΔt ïàð íîñèòåëåé çàðÿäîâ. Òàê êàê 
V = Sd è êàæäîìó ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîìó èîíó ñîîò-
âåòñòâóåò îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûé èîí, òî ïåðåíîñèìûé 
çà âðåìÿ Δt ïîëíûé çàðÿä q e N e nSd t2 2 .= = Δ  Ñëåäîâà-

òåëüíî, ÷åðåç ðåçèñòîð R ïðîòåêàåò òîê I q t e nSd2 .= Δ =  

Íàïðÿæåíèå íà ðåçèñòîðå u IR e nSd2 R= =  ðàâíî íà-
ïðÿæåíèþ íà êîíäåíñàòîðå C2. Ïîýòîìó åãî çàðÿä 

13
2 2 22 6,4 10 Кл.q C u e nSdC R −= = = ⋅
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ÌÀÃÍÈÒÍÎÅ ÏÎËÅ. 
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÀß ÈÍÄÓÊÖÈß

1. Ìàãíèòíîå ïîëå

Íåïîäâèæíûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû ñîçäàþò âîêðóã 
ñåáÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Äâèæóùèåñÿ çàðÿäû ñîçäàþò 
òàêæå è ìàãíèòíîå ïîëå. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàãíèòíîãî 
ïîëÿ, óñòàíîâëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî, òàêîâû:

1. Ìàãíèòíîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì 
(äâèæóùèìèñÿ çàðÿäàìè).

2. Ìàãíèòíîå ïîëå îáíàðóæèâàåòñÿ ïî äåéñòâèþ íà 
ýëåêòðè÷åñêèé òîê (äâèæóùèåñÿ çàðÿäû).

Ìàãíèòíîå ïîëå ñóùåñòâóåò âîêðóã ëþáîãî ïðîâîä-
íèêà, ïî êîòîðîìó ïðîòåêàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Êðîìå 
òîãî, ìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ ïîñòîÿííûìè ìàãíèòàìè. 
Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè .

�
B  Ëèíèÿìè ìàãíèòíîé 

èíäóêöèè íàçûâàþò ëèíèè, êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì íà-
ïðàâëåíû òàê æå, êàê è âåêòîð B

�
 â äàííîé òî÷êå ïîëÿ. 

Êàê è ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ëèíèè ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè ïðîâîäÿò òàê, ÷òîáû èõ ãóñòîòà áûëà 
ïðîïîðöèîíàëüíà ìîäóëþ âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè. 
Ó ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè åñòü âàæíîå îòëè÷èå îò 
ñèëîâûõ ëèíèé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ: ëèíèè ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè çàìêíóòû. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, 
÷òî ó ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåò îñîáûõ èñòî÷íèêîâ — ìàãíèò-
íûõ çàðÿäîâ. Ìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì. Â íåì 
â îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ (íàïðèìåð, ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî èëè ïîëÿ òÿæåñòè Çåìëè) ðàáîòà ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè íå ðàâíà íóëþ è çà-
âèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè.
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Äëÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèöèè: â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè 
B
�

 ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ ðàâåí ñóììå âåêòîðîâ iB
�

 ïî-
ëåé, ñîçäàâàåìûõ êàæäûì òîêîì â îòäåëüíîñòè:

 nB B B B1 2 ... .= + + +
� � � �

 (10.1)

2. Ñèëà Àìïåðà

Ìàãíèòíîå ïîëå äåéñòâóåò íà ïðîâîäíèê ñ òîêîì ñ ñè-
ëîé, êîòîðóþ íàçûâàþò ñèëîé Àìïåðà. Åñëè äëèíà ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî ïðîâîäíèêà l, òîê â ïðîâîäíèêå I, èíäóê-
öèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

�
 ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ ïðîâîäíè-

êîì, òî íà ïðîâîäíèê äåéñòâóåò ñèëà Àìïåðà

 FA = BIl sin α. (10.2)

Íàïðàâëåíèå ñèëû Àìïåðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó 
ëåâîé ðóêè: ðàñïîëîæèì ëåâóþ ðóêó òàê, ÷òîáû ëèíèè 
ìàãíèòíîé èíäóêöèè (èõ ñîñòàâëÿþùèå, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûå ïðîâîäíèêó) âõîäèëè â ëàäîíü, à ÷åòûðå âûòÿíóòûõ 
ïàëüöà ïîêàçûâàëè íàïðàâëåíèå òîêà, òîãäà îòîãíóòûé 
íà 90° áîëüøîé ïàëåö óêàæåò íàïðàâëåíèå ñèëû Àìïåðà.

Ñèëà Àìïåðà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ïðîâîäíèê è âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè (ñì. 
ðèñ. 197).

Ðèñ. 197
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Ñèëà Àìïåðà îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà âåêòîð ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè B

�
 ïàðàëëåëåí ïðîâîäíèêó ñ òîêîì. 

Ñèëà Àìïåðà ìàêñèìàëüíà è ðàâíà BIl, êîãäà âåêòîð B
�

 
ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðîâîäíèêó.

3. Ñèëà Ëîðåíöà

Ìàãíèòíîå ïîëå äåéñòâóåò íà äâèæóùèéñÿ çàðÿä ñ ñè-
ëîé, êîòîðóþ íàçûâàþò ñèëîé Ëîðåíöà. Åñëè q — âåëè-
÷èíà çàðÿäà, v

�
 — åãî ñêîðîñòü, B

�
 — èíäóêöèÿ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, îáðàçóþùåãî ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè óãîë α, òî 
íà çàðÿä äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà

 Л sin .F q vB= α  (10.3)

Íàïðàâëåíèå ñèëû Ëîðåíöà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó 
ëåâîé ðóêè: ðàñïîëîæèì ëåâóþ ðóêó òàê, ÷òîáû ëèíèè 
ìàãíèòíîé èíäóêöèè (èõ ñîñòàâëÿþùèå, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûå ñêîðîñòè) âõîäèëè â ëàäîíü, à ÷åòûðå âûòÿíóòûõ 
ïàëüöà áûëè íàïðàâëåíû ïî âåêòîðó ñêîðîñòè, åñëè çà-
ðÿä ïîëîæèòåëüíûé, è ïðîòèâ âåêòîðà ñêîðîñòè, åñëè 
çàðÿä îòðèöàòåëüíûé, òîãäà îòîãíóòûé íà 90° áîëüøîé 
ïàëåö óêàæåò íàïðàâëåíèå ñèëû Ëîðåíöà.

Ñèëà Ëîðåíöà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âåêòîðû v

�
 è B,

�
 ò. å. ЛF v⊥ �

 è ЛF B⊥
�

 (ñì. 
ðèñ. 198).

Ðèñ. 198
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Ñèëà Ëîðåíöà îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà âåêòîð ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè B

�
 ïàðàëëåëåí âåêòîðó ñêîðîñòè çàðÿäà. 

Ñèëà Ëîðåíöà ìàêñèìàëüíà è ðàâíà |q| vB, êîãäà B v.⊥
� �

4. Ìàãíèòíûé ïîòîê

Ìàãíèòíûì ïîòîêîì (ïîòîêîì ìàãíèòíîé èíäóê-
öèè) Φ ÷åðåç ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ïëîùàäüþ S, ïîìå-
ùåííóþ â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà

 Φ = BS cos α, (10.4)

ãäå B — ìîäóëü âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè, α — óãîë 
ìåæäó âåêòîðîì B

�
 è âåêòîðîì íîðìàëè n

�
 ê ïîâåðõíî-

ñòè (ñì. ðèñ. 199).

Ðèñ. 199

Êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ íåñêîëüêèìè èñòî÷-
íèêàìè, òî èç ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ñëåäóåò, ÷òî ðå-
çóëüòèðóþùèé ìàãíèòíûé ïîòîê

 Φ = Φ1 + Φ2 + ... + Φn, (10.5)

ãäå Φi (i = 1, 2, ..., n) — ìàãíèòíûé ïîòîê, ñîçäàâàåìûé 
êàæäûì èñòî÷íèêîì.

Åñëè â êàêîì-ëèáî çàìêíóòîì êîíòóðå ïðîòåêàåò 
òîê I, òî îí ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå, èíäóêöèÿ êîòîðîãî 
ïðîïîðöèîíàëüíà òîêó (B ~ I). Ïðè ýòîì ìàãíèòíîå ïîëå 
ñîçäàåò ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ 
êîíòóðîì. Ýòîò ìàãíèòíûé ïîòîê íàçûâàþò ñîáñòâåííûì 
ìàãíèòíûì ïîòîêîì Φc. Åãî âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà 
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èíäóêöèè B, à çíà÷èò, è òîêó I, ïðîòåêàþùåìó â êîíòó-
ðå, ò. å.
 Φc = LI. (10.6)

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè L â ýòîì ðàâåíñò-
âå íàçûâàþò èíäóêòèâíîñòüþ êîíòóðà. Èíäóêòèâíîñòü 
çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ è ôîðìû êîíòóðà, 
à òàêæå ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ñðåäû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ 
êîíòóð.

Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé êîíòóð íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì 
ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîëíûé ìàãíèòíûé ïîòîê Φ, ïðîíèçû-
âàþùèé êîíòóð, ñîñòîèò èç ïîòîêà âíåøíåãî ïîëÿ Φâí 
è ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φñ:

 Φ = Φâí + Φñ. (10.7)

5. Çàêîí 
ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè

Îïûòíûì ïóòåì áûëî óñòàíîâëåíî ÿâëåíèå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðè âñÿêîì 
èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ïðîíèçûâàþùåãî êîíòóð, 
îáðàçîâàííûé çàìêíóòûì ïðîâîäíèêîì, â ïðîâîäíèêå 
âîçíèêàåò èíäóêöèîííûé òîê, ñóùåñòâóþùèé â òå÷åíèå 
âñåãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà.

Ïðàâèëî Ëåíöà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü íàïðàâëåíèå 
èíäóêöèîííîãî òîêà: èíäóêöèîííûé òîê â êîíòóðå íà-
ïðàâëåí òàê, ÷òî åãî ìàãíèòíîå ïîëå ïðîòèâîäåéñòâóåò 
èçìåíåíèþ ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ïðîíèçûâàþùåãî ýòîò 
êîíòóð.

Â áîëåå îáùåì âèäå ïðàâèëî Ëåíöà ôîðìóëèðóåòñÿ 
òàê: èíäóêöèîííûé òîê âñåãäà ïðîòèâîäåéñòâóåò ïðè÷è-
íå, âûçâàâøåé åãî.

Çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè óòâåðæäàåò: ïðè 
èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà â êîíòóðå âîçíèêàåò ýëåê-
òðîäâèæóùàÿ ñèëà èíäóêöèè, ðàâíàÿ ñêîðîñòè èçìåíå-
íèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åí-
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íóþ ýòèì êîíòóðîì, à âûçûâàåìûé åþ òîê ïðîòèâîäåé-
ñòâóåò èçìåíåíèþ ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ïðîíèçûâàþùåãî 
êîíòóð:
 Ei = –Φ′(t), (10.8)

ãäå Ei — ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà èíäóêöèè, Φ′(t) — ïðî-
èçâîäíàÿ îò ìàãíèòíîãî ïîòîêà ïî âðåìåíè, êîòîðàÿ 
è ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìàãíèòíûé ïîòîê èçìåíÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî âî âðåìåíè, ïðîèçâîäíóþ ìîæíî çàìåíèòü îòíî-
øåíèåì ΔΦ / Δt, ãäå ΔΦ — èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà 
çà âðåìÿ Δt. Ïðè ýòîì ΔΦ ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó êîíå÷-
íûì Φ2 è íà÷àëüíûì Φ1 çíà÷åíèÿìè ìàãíèòíîãî ïîòîêà, 
ò. å. ΔΦ = Φ2 – Φ1. Òîãäà

 Ei = – ΔΦ / Δt. (10.9)

6. Ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà 
ñàìîèíäóêöèè

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (10.7) ìàãíèòíûé ïîòîê Φ = Φâí + Φc, 
ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (10.8), ïîëó÷èì

 вн c.i ′ ′= −Φ − ΦE  (10.10)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ïîòîê ìîæíî 
íå ó÷èòûâàòü (ïðè L → 0), è òîãäà ÝÄÑ èíäóêöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ òîëüêî ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèò-
íîãî ïîòîêà:

вн.i ′= −ΦE

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñò-
âóåò, â êîíòóðå âîçíèêàåò ÝÄÑ èíäóêöèè òîëüêî çà ñ÷åò 
èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Åå íàçûâà-
þò ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè Ec. Èç ôîðìóëû (10.8) ïîëó÷àåì, 
÷òî с.i ′= −ΦE  Òàê êàê Φc = LI, òî Ec = –(LI)′. Â áîëüøèíñòâå 
çàäà÷ èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà L = const, ïîýòîìó

 Ec = –LI′(t), (10.11)
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ãäå I′(t) — ïðîèçâîäíàÿ îò òîêà â êîíòóðå ïî âðåìåíè, 
êîòîðóþ íàçûâàþò ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ñèëû òîêà.

Â ñëó÷àå, êîãäà òîê èçìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âî âðåìå-
íè, ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè

 Ec = –L(ΔI / Δt), (10.12)

ãäå ΔI — ðàçíîñòü ìåæäó êîíå÷íûì è íà÷àëüíûì çíà÷å-
íèÿìè òîêà, âîçíèêøàÿ çà âðåìÿ Δt.

Êîãäà çàâèñèìîñòü ïîòîêà è òîêà îò âðåìåíè íåèç-
âåñòíû, íî èçìåíåíèå èõ âî âðåìåíè íåðàâíîìåðíîå, 
ôîðìóëû (10.9) è (10.12) âûðàæàþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 
ÝÄÑ èíäóêöèè è ñàìîèíäóêöèè.

7. Âèõðåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. 
ÝÄÑ èíäóêöèè â äâèæóùèõñÿ ïðîâîäíèêàõ. 

ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêà

Ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ÝÄÑ èíäóêöèè â íåïîäâèæ-
íîì êîíòóðå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ïðèðîäû: 
ïåðåìåííîå âî âðåìåíè ìàãíèòíîå ïîëå ïîðîæäàåò âèõ-
ðåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè òà-
êîãî ïîëÿ çàìêíóòû. Ðàáîòà âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî 
ïîëÿ ïðè ïåðåìåùåíèè çàðÿäà q ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó 
íå ðàâíà íóëþ, à åå îòíîøåíèå ê âåëè÷èíå ýòîãî çàðÿäà 
åñòü ÝÄÑ èíäóêöèè
 Ei = A / q. (10.13)

Ðèñ. 200
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ÝÄÑ èíäóêöèè âîçíèêàåò è â äâèæóùèõñÿ â ìàã-
íèòíîì ïîëå ïðîâîäíèêàõ. Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíûé 
ïðîâîäíèê äëèíîé l, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ â ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B

�
 ñî ñêîðîñòüþ v,

�  ïðè÷åì óãîë 
ìåæäó âåêòîðàìè B

�
 è v

�
 ðàâåí α. Îñü ïðîâîäíèêà îáðà-

çóåò ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì CD ê ïëîñêîñòè âåêòîðîâ v
�

 è B
�

 
óãîë β (ñì. ðèñ. 200).

Íà êàæäûé ñâîáîäíûé ýëåêòðîí âíóòðè ïðîâîäíè-
êà äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà FЛ,

�
 íàïðàâëåííàÿ âäîëü CD 

è ðàâíàÿ F e vBЛ sin ,= α  ãäå e  — ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðî-
íà. Ðàáîòà ýòîé ñèëû ïðè ïåðåìåùåíèè ýëåêòðîíà ñ îä-
íîãî êîíöà ïðîâîäíèêà íà äðóãîé

A F l e vB l e vBlЛ cos sin cos sin cos .= β = α⋅ β = α β

ÝÄÑ èíäóêöèè çäåñü âîçíèêàåò èç-çà äåéñòâèÿ ñèëû 
Ëîðåíöà:

sin cos .i A e Bvl= = α βE

Êîãäà ïðîâîäíèê ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè âåêòî-
ðîâ B

�
 è v,

�  β = 0, òîãäà

 Ei = Bvl sin α. (10.14)

Åñëè ïî êîíòóðó ñ èíäóêòèâíîñòüþ L ïðîòåêàåò òîê 
ñèëîé I, òî ñîçäàííîå èì ìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò ýíåð-
ãèåé
 Wì = LI2 / 2. (10.15)

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ïðÿìîëèíåéíûé îäíîðîäíûé ïðîâîäíèê, ïîäâåøåí-
íûé íà äâóõ ãèáêèõ ïðîâîëî÷êàõ îäèíàêîâîé äëè-
íû, ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè 
AC. Ïðîâîäíèê íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì âåðòèêàëü-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå. Åñëè ïî ïðîâîäíèêó òå÷åò òîê 
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I1 = 1 À, ïðîâîëî÷êè îòêëîíÿþòñÿ îò âåðòèêàëè íà 
óãîë α1 = 30°. Ïðè êàêîé ñèëå òîêà îíè áóäóò îòêëî-
íÿòüñÿ íà óãîë α2 = 60°? Ìàññîé ïðîâîëî÷åê ìîæíî 
ïðåíåáðå÷ü.

Ð å ø å í è å
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîê ïðîòåêàåò, êàê ïîêàçàíî íà 

ðèñ. 201. Âèä ñáîêó ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 202. Íà ïðî-
âîäíèê äåéñòâóþò ñèëû: ñèëà òÿæåñòè mg

�
 (m — ìàññà 

ïðîâîäíèêà), ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë íàòÿæåíèÿ ïðîâî-
ëî÷åê T,

�
 ñèëà Àìïåðà FA,

�
 íàïðàâëåííàÿ ãîðèçîíòàëüíî. 

Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðîâîäíèêà, çàïèñàííûå äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñåé X è Y, äàþò ñèñòåìó 
óðàâíåíèé:

A A A
по оси sin 0, sin ,

tg .
по оси cos 0 cos

X F T T F F
Y T mg T mg mg

− α = α =⎧ ⎧
⇔ ⇒ α =⎨ ⎨α − = α =⎩ ⎩

Ðèñ. 201 Ðèñ. 202

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðîâîäíèê ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí ìàãíèòíîìó ïîëþ, ïîýòîìó FA = BIl sin 90° = BIl.

Èòàê, 
BIl

mg
tg .α =  Ïðè òîêå I1 

BI l

mg
1

1tg ;α =  ïðè òîêå I2 

BI l

mg
2

2tg .α =  Îòíîøåíèå òàíãåíñîâ 

2 2 2
2 1

1 1 1

tg tg
3 A.

tg tg

I
I I

I

α α= ⇒ = =
α α
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2. ×àñòèöà ìàññîé m = 6,65  ⋅  10–27 êã è çàðÿäîì q = 3,2  ×  
×  10–19 Êë ñíà÷àëà óñêîðÿåòñÿ â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì 
ïîëå, ïðîõîäÿ óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ 
u = 2500 Â. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ. 
Çàòåì ÷àñòèöà âëåòàåò â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå 
ñ èíäóêöèåé B = 2  ⋅  10–5 Òë, ïåðïåíäèêóëÿðíîå âåêòî-
ðó ñêîðîñòè. Íàéòè èçìåíåíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû çà 
âðåìÿ t = (π / 2)  ⋅  1,039  ⋅  10–3 ñ ïîñëå âëåòà â ìàãíèò-
íîå ïîëå. Îïðåäåëèòü ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî 
è òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû â ýòîò è ïî-
ñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ð å ø å í è å
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿæåííàÿ ÷à-

ñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå A ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, 
ïîòåíöèàë êîòîðîé ðàâåí φA. Òîãäà ýíåðãèÿ ÷àñòèöû — 
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå 
WA = WpA = qφA. Â òî÷êå B ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñîñòîèò èç ïî-
òåíöèàëüíîé WpB = qφB è êèíåòè÷åñêîé WkB = mv2 / 2, ò. å. 
WB = qφB + mv2 / 2. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )2 22 2.A B A B A BW W q q mv q mv= ⇒ ϕ = ϕ + ⇒ ϕ − ϕ =

Íî 2 2,A B u qu mvϕ − ϕ = ⇒ =  è ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïðè 
åå âëåòå â ìàãíèòíîå ïîëå 52 4,9 10 м/c.v qu m= = ⋅  
Â ìàãíèòíîì ïîëå ÷àñòèöà ïîä äåéñòâèåì ñèëû Ëîðåí-
öà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ 
ñêîðîñòüþ v (ñì. ðèñ. 203). Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòî-
íà FË = man, ãäå ñèëà Ëîðåíöà FË = qvB, à öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå óñêîðåíèå ÷àñòèöû an = v2 / R. Ïîñëå ïîäñòàíîâ-
êè ïîëó÷àåì qvB = mv2 / R, îòêóäà ðàäèóñ îêðóæíîñòè 

510 м.
mv

R
qB

= =  Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû ïî îêðóæíî-

ñòè 32 2
2 1,039 10  c.

R m
T

v qB
−π π= = = π⋅ ⋅
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Ðèñ. 203

Îòíîøåíèå âðåìåíè äâèæåíèÿ t ê ïåðèîäó T:

( )t
t T

T

3

3

2 1,039 10 1 1
,

4 42 1,039 10

−

−

π ⋅ ⋅
= = ⇒ =

π⋅ ⋅
ò. å. çà óêàçàííîå âðåìÿ ÷àñòèöà ïðîõîäèò 1 / 4 îêðóæ-
íîñòè, à åå âåêòîð ñêîðîñòè ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 90° (ñì. 
ðèñ. 203).

Èçìåíåíèå èìïóëüñà ( )p p p p p2 1 2 1 ,Δ = − = + −� � � � �
 ãäå 

p1 = p2 = mv. Ìîäóëü âåêòîðà 21
12 4,6 10 кгм/c.p pΔ = = ⋅  

Ìîäóëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî óñêîðåíèÿ â ëþáîé òî÷êå 
îêðóæíîñòè an = v2 / R = 4,7  ⋅  108 ì/ñ2.

Òàê êàê ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, íà-
ïðàâëåíà ïî ðàäèóñó îêðóæíîñòè ê öåíòðó, òî òàíãåíöè-
àëüíîå óñêîðåíèå â ëþáîé òî÷êå aτ = 0.

3. Â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé B
�

 âëåòàåò 
ñî ñêîðîñòüþ v

�
 ÷àñòèöà ìàññîé m è çàðÿäîì q. Óãîë 

ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè v
�

 è ìàãíèòíîé èíäóêöèè 
B
�

 ðàâåí α. Êàê áóäåò äâèãàòüñÿ ÷àñòèöà â ìàãíèòíîì 
ïîëå (ñì. ðèñ. 204)?

Ð å ø å í è å
Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü çàðÿä ÷àñòèöû ïî-

ëîæèòåëüíûì. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñü X êîòîðîé 
íàïðàâëåíà âäîëü ïîëÿ, à ïëîñêîñòü YOZ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ïîëþ. Òàê êàê ñêîðîñòü v

�
 ïåðïåíäèêóëÿðíà ñèëå 

Ëîðåíöà FЛ,
�

 äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó, òî ñèëà Ëîðåíöà 

°
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ðàáîòû íå ñîâåðøàåò è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü îñòàåò-
ñÿ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ. Òàê êàê Л ,F B⊥

� �
 òî Л .F OX⊥

�
 

Ïðîåêöèÿ ñèëû Ëîðåíöà íà îñü OX ðàâíà íóëþ, çíà÷èò, 
â íàïðàâëåíèè ïîëÿ ó ÷àñòèöû íåò óñêîðåíèÿ è îíà äâè-
æåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðÿìîëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþ vx = v cos α. 
Òàê êàê vx = const è v = const, òî óãîë α ìåæäó âåêòîðàìè 
v
�

 è B
�

 áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì. Ïîýòîìó è ñèëà Ëî-
ðåíöà FË = qvB sin α áóäåò ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ, ïðè÷åì 
âåêòîð FЛ

�
 ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè YOZ. Ïåðïåíäèêóëÿð-

íàÿ âåêòîðó B
�

 ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè v1 = v sin α íàõîäèòñÿ 
â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè YOZ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó B,

�
 ÷àñòèöà 

äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ìîæíî íàéòè 
èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà:

( )

2
1

Л

2

sin

sin sin
sin .

n
v

F ma qvB m
R

v mv
qvB m R

R qB

= ⇒ α = ⇒

α α⇒ α = ⇒ =

Ðèñ. 204

Èòàê, â íàïðàâëåíèè ïîëÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïðÿìî-
ëèíåéíî ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ vx = v cos α, à â ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëþ, îíà îïèñûâàåò îêðóæíîñòü 
ðàäèóñîì R = (mv sin α)/(qB). Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëîæíîå 
äâèæåíèå ïî âèíòîâîé ëèíèè. Øàã âèíòîâîé ëèíèè H — 

ЛF

ЛF
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ýòî ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ñìåùàåòñÿ ÷àñòèöà â íàïðàâ-
ëåíèè ïîëÿ çà âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà T ïî îêðóæíîñòè, 
ò. å. ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè C è D (ñì. ðèñ. 204):

xH v T,=  ãäå 

1

sin
2

2
2 ;

sin

2 cos
cos 2 .

mv
qBR m

T
v v qB

m mv
H v

qB qB

⎛ ⎞απ⎜ ⎟π ⎝ ⎠= = = π
α

π α= α⋅ π =

4. Ýëåêòðîí âëåòàåò â îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ñ îäíîðîä-
íûì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì ñ íàïðÿæåííîñòüþ 
E = 6  ⋅  104 Â/ì ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèÿì íàïðÿæåííî-
ñòè (ñì. ðèñ. 205). Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå è íàïðàâëå-
íèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå íàäî ñîçäàòü 
â ýòîé îáëàñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåêòðîí ïðîëåòåë 
åå, íå èñïûòûâàÿ îòêëîíåíèé. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà 
W = 1,6  ⋅  10–19 Äæ.

Ðèñ. 205

Ð å ø å í è å
Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà W = mev

2 / 2, ãäå me = 9,1  ⋅  10–31 êã — 
ìàññà ýëåêòðîíà, v — åãî ñêîðîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, 

ev W m2 .=  Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå äåéñòâóåò íà ýëåê-
òðîí ñ ñèëîé KF e E,=  ãäå e  — ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðî-
íà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýëåêòðîí íå èñïûòûâàë îòêëîíåíèé, 
íåîáõîäèìî ñêîìïåíñèðîâàòü ýòó ñèëó ñèëîé Ëîðåíöà FЛ,

�
 

äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ. 
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Òàê êàê

( )2 0,1 Тл.ee E e vB B E v E m W= ⇒ = = =

Âåêòîð B v⊥
� �

 è B E⊥
� �

 (ñì. ðèñ. 205).

5. Ïî ìåòàëëè÷åñêîé ëåíòå òîëùèíîé h òå÷åò òîê I. Ëåí-
òà ïîìåùåíà â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóê-
öèåé B, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè 
ëåíòû (ñì. ðèñ. 206). Îïðåäåëèòü ðàçíîñòü ïîòåíöèà-
ëîâ ìåæäó òî÷êàìè A è C ëåíòû, åñëè êîíöåíòðàöèÿ 
ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå ðàâíà ï.

Ðèñ. 206

Ð å ø å í è å
Â ìåòàëëå ýëåêòðè÷åñêèé òîê — ýòî íàïðàâëåííîå 

äâèæåíèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, ïðè÷åì

 I e nSv,=  (1)

ãäå e  — ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà, v — ñêîðîñòü óïîðÿ-
äî÷åííîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ, S = dh — ïëîùàäü ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ëåíòû (d — åå øèðèíà). Ìàãíèòíîå ïîëå 
äåéñòâóåò íà ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû ñ ñèëîé Ëîðåíöà, íà-
ïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî òîêó â ëåíòå, êàê ïîêàçàíî 
íà ðèñóíêå. Ïîñêîëüêó íà îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé ëåíòû 
îáðàçóåòñÿ èçáûòîê ýëåêòðîíîâ, ìåæäó òîðöàìè ëåíòû 
âîçíèêíåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E,

�
 ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó 

òî÷êàìè A è C áóäåò ñóùåñòâîâàòü ðàçíîñòü ïîòåíöèà-
ëîâ. Ïåðåìåùåíèå ýëåêòðîíîâ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ 

ЛF
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ïîð, ïîêà ñèëà Ëîðåíöà íå áóäåò óðàâíîâåøåíà ñèëîé ñî 
ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò. å.

 KF F e E e vB E vBЛ .= ⇒ = ⇒ =  (2)

Ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ âûðàæàåì èç óðàâíåíèÿ (1): 
( )v I e nS .=  Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ñâÿçàíà ñ ðàçíîñòüþ 

ïîòåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèåì E = (φA – φC) / d. Ïîäñòàâëÿÿ 
åãî â ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì

A C
A C

IB IB

d e ndh e nh
.

ϕ − ϕ = ⇒ ϕ − ϕ =

6. Íåçàðÿæåííûé ìåòàëëè÷åñêèé öèëèíäð âðàùàåòñÿ 
âîêðóã ñâîåé îñè â ìàãíèòíîì ïîëå ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ω. Èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåíà âäîëü 
îñè öèëèíäðà. Êàêîâî äîëæíî áûòü çíà÷åíèå èíäóê-
öèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷òîáû â öèëèíäðå íå âîçíèêëî 
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå? Ìàññà ýëåêòðîíà me, åãî çàðÿä e.

Ðèñ. 207

Ð å ø å í è å
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèëèíäð âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñî-

âîé ñòðåëêè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 207. Ýëåêòðè÷åñêîå 
ïîëå âíóòðè öèëèíäðà íå âîçíèêàåò, åñëè îòñóòñòâóåò 
ñìåùåíèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, 
÷òî êàæäûé ñâîáîäíûé ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ýëåê-
òðîíà v = ωr, ãäå r — ðàññòîÿíèå ýëåêòðîíà äî îñè âðà-
ùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäûé ýëåêòðîí äåéñòâóåò 
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ñèëà Ëîðåíöà F e vBЛ ,=  êîòîðàÿ ñîîáùàåò åìó öåíòðî-
ñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå an = ω2r, äîñòàòî÷íîå äëÿ äâè-
æåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì r. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèëà 
Ëîðåíöà áûëà íàïðàâëåíà ê îñè âðàùåíèÿ, íåîáõîäèìî, 
÷òîáû èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

�
 áûëà íàïðàâëåíà 

ââåðõ, åñëè öèëèíäð âðàùàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, 
è âíèç, åñëè öèëèíäð âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà n eF ma e vB m r2
Л .= ⇒ = ω  

Ïîäñòàâëÿÿ v = ωr, íàõîäèì, ÷òî eB m e2 .= ω

7. Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B = 0,1 Òë 
ðàñïîëîæåí ïëîñêèé ïðîâîëî÷íûé âèòîê, ïëîùàäü 
êîòîðîãî S = 10–2 ì2, à ñîïðîòèâëåíèå R = 2 Îì. Ïåð-
âîíà÷àëüíî ïëîñêîñòü âèòêà ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíè-
ÿì ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Âèòîê çàìêíóò íà ãàëüâàíî-
ìåòð. Ïîëíûé çàðÿä, ïðîòåêøèé ÷åðåç ãàëüâàíîìåòð 
ïðè ïîâîðîòå âèòêà, q = 7,5  ⋅  10–4 Êë. Íà êàêîé óãîë 
ïîâåðíóëè âèòîê?

Ðèñ. 208

Ð å ø å í è å
Ïóñòü íîðìàëü n

�
 ê ïëîñêîñòè âèòêà ñîâïàäàåò ïî 

íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì ìàãíèòíîé èíäóêöèè B
�

 (ñì. 
ðèñ. 208). Íà÷àëüíûé ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ïëîùàäü, 
îãðàíè÷åííóþ âèòêîì, Φ1 = BS cos 0° = BS. Ïðè ïîâîðîòå 
ïëîñêîñòè âèòêà íà óãîë α íîðìàëü, ñâÿçàííàÿ ñ âèòêîì, 
òàêæå ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë α, ïîýòîìó ìàãíèòíûé ïî-
òîê ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì Φ2 = BS cos α. Òàê êàê ìàãíèòíûé 
ïîòîê èçìåíèëñÿ, òî â âèòêå âîçíèêëà ÝÄÑ èíäóêöèè. 
Îäíàêî çàêîí èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà âî âðåìå-
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íè íå çàäàí. Íåëüçÿ óòâåðæäàòü òàêæå, ÷òî ïîòîê èçìå-
íÿëñÿ ðàâíîìåðíî âî âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
ÝÄÑ èíäóêöèè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ei = –Φ′(t). Ïî 
âèòêó ïðîòåêàåò èíäóêöèîííûé òîê i(t) = Ei / R = –Φ′(t) / R. 
Çàðÿä, ïðîòåêàþùèé ïî âèòêó è ðåãèñòðèðóåìûé ãàëü-

âàíîìåòðîì, ( )
2

1

.
t

ABCD
t

q S i t dt= = ∫  Çäåñü t1 — íà÷àëüíûé, 

à t2 — êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
i(t) ïîëó÷èì

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2
2

1
1 1

2 1 2 1

) 1 1

.

t t
t

t
t t

t
q dt t dt t

R R R

t t R R R

Φ′(= − = − Φ′ = − Φ =

= − Φ − Φ = − Φ − Φ = −ΔΦ

∫ ∫

Èòàê, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê ïîâîðà÷èâàëè âèòîê, 
ïðîòåêàþùèé ÷åðåç çàìêíóòûé êîíòóð çàðÿä âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå
 q = –ΔΦ / R. (1)

Ôîðìóëà âûâåäåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíäóêòèâ-
íîñòü êîíòóðà (âèòêà) ïðåíåáðåæèìî ìàëà ( )0 .L →  Ýòà 
ôîðìóëà áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷, 
â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå óñëîâèå.

Â íàøåé çàäà÷å

ΔΦ = (Φ2 – Φ1) = BS cos α – BS = BS(cos α – 1).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1) íàõîäèì

( ) ( )
( )

cos 1 1 cos

cos 1 0,5.

q BS R qR BS

qR BS

= − α − ⇒ − α = ⇒
⇒ α = − = −

Ñëåäîâàòåëüíî, α = arccos (–0,5) = 2π / 3 = 120°.

8. Ïðîâîäÿùèé ïëîñêèé êîíòóð ïëîùàäüþ S = 200 ñì2, 
â êîòîðûé âêëþ÷åí êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C = 10,0 
ìêÔ, ðàñïîëîæåí â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå òàê, 
÷òî âåêòîð íîðìàëè ê êîíòóðó îáðàçóåò ñ âåêòîðîì 
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ìàãíèòíîé èíäóêöèè óãîë α = 60°. Èçìåíåíèå ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì B = 2  ⋅  10–2 cos (π / 4)t Òë. Îïðåäåëèòü ýíåðãèþ êîí-
äåíñàòîðà â ìîìåíò âðåìåíè t = 2 ñ. Èíäóêòèâíîñòüþ 
êîíòóðà ïðåíåáðå÷ü.

Ð å ø å í è å
Ïî îïðåäåëåíèþ ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðîíèçûâàþùèé 

êîíòóð, Φ(t) = B(t)S cos α. Êàê âèäíî, çäåñü èçìåíåíèå 
ìàãíèòíîãî ïîòîêà âûçâàíî èçìåíåíèåì ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè. ÝÄÑ èíäóêöèè â ýòîì êîíòóðå

( ) ( )( ) ( )

2 2

cos cos

2 10 cos cos 2 10 sin cos
4 4 4

1
cos sin .

2 4

i t B t S B t S

t S t S

S t

− −

′′ ′= −Φ = − α = − α =

′π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⋅ α = ⋅ α =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
π= π α

E

Ïîñêîëüêó â ïëîñêîì êîíäåíñàòîðå ðàññòîÿíèå ìåæäó 
ïëàñòèíàìè ìàëî, òî ÝÄÑ èíäóêöèè, âîçíèêøàÿ â êîí-
òóðå è ðàâíîìåðíî â íåì ðàñïðåäåëåííàÿ, ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå. Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòî-
ðà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

22 1
cos sin .

2 8 4
iC

W C S t
π⎛ ⎞= = π α⎜ ⎟⎝ ⎠

E

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 2 ñ sin (π / 4)t = sin (π / 2) = 1 è ýíåð-
ãèÿ êîíäåíñàòîðà W = (1 / 8)C(Sπ cos α)2 = 1,23  ⋅  10–9 Äæ.

9. Ïî äâóì ìåäíûì øèíàì, óñòàíîâëåííûì ïîä óãëîì 
α ê ãîðèçîíòó, ñêîëüçèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæå-
ñòè ïðîâîäÿùàÿ ïåðåìû÷êà ìàññîé m è äëèíîé l. 
Ñêîëüæåíèå ïðîèñõîäèò â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïî-
ëå ñ èíäóêöèåé B. Ïîëå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè 
ïåðåìåùåíèÿ ïåðåìû÷êè. Ââåðõó øèíû ñîåäèíåíû 
ðåçèñòîðîì ñ ñîïðîòèâëåíèåì R. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 
ñêîëüæåíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè øèí è ïåðåìû÷êè 



ÐÀÇÄÅË 10

269

ðàâåí μ (μ < tg α). Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì øèí 
è ïåðåìû÷êè, íàéòè åå óñòàíîâèâøóþñÿ ñêîðîñòü. 
Ïåðåìû÷êà ïåðïåíäèêóëÿðíà øèíàì (ñì. ðèñ. 209).

Ðèñ. 209

Ð å ø å í è å
Ïóñòü óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü ïåðåìû÷êè ðàâíà v, 

òîãäà â ïåðåìû÷êå âîçíèêàåò ÝÄÑ èíäóêöèè Ei = Blv. Òàê 
êàê öåïü çàìêíóòà, ïî íåé ïðîòåêàåò èíäóêöèîííûé òîê

I = Ei / R = Blv / R.

Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïåðåìû÷êó: ñèëà òÿæåñòè mg,
�

 
ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíû øèí N,

�
 ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæå-

íèÿ ( )F F Nтр тр = μ
� �

 è ñèëà Àìïåðà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðî-
íû ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè÷åì ìîäóëü ñèëû Àìïåðà FA =
= BIl sin 90° = BIl = B(Blv / R)l = B2l2v / R. (Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 
óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì òîêà è âåêòîðîì ìàãíèòíîé 
èíäóêöèè ðàâåí 90°.)

Ðèñ. 210

Ïóñòü èíäóêöèÿ B
�

 ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåíà òàê, 
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 210. Òîãäà ïðè äâèæåíèè ïåðåìû÷-
êè âíèç ïî øèíàì ïîòîê âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷å-
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ðåç çàìêíóòûé êîíòóð AMNC (ñì. ðèñ. 209) âîçðàñòàåò. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó Ëåíöà èíäóêöèîííûé òîê 
â êîíòóðå íàïðàâëåí òàê, ÷òîáû ñîçäàííîå èì ìàãíèòíîå 
ïîëå ñòðåìèëîñü ñêîìïåíñèðîâàòü óâåëè÷åíèå ìàãíèòíî-
ãî ïîòîêà. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èíäóêöèÿ 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî èíäóêöèîííûì òîêîì, íà-
ïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó B.

�
 Èñïîëüçóÿ ïðàâè-

ëî áóðàâ÷èêà, íàõîäèì, ÷òî èíäóêöèîííûé òîê â êîíòó-
ðå AMNC íàïðàâëåí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü 
íà ýòîò êîíòóð ñâåðõó. Íà ðèñ. 210 èíäóêöèîííûé òîê 
íàïðàâëåí ê íàì, ïîýòîìó ñèëà Àìïåðà, ïðèëîæåííàÿ 
ê ïåðåìû÷êå, íàïðàâëåíà ââåðõ âäîëü øèí.

Ââåäåì îñè êîîðäèíàò X è Y è çàïèøåì âòîðîé çàêîí 
Íüþòîíà:

Amg F FX

Y N mg
трsin 0,по оси 

по оси cos 0.

α − − =⎧
⎨ − α =⎩

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ïåðåìû÷-
êè åå óñêîðåíèå a = 0. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ N = mg  cos α, 
ïîýòîìó Fòð = μN = μmg  cos α. Ïîäñòàâèâ ýòî â ïåðâîå óðàâ-
íåíèå, ïîëó÷èì

( )B l v mgR
mg mg v

R B l

2 2

2 2sin cos 0 sin cos .α − μ α − = ⇒ = α − μ α

10. Ìåòàëëè÷åñêèé ñòåðæåíü AN, ñîïðîòèâëåíèå åäèíè-
öû äëèíû êîòîðîãî ðàâíî ρ, äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé 
ñêîðîñòüþ v, ïåðïåíäèêóëÿðíîé AN, çàìûêàÿ äâà 
ïðîâîäíèêà OC è OD ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ñî-
ïðîòèâëåíèÿìè, îáðàçóþùèìè ìåæäó ñîáîé óãîë α; 
OC = l è AN OC.⊥  Âñÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå, èíäóêöèÿ B êîòîðîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ñèñòåìû. Íàéòè ïîëíîå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå âûäåëèòñÿ â öåïè çà âðåìÿ 
äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ AN îò òî÷êè O äî òî÷êè C (ñì. 
ðèñ. 211).
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Ðèñ. 211

Ð å ø å í è å
Ïóñòü OA = x, òîãäà äëèíà ÷àñòè ñòåðæíÿ AN, îáðàçó-

þùåãî çàìêíóòûé êîíòóð, y = x tg α. ÝÄÑ èíäóêöèè, êî-
òîðàÿ âîçíèêàåò â ïîäâèæíîì ñòåðæíå è äåéñòâóåò âî 
âñåì çàìêíóòîì êîíòóðå, Ei = Byv. Èíäóêöèîííûé òîê 
â êîíòóðå I = Ei / R, ãäå R — ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà, ðàâ-
íîå ñîïðîòèâëåíèþ ó÷àñòêà ñòåðæíÿ äëèíîé y. Ïîýòîìó 
R = ρy è I = Byv / (ρy) = Bv / ρ = const.

Òàêèì îáðàçîì, â êîíòóðå ïðîòåêàåò ïîñòîÿííûé òîê. 
Âûäåëÿþùàÿñÿ â íåì ìîùíîñòü

( )

( ) ( )

2 2
2

2 2 3

tg

tg tg .

BvBv
P I R y x

Bv B v
vt t

⎛ ⎞= = ρ = α =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

= α = α
ρ ρ

Ðèñ. 212

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ñòåð-
æíÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè x = vt. Òàêèì îáðàçîì, ìîù-
íîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ â êîíòóðå, íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé, à ëèíåéíî âîçðàñòàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Äëÿ òîãî 
÷òîáû íàéòè ïîëíîå êîëè÷åñòâî âûäåëèâøåéñÿ òåïëîòû, 
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ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè P(t), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ (ñì. ðèñ. 212).

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ äî òî÷êè C tC = l / v. Êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû ÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè ΔOCN, ïðè÷åì 
åãî êàòåò

( ) ( )
C C

Bv lB v l
CN P P t

v

22 3

tg tg .
⎛ ⎞= = = α = α⎜ ⎟⎝ ⎠ρ ρ

Èòàê, 
( )

C C

Bv l l B vl
Q P t

v

2 21 1
tg tg .

2 2 2
⎛ ⎞= ⋅ = α = α⎜ ⎟⎝ ⎠ρ ρ

11. Â ìàãíèòíîì ïîëå ñ áîëüøîé âûñîòû ïàäàåò êîëüöî, 
èìåþùåå äèàìåòð d è ñîïðîòèâëåíèå R. Ïëîñêîñòü 
êîëüöà âñå âðåìÿ ãîðèçîíòàëüíà. Íàéòè óñòàíîâèâ-
øóþñÿ ñêîðîñòü ïàäåíèÿ êîëüöà, åñëè âåðòèêàëüíàÿ 
ñîñòàâëÿþùàÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ 
ñ âûñîòîé H ïî çàêîíó B = B0(1 + αH), ãäå α = const (ñì. 
ðèñ. 213).

Ðèñ. 213

Ð å ø å í è å
Ïóñòü n

�
 — íîðìàëü ê ïëîñêîñòè êîëüöà, òîãäà ìàã-

íèòíûé ïîòîê, ñîçäàííûé âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, Φ = BS = B0(1 + αH)S, ãäå S = πd2 / 4 — 
ïëîùàäü êîíòóðà. ÝÄÑ èíäóêöèè, âîçíèêàþùàÿ 
â êîëüöå,

Ei = –Φ′(t) = –(B0(1 + αH)S)′ = –B0SαH′(t).
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Ïðîèçâîäíàÿ H′(t) = vÍ — ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè êîëü-
öà íà îñü H. Òàê êàê ñêîðîñòü êîëüöà íàïðàâëåíà ïðî-
òèâ îñè H, òî vÍ = –v, ãäå v — ìîäóëü ñêîðîñòè êîëüöà 
è Ei = B0Sαv. Ïî êîëüöó ïðîòåêàåò èíäóêöèîííûé òîê 
I = Ei / R = B0Sαv / R. Â ðåçóëüòàòå â êîëüöå çà ïðîìåæóòîê 
âðåìåíè Δt âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q = I2RΔt.

Íà âûñîòå H1 êîëüöî îáëàäàåò ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãè-

åé 
mv

W mgH
2

1 1 ,
2

= +  íà âûñîòå H2

( )
2

2 2 const .
2

mv
W mgH v= + =  

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

 

( )
( ) ( ) ( )( )

2
1 2 1 2 1 2

2 2
0 1 2 0 .

W W Q mgH mgH I R t mg H H

B S v R R t mg H H B S v R t

= + ⇒ = + Δ ⇒ − =

= α Δ ⇒ − = α Δ  
(1)

Ðàçíîñòü (H1 – H2) åñòü ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå êîëü-
öîì ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè, ïîýòîìó H1 – H2 = vΔt, 
è óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0

2 22
0 0

16
.

B S v B S v
mgv t t mg

R R
mgR mgR

v
B S B d

α α
Δ = Δ ⇒ = ⇒

⇒ = =
α π α

12. Ñâåðõïðîâîäÿùåå êðóãëîå êîëüöî ðàäèóñîì r, èìåþ-
ùåå èíäóêòèâíîñòü L, íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B. Ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêîñòü 
êîëüöà áûëà ïàðàëëåëüíà âåêòîðó B,

�
 à òîê â êîëüöå 

ðàâåí íóëþ. Êàêóþ ðàáîòó íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òîáû 
ïîâåðíóòü êîëüöî òàê, ÷òîáû åãî ïëîñêîñòü ñòàëà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ëèíèÿì èíäóêöèè?

Ð å ø å í è å
Êîëüöî ïðîíèçûâàåòñÿ êàê âíåøíèì ìàãíèòíûì ïî-

òîêîì Φâí, òàê è ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ïîòîêîì Φc, 
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ñîçäàííûì òîêîì, ïðîòåêàþùèì ïî êîëüöó. Ïîýòîìó 
ïîëíûé ìàãíèòíûé ïîòîê Φ = Φâí + Φc, à ÝÄÑ èíäóêöèè 
â êîëüöå

вн с вн ,i Li′ ′ ′ ′ ′= −Φ = −Φ − Φ = −Φ −E

ãäå i — ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òîêà.
Ñîïðîòèâëåíèå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîëüöà R = 0, ïî-

ýòîìó ïî çàêîíó Îìà Ei = IR = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

вн вн0 .Li Li′ ′ ′ ′−Φ − = ⇒ −Φ =  Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî 
îò íóëÿ äî τ, ãäå τ — âðåìÿ ïîâîðîòà êîëüöà, íàéäåì, 
÷òî

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
вн вн 0 0

0 0

вн вн 0 0 .

dt Li dt t Li t

L i i

τ τ
τ τ′ ′− Φ = ⇒ −Φ = ⇒

⇒ − Φ τ − Φ = τ −

∫ ∫

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè i(0) = 0, Φâí(0) = 
= BS cos 90° = 0. Â ìîìåíò âðåìåíè τ Φâí(τ) = BS cos 0° = BS, ãäå 
S = πr2, à òîê i(τ) = I. Òàêèì îáðàçîì, BS LI I BS L.− = ⇒ = −

Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîëüöà W(0) = 0, 
êîíå÷íîå çíà÷åíèå ýòîé ýíåðãèè W(τ) = LI2 / 2. Óâåëè÷å-
íèå ýíåðãèè ïðîèçîøëî çà ñ÷åò ðàáîòû âíåøíèõ ñèë, 
ïîýòîìó

( ) ( ) ( ) ( )B rBSLI
W W W A A

L L

2222

0 .
2 2 2

π
Δ = τ − = ⇒ = = =

13. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 214, â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè êëþ÷ K ðàçîìêíóò, êîíäåíñàòîð íå 
çàðÿæåí. Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîêà 
ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à. Çàäàíû L, C, E0. Ñîïðîòèâ-
ëåíèåì êàòóøêè è èñòî÷íèêà ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 214
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Ð å ø å í è å
ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè â êàòóøêå Ec = –Li′(t), ãäå i(t) — 

ïðîèçâîäíàÿ îò òîêà ïî âðåìåíè. Êîãäà ÷åðåç êàòóøêó 
ïðîòåêàåò ìàêñèìàëüíûé òîê, ýòà ïðîèçâîäíàÿ îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, è Ec = 0. Ïîýòîìó íàïðÿ-
æåíèå íà êîíäåíñàòîðå â ýòîò ìîìåíò ðàâíî íàïðÿæå-
íèþ èñòî÷íèêà E0. Ïðè ýòîì çàðÿä êîíäåíñàòîðà q = CE0. 
Èìåííî ýòîò çàðÿä ïðîòåêàåò ÷åðåç èñòî÷íèê, ïðè ýòîì 
ðàáîòà ñòîðîííèõ ñèë 2

ст 0 0.A q C= =E E  Ýòà ðàáîòà èäåò íà 
èçìåíåíèå ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà è êàòóøêè èíäóêòèâíî-
ñòè, ò. å. Añò = Wý + Wì, ãäå 2

э 0 2W C= E  — ýíåðãèÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà, à W LI2

м max 2=  — ýíåðãèÿ 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàòóøêè. Èòàê,

2 2 2
0 0 max max 02 2 .C C LI I C L= + ⇒ =E E E

14. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C, çàðÿæåííûé äî íàïðÿæå-
íèÿ u, ðàçðÿæàåòñÿ ÷åðåç êàòóøêó ñ èíäóêòèâíîñòüþ 
L è ñîïðîòèâëåíèåì R. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âû-
äåëèòñÿ â êàòóøêå ê ìîìåíòó âðåìåíè, êîãäà ñèëà 
òîêà â íåé äîñòèãíåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ I (ñì. 
ðèñ. 215)?

Ðèñ. 215

Ð å ø å í è å
Â ýòîì çàäàíèè êàòóøêà íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé, åå 

ñîïðîòèâëåíèå R ≠ 0. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðàçíîñòü 
ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êàìè A è B åñòü Ec + i(t)R, ãäå 
Ec — ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè, âîçíèêàþùàÿ â êàòóøêå è ðàâ-
íàÿ –Li′(t), à i(t)R — íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå, êîãäà ïî 
íåé ïðîòåêàåò òîê i(t). Â ìîìåíò, êîãäà òîê äîñòèãàåò 
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ìàêñèìóìà, ïðîèçâîäíàÿ i′(t) = 0 è ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ 
ìåæäó òî÷êàìè A è B ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé IR.

Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà åñòü ýíåðãèÿ êîíäåíñàòî-
ðà W1 = Cu2 / 2. Â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ýíåð-
ãèÿ êîíòóðà ðàñïðåäåëåíà ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì 
êîíäåíñàòîðà è ìàãíèòíûì ïîëåì êàòóøêè:

W2 = C(φA – φB)2 / 2 + LI2 / 2 = C(IR)2 / 2 + LI2 / 2.

Ýíåðãèÿ êîíòóðà íå ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê êàòóøêà 
îáëàäàåò íåíóëåâûì ñîïðîòèâëåíèåì è ïðè ïðîòåêàíèè 
òîêà â íåé âûäåëÿåòñÿ òåïëîòà. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ 
ýíåðãèè

( )( )W W Q W W Cu C IR LI
22 2

1 2 1 2 2.= + ⇒ − = − −
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ÊÎËÅÁÀÍÈß. 
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÉ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÎÊ

1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà 
êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ

Â ïðèðîäå è òåõíèêå ñóùåñòâóþò ïðîöåññû, â êîòî-
ðûõ èçìåíåíèå âî âðåìåíè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðîèñ-
õîäèò ïåðèîäè÷åñêè èëè ïðèáëèçèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêè. 
Òàêèå ïðîöåññû íàçûâàþò êîëåáàíèÿìè. Ïðîñòåéøèì 
ïðèìåðîì êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ — äâèæåíèÿ òåë, ïîâòîðÿþùèåñÿ òî÷íî èëè ïðè-
áëèçèòåëüíî ÷åðåç îäèíàêîâûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé (â ìåõàíèêå — ñèë) íà ñèñòå-
ìó, íàçûâàþòñÿ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè.

Êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ñèñòåìå áåç âíåøíèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé íà íåå, íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíû-
ìè êîëåáàíèÿìè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîëåáàíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷-
íóþ ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó, îíè îïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâû-
ìè âåëè÷èíàìè è óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáà-
íèé èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå êîëåáà-
òåëüíîå äâèæåíèå â öåëîì: ïåðèîä, ÷àñòîòà è àìïëèòóäà 
êîëåáàíèé.

Ïåðèîä êîëåáàíèé T — ýòî ìèíèìàëüíûé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ïî-
âòîðÿåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðèîä — ýòî ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü îäíîãî êîëåáàíèÿ.

×àñòîòà êîëåáàíèé ν  — ýòî ÷èñëî êîëåáàíèé â åäè-
íèöó âðåìåíè (â ñèñòåìå ÑÈ çà 1 ñ). ×àñòîòà êîëåáà-
íèé — âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ïåðèîäó:
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 ν = 1 / T. (11.1)

Öèêëè÷åñêàÿ (êðóãîâàÿ) ÷àñòîòà ω  — ýòî ÷èñëî êîëå-
áàíèé çà 2π ñåêóíä:
 ω = 2πν = 2π / T. (11.2)

×àñòîòó ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íàçûâàþò ñîáñòâåííîé 
÷àñòîòîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû è îáîçíà÷àþò ω0.

Àìïëèòóäà êîëåáàíèé A > 0 — ýòî íàèáîëüøåå îòêëî-
íåíèå êîëåáëþùåãîñÿ òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. 
Â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò íå î ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíè-
ÿõ, àìïëèòóäà êîëåáàíèé óêàçûâàåò ïðåäåëû èçìåíåíèÿ 
ôóíêöèè x(t), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò êîëåáàòåëüíûé 
ïðîöåññ:

–A ≤ x(t) ≤ A.

Åñëè àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óáû-
âàåò, òî êîëåáàíèÿ íàçûâàþò çàòóõàþùèìè.

2. Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Èç ðàçëè÷íûõ âèäîâ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ (ñâî-
áîäíûõ è âûíóæäåííûõ) îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò 
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ — êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå 
ïî çàêîíó ñèíóñà èëè êîñèíóñà îò âðåìåíè t. Îíè îïèñû-
âàþòñÿ ôîðìóëàìè

 x(t) = A cos (ωt + φ0) èëè x(t) = A sin (ωt + φ0), (11.3)

ãäå x(t) — ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàòåëüíûé ïðî-
öåññ.

Ôàçîé êîëåáàíèé íàçûâàþò âåëè÷èíó

 φ(t) = ωt + φ0, (11.4)

ãäå φ0 — ôàçà êîëåáàíèé â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, åå íà-
çûâàþò íà÷àëüíîé ôàçîé êîëåáàíèé.

Â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ôóíêöèÿ x(t) 
â ôîðìóëàõ (11.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîîðäèíàòó êîëå-
áëþùåãîñÿ òåëà.
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Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé φ0 = 0, òîãäà êî-
îðäèíàòà êîëåáëþùåãîñÿ òåëà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé 
x(t) = A sin ωt. Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíò 
âðåìåíè t = 0 x(t) = 0, ò. å. òåëî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò. Âûÿñíèì, ÷åðåç êàêîé ìèíèìàëüíûé ïðîìåæóòîê 
âðåìåíè t ñìåùåíèå òåëà ñòàíåò ðàâíûì àìïëèòóäå A. 
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( )x t A A t A tsin sin 1= ⇒ ω = ⇒ ω = ⇒

t t t T
T

2 1
,

2 2 4

π π π⇒ ω = ⇒ = ⇒ =

ãäå T — ïåðèîä êîëåáàíèé.
Èòàê, òåëî ñìåùàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà 

ðàññòîÿíèå, ðàâíîå àìïëèòóäå êîëåáàíèé, çà âðåìÿ, ðàâ-
íîå ÷åòâåðòè ïåðèîäà êîëåáàíèé. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî 
âðåìÿ äâèæåíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè òàêæå ðàâíî 
÷åòâåðòè ïåðèîäà êîëåáàíèé.

3. Ñêîðîñòü è óñêîðåíèå òåëà, 
ñîâåðøàþùåãî ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Ïóñòü òåëî ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî 
çàêîíó

x(t) = A cos (ωt + φ0).

Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû 
òåëà ïî âðåìåíè åñòü ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ýòîãî òåëà íà 
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ïîýòîìó ñêîðîñòü òåëà, ñîâåðøà-
þùåãî ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,

vx(t) = x′(t) = (A cos (ωt + φ0))′ = –A sin (ωt + φ0)  ⋅  (ωt + φ0)′ = 
= –Aω sin (ωt + φ0) = Aω cos (ωt + φ0 + π / 2).

Çàìåíèâ Aω íà vm, ïîëó÷èì

 vx(t) = vm cos (ωt + φ0 + π / 2). (11.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ñêî-
ðîñòü òåëà íå ïîñòîÿííà, à òàêæå ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷å-
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ñêèå êîëåáàíèÿ ñ òîé æå ÷àñòîòîé ω, à çíà÷èò, è ïåðèî-
äîì T = 2π / ω, è àìïëèòóäîé vm = Aω. Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû 
(11.3) è (11.5), ïîëó÷àåì, ÷òî ôàçû êîëåáàíèé ñêîðîñòè 
è êîîðäèíàòû îòëè÷àþòñÿ íà π / 2. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, 
ñëåäóåò, ÷òî, êîãäà ñìåùåíèå òåëà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ðàâíî àìïëèòóäå, ò. å. ìàêñèìàëüíî, ñêîðîñòü òåëà 
îáðàùàåòñÿ â íóëü. È íàîáîðîò, êîãäà òåëî ïðîõîäèò ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ò. å. ñìåùåíèå ìèíèìàëüíî, ìî-
äóëü ñêîðîñòè äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû èëè ïåðâàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ îò ñêîðîñòè ïî âðåìåíè ðàâíû ïðîåêöèè óñêî-
ðåíèÿ òåëà, ïîýòîìó óñêîðåíèå òåëà, ñîâåðøàþùåãî ãàð-
ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,

ax(t) = v′(t) = (–Aω sin (ωt + φ0))′ = –Aω cos (ωt + φ0) (ωt + φ0)′ = 
= –Aω2 cos (ωt + φ0) = Aω2 cos (ωt + φ0 + π).

Çàìåíèâ Aω2 íà am, ïîëó÷èì

 ax(t) = am cos (ωt + φ0 + π). (11.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ óñêî-
ðåíèå òåëà íå ïîñòîÿííî, à ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå 
êîëåáàíèÿ ñ òîé æå ÷àñòîòîé ω è ïåðèîäîì T, ÷òî êî-
îðäèíàòà è ñêîðîñòü. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé óñêîðåíèÿ 
am = Aω2. Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (11.3), (11.5) è (11.6), ïðè-
õîäèì ê âûâîäó, ÷òî ôàçû êîëåáàíèé óñêîðåíèÿ è êî-
îðäèíàòû îòëè÷àþòñÿ íà π (óñêîðåíèå è êîîðäèíàòà êî-
ëåáëþòñÿ â ïðîòèâîôàçàõ); ôàçû êîëåáàíèé óñêîðåíèé 
è ñêîðîñòè îòëè÷àþòñÿ íà π / 2. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 
êîãäà ñêîðîñòü òåëà ìàêñèìàëüíà (òåëî ïðîõîäèò ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ), åãî óñêîðåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü. 
È íàîáîðîò, êîãäà ñêîðîñòü ìèíèìàëüíà (ñìåùåíèå òåëà 
ðàâíî àìïëèòóäå), ìîäóëü óñêîðåíèÿ òåëà äîñòèãàåò ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Èòàê, ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ òåëà åãî óñêî-
ðåíèå

ax = –Aω2 cos (ωt + φ0) = –ω2(A cos (ωt + φ0)) = –ω2x(t),
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ò. å. ïðîïîðöèîíàëüíî êîîðäèíàòå. Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòî-
ðûì çàêîíîì Íüþòîíà ïðè÷èíîé, âûçûâàþùåé óñêîðå-
íèå, ÿâëÿåòñÿ ïðèëîæåííàÿ ê òåëó ñèëà F = max = –mω2x. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ íà òåëî 
äîëæíà äåéñòâîâàòü ñèëà èëè ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë, 
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñìåùåíèþ òåëà è íàïðàâëåííàÿ ê ïî-
ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Åå ÷àñòî íàçûâàþò âîçâðàùàþùåé 
ñèëîé, õîòÿ ýòî íå îñîáàÿ ñèëà, à ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ðå-
àëüíûõ ñèë ïðèðîäû, îáóñëîâëåííûõ âçàèìîäåéñòâèåì 
òåëà ñ äðóãèìè òåëàìè.

4. Ïðóæèííûé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîëåáàíèÿ ïðóæèí-
íîãî ìàÿòíèêà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóç ìàññîé m, 
ðàñïîëîæåííûé íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò íà ïðóæèíå ñ êîýôôèöèåí-
òîì æåñòêîñòè k (ñì. ðèñ. 216). Íà÷àëî êîîðäèíàò x0 = 0 
íàõîäèòñÿ â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîæåíèþ ðàâíî-
âåñèÿ ãðóçà, êîãäà ïðóæèíà íå äåôîðìèðîâàíà.

Ðèñ. 216

Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå ìàÿòíèêà ñîâïàäàåò ñ åãî 
êîîðäèíàòîé. Â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè íà ìàÿòíèê 
äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà ðåàêöèè îïîðû N,

�
 

ïðè÷åì èõ ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü X ðàâíû 
íóëþ. Â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ê ìàÿòíèêó ïðè-
ëîæåíà ñèëà óïðóãîñòè F,

�
 ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà îñü X â 

ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè Fx = –kx (çàêîí Ãóêà), ãäå x — êî-
îðäèíàòà òåëà. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà Fx = max, ãäå 
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ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ ax ðàâíà âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò êî-
îðäèíàòû. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Fx è ax ïîëó÷àåì

( )kx mx x k m x 0.− = ⇒ + =′′ ′′

Äàííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèé, êîòîðûå 
ðåøàþò â øêîëå, òåì, ÷òî â íåãî âõîäÿò íåèçâåñòíàÿ 
ôóíêöèÿ x(t) è åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Òàêèå óðàâíåíèÿ 
íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè. Îáîçíà÷èâ ïîëîæè-
òåëüíóþ âåëè÷èíó k / m ÷åðåç 2

0,ω  ïîëó÷èì

 x x20 0.+ ω =′′   (11.7)

Íåòðóäíî äîêàçàòü ïîäñòàíîâêîé, ÷òî ðåøåíèÿìè 
ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäóò ôóíêöèè x(t) = A cos (ω0t + φ0) èëè 
x(t) = A sin (ω0t + φ0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðóæèííûé ìàÿòíèê 
ñîâåðøàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèìè. Îäíîâðåìåííî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãàðìî-
íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû îïèñû-
âàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (11.7).

Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿò-
íèêà
 k m0 ,ω =  (11.8)

à ïåðèîä
 T m k2 2 .= π ω = π  (11.9)

Ôîðìóëû (11.8) è (11.9) èëëþñòðèðóþò îáùåå ñâîé-
ñòâî ñèñòåì, ñîâåðøàþùèõ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ: ñîáñò-
âåííàÿ ÷àñòîòà è ïåðèîä êîëåáàíèé çàâèñÿò òîëüêî îò 
ñâîéñòâ ñèñòåìû (äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà — îò ìàññû 
òåëà m è êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè ïðóæèíû k). ×òî êà-
ñàåòñÿ àìïëèòóäû è íà÷àëüíîé ôàçû êîëåáàíèé, òî îíè 
îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò. å. òåì, êàê âîç-
áóæäåíû êîëåáàíèÿ.

Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èíà÷å, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè 
òðåíèÿ ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáëþùåãîñÿ òåëà 
íå èçìåíÿåòñÿ. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà W ñêëà-



ÐÀÇÄÅË 11

283

äûâàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè Wê è ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè Wp, ò. å. W = Wê + Wp = const, 
ãäå Wê = mv2 / 2 = m(x′)2 / 2, à Wp = kx2 / 2. Íàéäåì ïðîèçâîä-
íóþ îò ïîëíîé ýíåðãèè ïî âðåìåíè:

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

2 22 2

2 2

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

.

W m x kx m x kx

m k m k
x x x x xx

mx x kxx mx kx x

′ ′ ′′ ′ ′= + = + =

′ ′′ ′ ′′ ′= + = + =

′ ′′ ′ ′′ ′= + = +

Òàê êàê ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå èçìåíÿåòñÿ, 
òî åå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè W = 0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( )mx kx x mx kx0 0+ = ⇒ + = ⇒′′ ′ ′′

( )x k m x x x200 0,⇒ + = ⇒ + ω =′′ ′′

ãäå k m2
0 .ω =

Òàêèì îáðàçîì, íàìè íàéäåíî äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

5. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà — íåáîëüøîãî øàðèêà, ñîâåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ 
â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè íà íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé 
íèòè äëèíîé l (ñì. ðèñ. 217). Ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ 
óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè íå ïðåâûøàåò 10°. Êîëåáàíèÿ ìà-
ÿòíèêà ñîâåðøàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì äâóõ ñèë: ñèëû òÿ-
æåñòè mg

�
 è ñèëû íàòÿæåíèÿ (óïðóãîñòè) íèòè F.

�
 Âå-

ëè÷èíîé, îïèñûâàþùåé äàííûé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ, 
ÿâëÿåòñÿ óãîë α(t) — óãîë îòêëîíåíèÿ íèòè â ìîìåíò 
âðåìåíè t îò âåðòèêàëüíîãî ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ.

Ñïðîåöèðóåì äåéñòâóþùèå ñèëû íà îñü X, íàïðàâ-
ëåííóþ ïî êàñàòåëüíîé ê äóãå â òî÷êå, ãäå â äàííûé 
ìîìåíò âðåìåíè ðàñïîëîæåí ìàÿòíèê. Ïðîåêöèÿ ñèëû 
íàòÿæåíèÿ ðàâíà íóëþ, à ïðîåêöèÿ ñèëû òÿæåñòè ðàâ-
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íà –mg  sin α. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìàëûõ óãëàõ α, âûðà-
æåííûõ â ðàäèàíàõ, sin α = α. Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè 
äóãà AB = lα, à êàñàòåëüíîå (òàíãåíöèàëüíîå) óñêîðåíèå 
åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò lα ïî âðåìåíè, ò. å. ατ = lα. 
Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

( )mg m g l g lsin 0.τ− α = α ⇒ − α = α ⇒ α + α =′′ ′′

Ðèñ. 217

Ïîëàãàÿ g l 2
0,= ω  ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà

2
0 0.α + ω α =′′

Åãî ðåøåíèå: α(t) = A cos (ω0t + φ0). Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòî-
òà è ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íå çà-
âèñÿò îò ìàññû è âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

 g l0 ,ω =  (11.10)

 T l g2 .= π  (11.11)

6. Ñâîáîäíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå 
êîëåáàíèÿ â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå

Â ïðèðîäå ñóùåñòâóþò íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ. Êàòóøêà èíäóêòèâíîñòè L è êîíäåíñàòîð C îáðà-
çóþò êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, â êîòîðîì ïðîèñõîäÿò ñâî-
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áîäíûå êîëåáàíèÿ çàðÿäà êîíäåíñàòîðà, òîêà è íàïðÿæå-
íèÿ íà êîíäåíñàòîðå (ñì. ðèñ. 218).

Ðèñ. 218

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â ýòîé ñèñòåìå âîçíèêàþò, íà-
ïðèìåð, ïîñëå ñîîáùåíèÿ êîíäåíñàòîðó çàðÿäà qm, êî-
òîðûé çàòåì ðàçðÿæàåòñÿ ÷åðåç êàòóøêó, ñîçäàâàÿ òîê 
â êîíòóðå.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t çàðÿä êîíäåíñàòîðà q(t), 
à òîê â êîíòóðå i(t). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà ðàâíà 
ñóììå ýíåðãèé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé: 
W = Wý + Wì, ãäå Wý = q2 / (2C) — ýíåðãèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ 

â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå êîíäåíñàòîðà, à 
Li

W
2

м 2
=  — ýíåð-

ãèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ìàãíèòíîì ïîëå êàòóøêè. Òàêèì 
îáðàçîì, W = q2 / (2C) + Li2 / 2. Åñëè ñîïðîòèâëåíèå êîíòó-
ðà ðàâíî íóëþ, òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà ñîõðàíÿåòñÿ: 
W = const.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïîëíîé ýíåðãèè 
êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà:

( ) ( )
2 2 2 2

2 21

2 2 2 2 2 2

1
2 2 .

2 2

q Li q Li L
W q i

C C C

L qq
qq ii Lii

C C

′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ′= + = + = + =′ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′′ ′= + = + ′

Ó÷òåì, ÷òî ìãíîâåííîå çíà÷åíèå òîêà åñòü ïðîèçâîä-
íàÿ ïî âðåìåíè îò çàðÿäà. Ïîýòîìó i = q′, à i′ = q′′. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

W′ = qq′/C + Lq′q′′ = (q′/ C + Lq′′)q′.
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Òàê êàê W = const, òî W′ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )( )q C Lq q Lq q C q LC q0 0 1 0.+ = ⇒ + = ⇒ + =′′ ′ ′′ ′′

Îáîçíà÷èâ ( )LC 2
01 ,= ω  ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãàðìîíè-

÷åñêèõ êîëåáàíèé â êîíòóðå

 q q20 0.+ ω =′′  (11.12)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:

q(t) = qm cos (ω0t + φ0),

ãäå qm — àìïëèòóäà êîëåáàíèé çàðÿäà.
Çàðÿä êîíäåíñàòîðà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà-

íèÿ ñ ÷àñòîòîé è ïåðèîäîì, âû÷èñëÿåìûì ïî ôîðìóëàì

 LC0 1 ,ω =  (11.13)

 T LC2= π  (ôîðìóëà Òîìñîíà). (11.14)

Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå

 u(t) = q(t) / C = (qm / C) cos (ω0t + φ0) =  
 = um cos (ω0t + φ0), (11.15)

ãäå um = qm / C.
Èç ôîðìóëû (11.15) ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåíèå íà êîí-

äåíñàòîðå ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ òåìè 
æå ÷àñòîòîé ω0 è ïåðèîäîì T, ÷òî è çàðÿä. Àìïëèòóäà 
êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ um = qm / C; ôàçû êîëåáàíèé íà-
ïðÿæåíèÿ è çàðÿäà ñîâïàäàþò.

Òîê â êîíòóðå 

i(t) = q′(t) = (qm  cos (ω0t + φ0))′ = –qmω0  sin (ω0t + φ0) = 
= qmω0 cos (ω0t + φ0 + π / 2), ãäå qmω0 = Im.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òîê â êîíòóðå ñîâåðøàåò ãàðìî-
íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ òåìè æå ÷àñòîòîé è ïåðèîäîì, ÷òî 
çàðÿä è íàïðÿæåíèå; ôàçà êîëåáàíèé òîêà îïåðåæàåò 
ôàçó êîëåáàíèé çàðÿäà è íàïðÿæåíèÿ íà π / 2; àìïëèòó-
äà êîëåáàíèé òîêà Im = qmω0.
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7. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. 
Ðåçîíàíñ

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò, êîãäà íà ñèñ-
òåìó äåéñòâóþò âíåøíèå ïåðèîäè÷åñêèå ñèëû (âîçäåé-
ñòâèÿ). Ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ â ñèñòåìå ÷åðåç 
íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè óñòàíàâëèâàþòñÿ êîëå-
áàíèÿ, ÷àñòîòà êîòîðûõ ðàâíà ÷àñòîòå âíåøíåé ïåðèî-
äè÷åñêîé ñèëû. Â îáùåì ñëó÷àå ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû 
íå ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ñèñòåìû. 
Åñëè âíåøíÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà èçìåíÿåòñÿ ïî ãàð-
ìîíè÷åñêîìó çàêîíó, òî ïðè ñîâïàäåíèè åå ÷àñòîòû ω ñ 
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ñèñòåìû ω0 íàñòóïàåò 
ðåçîíàíñ — ðåçêîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû óñòàíîâèâ-
øèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Èòàê, óñëîâèå ðåçî-
íàíñà
 ω = ω0. (11.16)

Ðàçóìååòñÿ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (11.16) áóäóò 
ñîâïàäàòü ïåðèîä âíåøíåé ñèëû è ïåðèîä ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé ñèñòåìû, ò. å. T = T0.

Ðèñ. 219

Íà ðèñ. 219 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû 
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé A îò ÷àñòîòû ω âíåøíåé ïåðè-
îäè÷åñêîé ñèëû.
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8. Ïåðåìåííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê â öåïè, 
ñîäåðæàùåé ðåçèñòîð. Äåéñòâóþùèå 

çíà÷åíèÿ òîêà è íàïðÿæåíèÿ

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â ýëåêòðè÷å-
ñêîé öåïè, ñîäåðæàùåé èñòî÷íèê, íàïðÿæåíèå êîòîðîãî 
èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó u(t) = um cos ωt, ãäå 
um — àìïëèòóäà êîëåáàíèé.

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ 
â öåïè, ñîäåðæàùåé àêòèâíîå (îìè÷åñêîå) ñîïðîòèâëåíèå 
R (ñì. ðèñ. 220).

Ðèñ. 220

Ìãíîâåííîå çíà÷åíèå òîêà

i(t) = u / R = (um cos ωt) / R = (um / R) cos ωt.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîâîäíèêå ñ àêòèâíûì ñîïðîòèâëå-
íèåì êîëåáàíèÿ ñèëû òîêà ïðîèñõîäÿò ñ òîé æå ÷àñòî-
òîé, ÷òî è êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ; ïî ôàçå îíè ñîâïàäà-
þò ñ êîëåáàíèÿìè íàïðÿæåíèÿ; àìïëèòóäà îïðåäåëÿåòñÿ 
ðàâåíñòâîì
 Im = um / R. (11.17)

Ïî çàêîíó Äæîóëÿ — Ëåíöà â ïðîâîäíèêå áóäåò âûäå-
ëÿòüñÿ òåïëîòà, ïðè÷åì ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ìîùíîñòè 

( ) mp t i R I R t2 2 2cos .= = ω  Ýíåðãèÿ, âûäåëÿþùàÿñÿ â ïðî-
âîäíèêå çà ïåðèîä T,

( ) 2 2 2 2 2

0 0 0

1
cos cos .

2

T T T

m m mW p t dt I R tdt I R tdt I RT= = ω = ω =∫ ∫ ∫
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Ïåðåìåííûé òîê ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü ñðåäíåé 
ìîùíîñòüþ çà ïåðèîä

 P W T.=  (11.18)

Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ïåðåìåííîãî òîêà, âûäåëÿþùàÿñÿ 
â àêòèâíîì ñîïðîòèâëåíèè,

 ( ) ( )m mP W T I R I R
221 2 2 .= = =  (11.19)

Ïðè ýòîì âåëè÷èíó

 д 2mI I=  (11.20)

íàçûâàþò äåéñòâóþùèì çíà÷åíèåì òîêà. Òîãäà

 P I R2д .=  (11.21)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå íà-
ïðÿæåíèÿ
 mu uд 2,=  (11.22)

ãäå um — àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ. Íåòðóäíî 
ïîëó÷èòü, ÷òî

 Iä = uä  /R. (11.23)

9. Ïåðåìåííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê 
â öåïè, ñîäåðæàùåé êîíäåíñàòîð. 

Åìêîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷å-
ñêîé öåïè, ñîäåðæàùåé êîíäåíñàòîð (ñì. ðèñ. 221). Ïå-
ðåìåííîå íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå u(t) = um  cos ωt. 
Ïóñòü q(t) — ìãíîâåííîå çíà÷åíèå çàðÿäà êîíäåíñàòîðà, 
òîãäà q(t) = Cum cos ωt.

Ðèñ. 221
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Ñèëà òîêà â öåïè i(t) = q′(t) = (Cum  cos ωt)′ = – Cum sin ωt =
= umCω cos (ωt + π / 2). Ñëåäîâàòåëüíî, êîëåáàíèÿ ñèëû 
òîêà ïðîèñõîäÿò ñ òîé æå ÷àñòîòîé, ÷òî è êîëåáàíèÿ 
íàïðÿæåíèÿ; êîëåáàíèÿ ñèëû òîêà îïåðåæàþò êîëåáà-
íèÿ íàïðÿæåíèÿ íà π / 2; àìïëèòóäà êîëåáàíèé òîêà 
Im = umCω. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ôîð-
ìå, àíàëîãè÷íîé çàêîíó Îìà äëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà:

 ( )
m m

m
C

u u
I

C X
,

1
= =

ω
 (11.24)

ãäå åìêîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå êîíäåíñàòîðà ïåðåìåííîìó 
òîêó
 XÑ = 1 / (ωC). (11.25)

Åñëè êîíäåíñàòîð îòñóòñòâóåò, òî C → ∞  è òîãäà 
XÑ = 0. Â îòëè÷èå îò àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, íà êîí-
äåíñàòîðå â öåïè ïåðåìåííîãî òîêà ýíåðãèÿ íå âûäåëÿ-
åòñÿ. Â òå÷åíèå ÷åòâåðòè ïåðèîäà, êîãäà êîíäåíñàòîð çà-
ðÿæàåòñÿ, ýíåðãèÿ ïîñòóïàåò â öåïü. Â ñëåäóþùóþ ÷åò-
âåðòü ïåðèîäà, ïðè ðàçðÿäêå êîíäåíñàòîðà, ýòà ýíåðãèÿ 
âîçâðàùàåòñÿ ê èñòî÷íèêó.

10. Ïåðåìåííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê â öåïè, 
ñîäåðæàùåé êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè. 

Èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â öåïè, ñîäåð-
æàùåé êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè L (ñì. ðèñ. 222).

Ðèñ. 222

Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå 
åñòü ñóììà âíåøíåãî íàïðÿæåíèÿ u(t) è ÝÄÑ ñàìîèíäóê-
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öèè Ec, âîçíèêàþùåé â êàòóøêå ïðè ïðîòåêàíèè ïî íåé 
ïåðåìåííîãî òîêà.

Òàê êàê àêòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì êàòóøêè ïðåíåáðå-
ãàåì, òî ( ) ( )c c0 .u t u t+ = ⇒ = −E E  Ïóñòü ñèëà òîêà â öåïè 
èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó i(t) = Im sin ωt, ãäå 
Im — àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå òîêà. ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè 
â êàòóøêå

Ec = –Li′ = –L(Im sin ωt)′ = –LωIm cos ωt.

Íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå u = LωIm cos ωt = LωIm sin (ωt +
+ π / 2). Ñëåäîâàòåëüíî, êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà êà-
òóøêå îïåðåæàþò êîëåáàíèÿ ñèëû òîêà íà π / 2. Àìïëè-
òóäà íàïðÿæåíèÿ m mu L I= ω ⇒

 Im = um / (Lω). (11.26)

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

 Im = um / XL, (11.27)

ãäå èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå êàòóøêè

 XL = ωL. (11.28)

Íà êàòóøêå â öåïè ïåðåìåííîãî òîêà ýíåðãèÿ íå âû-
äåëÿåòñÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (11.24) è (11.27) ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî 
äëÿ àìïëèòóäíûõ, íî è äëÿ äåéñòâóþùèõ çíà÷åíèé òîêà 
è íàïðÿæåíèÿ.

11. Ìåòîä âåêòîðíûõ äèàãðàìì. 
Ìîùíîñòü ïåðåìåííîãî òîêà

Ðàñ÷åò òîêîâ è íàïðÿæåíèé â áîëåå ñëîæíûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ öåïÿõ ïåðåìåííîãî òîêà ïðîâîäÿò ñ ïîìîùüþ 
âåêòîðíûõ äèàãðàìì.

Ìåòîä âåêòîðíûõ äèàãðàìì îñíîâàí íà òîì, ÷òî ãàð-
ìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðà, 
ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí àìïëèòóäå êîëåáàíèÿ, à óãîë, êî-
òîðûé îáðàçóåò âåêòîð ñ íåêîòîðîé îñüþ, ðàâåí íà÷àëü-
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íîé ôàçå êîëåáàíèé. Ñëîæåíèå íàïðÿæåíèé è òîêîâ, 
èçìåíÿþùèõñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ñâîäèòñÿ 
ê ñëîæåíèþ âåêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîëåáàíèÿ íà-
ïðÿæåíèé è òîêîâ.

Ðèñ. 223

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà öåïü (ñì. ðèñ. 223), 
â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû âêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî-
ýòîìó ñèëà òîêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íà âñåõ ó÷àñò-
êàõ öåïè îäèíàêîâà, à ñóììà ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé íà-
ïðÿæåíèé íà íèõ ðàâíà çíà÷åíèþ ïðèëîæåííîãî íàïðÿ-
æåíèÿ u(t) = um cos ωt.

Ðèñ. 224

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò XOY çàäàäèì âåêòîð êîëåáàíèÿ 
òîêà I êîîðäèíàòàìè ïî îñÿì OX è OY, ò. å. ( )mI I ;0 ,

�
 

ãäå Im — àìïëèòóäà òîêà. Êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ðå-
çèñòîðå R ñîâïàäàþò ïî ôàçå ñ êîëåáàíèÿìè òîêà, ïðè 
ýòîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ um = ImR. Âåêòîð 

( ); 0 ,R mu I R
�

 ïîêàçûâàþùèé êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ, ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå âäîëü îñè OX. Êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ 
íà êîíäåíñàòîðå îòñòàþò îò êîëåáàíèé òîêà íà π / 2, ïî-
ýòîìó îíè ïðåäñòàâëåíû âåêòîðîì Cu ,

�
 ðàñïîëîæåííûì íà 

îñè OY (ñì. ðèñ. 224). Àìïëèòóäà íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåí-
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ñàòîðå uc = lmXc = Im / (ωC), ïîýòîìó ( )( )0; .C C mu u I C= − ω� �
 

Êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà êàòóøêå îïåðåæàþò êîëå-
áàíèÿ òîêà íà π / 2, ïîýòîìó îíè îáîçíà÷åíû âåêòîðîì 

,Lu
�

 íàïðàâëåííûì âäîëü îñè OY. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé 
uL = ImXL = ImωL. Âåêòîð ( )0; .L L mu u I L= ω� �

 Ïðèëîæåííîå 
íàïðÿæåíèå u(t) = um  cos ωt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
âåêòîðà u,

�
 è ïîñêîëüêó ñóììà âñåõ íàïðÿæåíèé íà ýëå-

ìåíòàõ öåïè ðàâíà ïðèëîæåííîìó íàïðÿæåíèþ, òî

( )( )
( )( )( )

0 0; 0

; 1 .

R C L m m m

m m

u u u u u u I R I C I L

u u I R I L C

= + + ⇒ = + + − ω + ω ⇒

⇒ = ω − ω

� � � � � �

� �

Ìîäóëü ëþáîãî âåêòîðà ðàâåí êîðíþ êâàäðàòíîìó èç 
ñóììû êâàäðàòîâ åãî êîîðäèíàò, ïîýòîìó

( ) ( )( ) ( )( )m m m mu I R I L C I R L C
2 22 2 21 1 .= + ω − ω = + ω − ω

Äëÿ àìïëèòóäû òîêà lm ïîëó÷àåì ôîðìóëó

 
( )( )m m mI u R L C u Z

22 1 ,= + ω − ω =  (11.29)

ãäå ( )( ) ( )2 22 21 L CZ R L C R X X= + ω − ω = + −  — ïîëíîå ñî-

ïðîòèâëåíèå öåïè ïåðåìåííîìó òîêó.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà u

�
 ïðèâå-

äåí íà ðèñ. 224. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó êî-
ëåáàíèÿìè âíåøíåãî íàïðÿæåíèÿ è êîëåáàíèÿìè òîêà 
â öåïè ñóùåñòâóåò ðàçíîñòü ôàç, ïðè÷åì, êàê ýòî ñëåäóåò 
èç ðèñ. 224,

 
( )L C L C

R

L Cu u X X

u R R

1
tg = .

ω − ω− −ϕ = =  (11.30)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèå u(t) = um 
cos ωt, òî ñèëà òîêà â öåïè i(t) = Im  cos (ωt – φ), íàïðÿæå-
íèå íà êîíäåíñàòîðå uC(t) = (Im / ωC) cos (ωt – φ – π / 2), íà-
ïðÿæåíèå íà êàòóøêå uL(t) = ImωL cos (ωt – φ + π / 2).
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Íàéäåì ìãíîâåííóþ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùóþ-
ñÿ â öåïè ïåðåìåííîãî òîêà: p(t) = i(t) u(t) = Im cos (ωt –
– φ) um cos ωt.

Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü çà ïåðèîä T: ( )
0

.
T

P p t dt T= ∫  Ïðîâå-

äÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ( ) m mP I u1 2 cos .= ϕ  Ïîäñòàâ-
ëÿÿ äåéñòâóþùèå çíà÷åíèÿ òîêà è íàïðÿæåíèÿ, ïðèõî-
äèì ê ôîðìóëå

 P I uд д cos ,= ϕ  (11.31)

ãäå cos ϕ — ñäâèã ôàç ìåæäó òîêîì è íàïðÿæåíèåì, êî-
òîðûé íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ìîùíîñòè.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ãðóçèê íà ïðóæèíå êîëåáëåòñÿ âäîëü ïðÿìîé ñ àì-
ïëèòóäîé A = 2 ñì è ïåðèîäîì T = 2 ñ. Â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè ãðóçèê ïðîõîäèë ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ãðóçèêà ÷åðåç 
t1 = 0,25 ñ; òðåíèÿ íåò.

Ð å ø å í è å
Òàê êàê òðåíèÿ íåò, òî ãðóçèê ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷å-

ñêèå êîëåáàíèÿ, óðàâíåíèå êîòîðûõ 

( ) ( )x t A t A t
T0 0 0

2
sin sin ,

π⎛ ⎞= ω + ϕ = + ϕ⎜ ⎟⎝ ⎠  

ãäå φ0 — íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé. Ïî óñëîâèþ çàäà-
÷è ïðè t = 0 x = 0. Òîãäà A 0 0sin 0 0.ϕ = ⇒ ϕ =  Îêîí÷àòåëü-
íî óðàâíåíèå êîëåáàíèé ãðóçèêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 

( )x t A t
T

2
sin .

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
 Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü 

( ) ( )v t x t A t A t
T T T

2 2 2
sin cos .

′π π π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =′ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 

( ) 2 2
1 1

2 2
cos 6,28 10 cos 4,4 10  м/c.

4
v t A t

T T
− −π π π⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

Óñêîðåíèå ãðóçèêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

( ) ( )a t v t A t A t
T T T T

2
2 2 2 2

cos sin .
′π π π π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = −′ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1

( )
2

1 1

2
2

2 2
sin

2
sin 13,9 10 м/c.

4

a t A t
T T

A
T

−

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
π π⎛ ⎞= − = − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

2. Òî÷êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âäîëü íå-
êîòîðîé ïðÿìîé ñ ïåðèîäîì T = 0,6 ñ è àìïëèòóäîé 
A = 10 ñì. Íàéòè ñðåäíþþ ñêîðîñòü òî÷êè çà âðåìÿ, 
â òå÷åíèå êîòîðîãî îíà ïðîõîäèò ïóòü A / 2: 1) èç ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ; 2) èç êðàéíåãî ïîëîæåíèÿ.

Ð å ø å í è å
Çàïèøåì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè:

( ) ( )x t A t A t
T0 0

2
sin sin .

π⎛ ⎞= ω + ϕ = + ϕ⎜ ⎟⎝ ⎠

ãäå φ0 — íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé.
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òî÷êà íà-

õîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò x0 = 0. Òîãäà äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ íà÷àëüíîé ôàçû êîëåáàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 
A 0 0sin 0 0.ϕ = ⇒ ϕ =

Ñëåäîâàòåëüíî, ( )x t A t
T

2
sin .

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t1, ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ 

íà÷àëà êîîðäèíàò, òî÷êà èìååò êîîðäèíàòó x(t1) = A / 2. 
Îïðåäåëÿåì âðåìÿ t1:
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A T
A t t t t

T T T1 1 1 1

2 2 1 2
sin sin .

2 2 6 12

π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Âðåìÿ äâèæåíèÿ èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x0 = 0 äî òî÷-
êè ñ êîîðäèíàòîé x = A ñîñòàâëÿåò T / 4, ïîýòîìó âðåìÿ 
äâèæåíèÿ èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x = A / 2 äî òî÷êè ñ êî-
îðäèíàòîé x = A

T T T T
t t2 1 .

4 4 12 6
= − = − =

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà ïåðâîì ó÷àñòêå ïóòè 

1
1

1

2 6
0,1 м/c.

12

AS A
v

t T T
= = = =

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà âòîðîì ó÷àñòêå ïóòè 

2
2

2

2 3
0,05 м/c.

6

AS A
v

t T T
= = = =

3. Ãðóç ëåæèò íà ïëàòôîðìå, ñîâåðøàþùåé ãîðèçîí-
òàëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ν = 2 Ãö è àìïëèòóäîé 
A = 1 ñì. Áóäåò ëè ãðóç ñêîëüçèòü ïî ïëàòôîðìå, åñëè 
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ãðóçà î ïëàòôîðìó ðàâåí 0,2?

Ð å ø å í è å
Ïóñòü ãðóç ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû, ñîâåð-

øàÿ âìåñòå ñ íåé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, çàäàâàåìûå 
ôîðìóëîé

x(t) = A sin 2πνt.

Ñêîðîñòü ãðóçà v(t) = x′(t) = (A sin 2πνt)′ = 2πν A cos 2πνt.
Óñêîðåíèå ãðóçà 

a(t) = v′(t) = (2πν A cos 2πνt)′ = –(2πν)2 A sin 2πνt =
= (2πν)2 A sin (2πνt + π) = am sin (2πνt + π), 

ãäå am = (2πν)2 A — àìïëèòóäà. ßñíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà 
åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ, êîòîðûì îáëàäà-
åò ãðóç, ñîâåðøàþùèé êîëåáàíèÿ âìåñòå ñ ïëàòôîðìîé.
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Â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè íà ãðóç äåéñòâóþò ñèëà 
òÿæåñòè mg

�
 è ñèëà ðåàêöèè N

�
 ñî ñòîðîíû ïëàòôîðìû, 

ïðè÷åì N mg N mg0 .− = ⇒ =  Óñêîðåíèå ãðóçà âûçâàíî 
äåéñòâèåì íà íåãî â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñèëû 
òðåíèÿ ïîêîÿ ñî ñòîðîíû ïëàòôîðìû. Ïî âòîðîìó çàêî-
íó Íüþòîíà Fòð(t) = ma(t). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû 
òðåíèÿ ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ 
óñêîðåíèÿ Fm = mam. Åñëè ãðóç îòíîñèòåëüíî ïëàòôîðìû 
ïîêîèòñÿ, òî ( )2

2 .m mF N ma mg A g< μ ⇒ < μ ⇒ πν < μ
Ïîäñòàâèâ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ïðîâåðèì ñïðàâåäëè-

âîñòü ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà:

2(3,14  ⋅  2)2 10–2  <  0,2  ⋅  9,8 1,58 1,96.⇒ <

Ãðóç ïî ïëàòôîðìå ñêîëüçèòü íå áóäåò.

4. Îïðåäåëèòü ïåðèîä êîëåáàíèÿ òåëà ìàññîé m, ïîäâå-
øåííîãî âåðòèêàëüíî íà ïðóæèíå ñ êîýôôèöèåíòîì 
æåñòêîñòè k (ðèñ. 225).

Ðèñ. 225

Ð å ø å í è å
Ïóñòü ãðóç íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ê íåìó ïðèëîæå-

íû ñèëà òÿæåñòè mg
�

 è ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû упр,F
�

 
ìîäóëü êîòîðîé ðàâåí kx0, ãäå x0 > 0 — ìîäóëü äåôîðìà-
öèè ïðóæèíû. Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå
 mg kx x mg k0 00 .− = ⇒ =  (1)

óïð



ÅÃÝ. ÔÈÇÈÊÀ. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×. ÑÄÀÅÌ ÁÅÇ ÏÐÎÁËÅÌ

298

Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò îñè X â òî÷êó, ñîîòâåòñò-
âóþùóþ ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ãðóçà, òîãäà ïðè êîëåáà-
íèÿõ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû ðàâ-
íà x + x0 (ãäå x — òåêóùàÿ êîîðäèíàòà) è, ñëåäîâàòåëüíî, 
ïðîåêöèÿ ñèëû óïðóãîñòè íà îñü X Fx = –k(x + x0). Ïî âòî-
ðîìó çàêîíó Íüþòîíà ïîëó÷èì упр ,mg F ma+ =

�� �
 à äëÿ ïðî-

åêöèé íà îñü X mg – k(x + x0) = max. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óñêî-
ðåíèå åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàòû ax = x′′, ïî-
ëó÷àåì ( )mg k x x mx mg kx mx kx0 0 .− + = ⇒ − = +′′ ′′

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (1) mg – kx0 = 0, ïîýòîìó

( )mx kx x k m x x x2
00 0 0,+ = ⇒ + = ⇒ + ω =′′ ′′ ′′

ãäå k m2
0 .ω =

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ 
êîëåáàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáà-
íèé ãðóçà k m0 ,ω =  à ïåðèîä êîëåáàíèé T m k2 .= π  
Êàê âèäíî, ÷àñòîòà è ïåðèîä êîëåáàíèé ãðóçà íà âåðòè-
êàëüíîé ïðóæèíå îêàçûâàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è ïðè 
êîëåáàíèÿõ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

5. ×àøêà ïðóæèííûõ âåñîâ ìàññîé m1 ñîâåðøàåò âåðòè-
êàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé A. 
Êîãäà ÷àøêà íàõîäèëàñü â êðàéíåì íèæíåì ïîëîæå-
íèè, íà íåå ïîëîæèëè ãðóç ìàññîé m2. Â ðåçóëüòàòå 
êîëåáàíèÿ ïðåêðàòèëèñü. Îïðåäåëèòü ïåðâîíà÷àëü-
íûé ïåðèîä êîëåáàíèé ÷àøêè (ñì. ðèñ. 226).

Ð å ø å í è å
Ïåðâîíà÷àëüíî êîëåáàíèÿ ÷àøêè ïðîèñõîäÿò ñ ïå-

ðèîäîì T m k12 ,= π  ãäå k — êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè 
ïðóæèíû. Ïðè ýòîì ÷àøêà êîëåáëåòñÿ îêîëî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ïðóæèíà äåôîðìèðîâàíà íà 
x0 = m1g / k (ñì. çàäàíèå 4).
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Ðèñ. 226

Ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ÷àøêè â êðàéíåì 
íèæíåì ïîëîæåíèè åå ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, à ìîäóëü 
óñêîðåíèÿ ìàêñèìàëåí. Îäíàêî, êîãäà íà ÷àøêó ïîëî-
æèëè äîïîëíèòåëüíûé ãðóç è êîëåáàíèÿ ïðåêðàòèëèñü, 
óñêîðåíèå ãðóçà îáðàòèëîñü â íóëü. Ïî âòîðîìó çàêîíó 
Íüþòîíà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Fyïð – (m1 + m2)g = 0, ãäå ìî-
äóëü ñèëû óïðóãîñòè Fyïð = k(x0 + A). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
èìååì

 

( ) ( )0 1 2 0 1 2

2 2

0 0

.

k x A m m g kx kA m g m g

kA m g k m g A

+ − + = ⇒ + − − = ⇒
⇒ = ⇒ =

Ïîäñòàâëÿÿ k â ôîðìóëó äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé, íà-
õîäèì

( )T m g m A1 22 .= π

6. Íà âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîé ïðóæèíå ñ êîýôôè-
öèåíòîì æåñòêîñòè k ïîäâåøåí ãðóç ìàññîé m. Ãðó-
çó ñîîáùàþò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v, íàïðàâëåííóþ 
âåðòèêàëüíî âíèç. Îïðåäåëèòü ïåðèîä è àìïëèòóäó 
êîëåáàíèé ãðóçà (ñì. ðèñ. 226).

óïð
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Ð å ø å í è å
Â çàäàíèè 4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðóç â âåðòèêàëüíîì 

íàïðàâëåíèè ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïå-
ðèîäîì T m k2 .= π  Êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò îòíîñèòåëüíî 
íîâîãî ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ x0 = mg / k. Íàéäåì àì-
ïëèòóäó êîëåáàíèé.

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ãðóç îáëàäàåò êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèåé W mv2

к1 0 2=  è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé óïðó-
ãîé äåôîðìàöèè W kx2

у1 0 2.=  Íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëå òÿæåñòè âûáåðåì íà óðîâíå, 
ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, ò. å. Wp1 = 0. 
Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà 1 к1 y1 1pW W W W= + + =  

2 2
0 02 2.mv kx= +

Ïóñòü òåëî îòêëîíèëîñü îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ 
âíèç íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå àìïëèòóäå êîëåáàíèé, òîãäà 
v = 0 è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà Wê2 = 0. Ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé äåôîðìàöèè Wy2 = k(x0 + A)2 / 2, à ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â ïîëå òÿæåñòè Wp1 = –mgA. Ïîëíàÿ 
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W2 = Wê2 + Wy2 + Wp2 = k(x0 + A)2 / 2 –
– mgA.

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )22 2
1 2 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 2

2 2 .

W W mv kx k x A mgA

mv kx kx kx A kA mgA

= ⇒ + = + − ⇒

⇒ + = + + −

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x0 = mg / k, íàõîäèì 2kx0A = 2mgA. Â èòî-
ãå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ kA mv A v m k2 2

0 00 .− = ⇒ =

7. Ê ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíå ïðèêðåïëåíî òåëî ìàñ-
ñîé M = 10 êã, ëåæàùåå íà àáñîëþòíî ãëàäêîì ñòîëå. 
Â ýòî òåëî ïîïàäàåò è çàñòðåâàåò â íåì ïóëÿ ìàññîé 
m = 10 ã, ëåòÿùàÿ ñî ñêîðîñòüþ v = 500 ì/ñ, íàïðàâ-
ëåííîé âäîëü îñè ïðóæèíû. Àìïëèòóäà âîçíèêøèõ 
ïðè ýòîì êîëåáàíèé A = 0,1 ì. Íàéòè ïåðèîä êîëåáà-
íèé (ñì. ðèñ. 227).
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Ðèñ. 227

Ð å ø å í è å
Ïóñòü u

�
 — ñêîðîñòü òåëà ñðàçó ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïóëè. 

Â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè X íà÷àëüíûé èìïóëüñ 
ñèñòåìû «òåëî — ïóëÿ» ðàâåí mv, à êîíå÷íûé èìïóëüñ 
(ñðàçó ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïóëè) — (M + m)u. Ïî çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà

( ) ( )mv M m u u mv m M .= + ⇒ = +

Ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïóëè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû 

( ) 2

1 .
2

M m u
W

+
=

Ïðè îòêëîíåíèè òåëà íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå àìïëèòó-
äå A, ñêîðîñòü òåëà îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ìåõàíè÷åñêàÿ 
ýíåðãèÿ ñèñòåìû W2 ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðó-
ãîé äåôîðìàöèè, ò. å. W2 = kA2 / 2, ãäå k — êîýôôèöèåíò 
æåñòêîñòè ïðóæèíû. Òàê êàê òðåíèÿ íåò, òî ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè êîëåáàíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ:

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

2
2 2

1 2 2

2 2

2 2
.

M m u
W W M m u kA k

A

M m mv M m mv

A A M m

+
= ⇒ + = ⇒ = =

+ +
= =

+

Ïåðèîä êîëåáàíèé 
2

2 1,26 c.
M m M m

T
k A mv

+ π +⎛ ⎞= π = =⎜ ⎟⎝ ⎠

8. Íà êàêóþ ÷àñòü äëèíû íàäî óìåíüøèòü äëèíó ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ÷òîáû ïåðèîä êîëåáàíèé 
ìàÿòíèêà íà âûñîòå 10 êì áûë ðàâåí ïåðèîäó åãî 
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êîëåáàíèé íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè? Ðàäèóñ Çåìëè 
RÇ = 6400 êì.

Ð å ø å í è å
Ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà äëè-

íîé l íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ðàâåí T l g2 .= π  Èçâåñò-
íî, ÷òî óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè 
Çåìëè g GM R2

З З ,=  ãäå G — ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ, à MÇ — ìàññà Çåìëè. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿ-
íèÿ îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ óìåíüøàåòñÿ, è íà âûñîòå h = 10 êì îíî ñîñòàâëÿ-
åò g1 = GMÇ / (RÇ + h)2. ×òîáû ïåðèîä êîëåáàíèé îñòàëñÿ 
íåèçìåííûì, íàäî óìåíüøèòü äëèíó ìàÿòíèêà, ñäåëàâ 
åå l1. Òîãäà ïåðèîä êîëåáàíèé T l g1 1 12 .= π  Òàê êàê ïî 
óñëîâèþ çàäà÷è T1 = T, òî 1 1 1 1 .l g l g l lg g= ⇒ =  Óìåíüøå-
íèå äëèíû íèòè l – l1 = l(1 – g1 / g), è èñêîìîå îòíîøåíèå 

2

31 1 З

З

1 1 3 10 .
l l g R

l g R h
−⎛ ⎞− = − = − = ⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠

9. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê äëèíîé l ñîâåðøàåò êîëåáà-
íèÿ âáëèçè âåðòèêàëüíîé ñòåíêè. Ïîä òî÷êîé ïîäâåñà 
ìàÿòíèêà, íà ðàññòîÿíèè l / 2 îò íåå ïî âåðòèêàëè, 
â ñòåíå çàáèò ãâîçäü. Íàéòè ïåðèîä T êîëåáàíèé ìà-
ÿòíèêà (ñì. ðèñ. 228).

Ðèñ. 228
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Ð å ø å í è å
Íà ó÷àñòêå AO ìàÿòíèê ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íà íèòè 

äëèíîé l.
Ïåðèîä òàêèõ êîëåáàíèé T l g1 2 ,= π  à âðåìÿ, çàòðà-

÷èâàåìîå íà ïðîõîæäåíèå äóãè AO, t1 = T1 / 4. Íà ó÷àñòêå 
OB ìàÿòíèê ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íà íèòè äëèíîé l / 2 

ñ ïåðèîäîì ( )T l g l g2 2 2 2 2 ,= π = π  ïðè÷åì âðåìÿ ïðî-

õîæäåíèÿ ó÷àñòêà OB t2 = T2 / 4.
Ïóñòü T — èñêîìûé ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, 

òîãäà
( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

2 4 4 4

2 1 1 2 .

T T T T T

T T T l g

= + = + ⇒

⇒ = + = π +

10. Ïðè êàêîé ñêîðîñòè ïîåçäà ìàÿòíèê äëèíîé l = 20 ñì, 
ïîäâåøåííûé â âàãîíå, îñîáåííî ñèëüíî ðàñêà÷èâàåò-
ñÿ, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòûêàìè ðåëüñîâ L = 20 ì?

Ð å ø å í è å
Ïðè ïðîõîæäåíèè êîëåñàìè ñòûêîâ íà âàãîí è íà ìà-

ÿòíèê äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà. Åå ïåðèîä ðàâåí âðåìåíè 
ïðîõîæäåíèÿ âàãîíîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòûêàìè, ò. å. 
T = L / v, ãäå v — ñêîðîñòü ïîåçäà. ×àñòîòà êîëåáàíèé 
ýòîé âíåøíåé ñèëû ω = 2π / T = 2π(v / L). Ñîáñòâåííàÿ ÷à-
ñòîòà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà g l0 .ω =  Ìàÿòíèê îñîáåííî 
ñèëüíî ðàñêà÷èâàåòñÿ, êîãäà íàñòóïàåò ðåçîíàíñ:

0 2 22,3 м/c  80 км/ч.
2

v g L g
v

L l l
ω = ω ⇒ π = ⇒ = = ≈

π

11. Òîíêîå ïðîâîëî÷íîå êîëüöî ðàäèóñîì R èìååò ýëåê-
òðè÷åñêèé çàðÿä Q > 0. Êàê áóäåò äâèãàòüñÿ òî÷å÷-
íûé çàðÿä ìàññîé m, èìåþùèé çàðÿä – q (q > 0), åñëè 
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îí ïîêîèëñÿ â íåêîòî-
ðîé òî÷êå íà îñè êîëüöà íà ðàññòîÿíèè d ��R îò åãî 
öåíòðà? Êîëüöî íåïîäâèæíî.
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Ð å ø å í è å
Êîëüöî ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå çàðÿä –q. Ïóñòü â íå-

êîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿä íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè x < d ��R îò öåíòðà êîëüöà è åãî ñêîðîñòü ïðè ýòîì 
v = x′. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàðÿäà mv2 / 2 = m(x′)2 / 2. 
Åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ — ýòî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå êîëüöà, ðàâíàÿ (–q)φ(x), 
ãäå φ(x) — ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé êîëüöîì â òî÷-
êå ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäà. Â ðàçäåëå 8 áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé çàðÿæåííûì êîëüöîì, 

( )x kQ R x2 2 ,ϕ = +  ãäå k = 1 / (4πε0) = 9  ⋅  109 (Í  ⋅  ì2) / Êë2. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿäà ðàâíà 
kqQ R x2 2 .− +

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿäà ñêëàäûâàåòñÿ èç åãî êèíåòè-
÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé: 

( )W m x kqQ R x
2 2 22 .= − +′  

Îòìåòèì, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ çàðÿ-
äà íå èçìåíÿåòñÿ, ò. å. W = const.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò ïîëíîé ýíåðãèè çàðÿäà ïî 
âðåìåíè:

( )

( )

( )

2

2 2

3 22 2

32 2

2

1
2 2

2 2

.

m x qQ
W k

R x

m
x x kqQ R x xx

mx kqQx R x x

−

′⎛ ⎞′
′ ⎜ ⎟= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′′ ′= − − + =⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞′′ ′= + +⎜ ⎟⎝ ⎠

Òàê êàê W = const, òî W′ = 0, è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà x′ 
ïîëó÷àåì

 ( )mx kqQx R x
32 2 0.+ + =′′  (1)
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Îòìåòèì, ÷òî ( ) ( )( )R x R x R
332 2 2 2 21 .+ = +  Òàê êàê 

x ��R, òî îòíîøåíèå (x / R)2 → 0, è â ýòîì ïðèáëèæåíèè 
óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x kqQ
mx kqQ x x x x

R mR
2
03 30 0 0,+ = ⇒ + = ⇒ + ω =′′ ′′ ′′  

ãäå 
kqQ

mR
2
0 3 0.ω = >

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé 

çàðÿäà, ïðîèñõîäÿùèõ ñ ÷àñòîòîé ( )kqQ mR3
0ω =  è ïå-

ðèîäîì ( )T mR kqQ32 .= π

12. Ïðîâîäíèê ìàññîé m è äëèíîé l ïîäâåøåí ê äè-
ýëåêòðèêó ñ ïîìîùüþ äâóõ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ 
ïðóæèí ñ îáùåé æåñòêîñòüþ k. Îäíîðîäíîå ìàãíèò-
íîå ïîëå ñ èíäóêöèåé B íàïðàâëåíî ïåðïåíäèêóëÿðíî 
ïëîñêîñòè ÷åðòåæà (ñì. ðèñ. 229). Ê âåðõíèì êîíöàì 
ïðóæèí ïðèñîåäèíåí êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C. Ïðåíå-
áðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì, ñîáñòâåííîé èíäóêòèâíîñòüþ 
è åìêîñòüþ ïðîâîäíèêîâ, îïðåäåëèòü ïåðèîä êîëåáà-
íèé ñèñòåìû â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 229

Ð å ø å í è å
Ïðè ðàâíîâåñèè ïðîâîäíèêà mg – kx0 = 0, ãäå x0 = mg / k — 

íà÷àëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïðóæèí. Âûáåðåì îñü êîîðäè-
íàò X, íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî âíèç. Åå íà÷àëî ïîìå-
ñòèì â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, 
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òîãäà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äåôîðìàöèÿ ïðóæèí ðàâíà 
x + x0, ãäå x — êîîðäèíàòà ïðîâîäíèêà. Ïðè êîëåáàíèÿõ 
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñêëàäûâàåòñÿ èç:

1) êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîâîäíèêà 

Wê = mv2 / 2 = m(x′)2 / 2;

2)  ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðîâîäíèêà â ïîëå òÿæå-
ñòè Çåìëè Wp = –mgx (íóëåâîå çíà÷åíèå ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ðàâíîâå-
ñèÿ ïðîâîäíèêà, ò. å. êîãäà ïðîâîäíèê íàõîäèòñÿ 
â íà÷àëå êîîðäèíàò);

3)  ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè ïðó-
æèí

Wy = k(x + x0)2 / 2;

4)  ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà 

Wý = Cu2 / 2, 

ãäå u — íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå.
Òàê êàê ïðîâîäíèê äâèæåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, òî 

íà åãî êîíöàõ âîçíèêàåò ÝÄÑ èíäóêöèè Ei = Blv = Blx′. 
Ïîñêîëüêó ñîïðîòèâëåíèåì ïðîâîäíèêà è ïðóæèí ìîæíî 
ïðåíåáðå÷ü, òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íàïðÿæåíèå íà 
êîíäåíñàòîðå ðàâíî ÝÄÑ èíäóêöèè, ò. å. u = Ei. Ñëåäîâà-
òåëüíî, Wý = C(Blx′)2 / 2.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

W = Wê + Wp + Wy + Wý = 
= m(x′)2 / 2 – mgx + k(x + x0)2 / 2 + C(Blx′)2 / 2.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ïîëíîé ýíåðãèè ïî âðåìå-
íè:

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2

0

2
0

2
0

2 2 2
2 2 2

.

C Blm k
W x x mgx x x x x x

mx x mgx k x x x C Bl x x

m C Bl x kx mg kx x

′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′′= − + + + =

′ ′′ ′ ′ ′ ′′= − + + + =

′′ ′= + + − −
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Íàïîìíèì, ÷òî mg – kx0 = 0, ïîýòîìó W′ = ((m + C(Bl)2)x′′ + 
+ kx)x′.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ, ò. å. W = const, 
ñëåäîâàòåëüíî, W′ = 0. Ïîäñòàâëÿÿ è ñîêðàùàÿ íà x, ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå

( )( )
( )( )
2

2 2
0

0

0 0,

m C Bl x kx

x kx m C Bl x x

′′+ + = ⇒

′′ ′′⇒ + + = ⇒ + ω =

ãäå ( )( )k m C Bl
22

0 .ω = +

Èòàê, ïðîâîäíèê ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ 
ñ ÷àñòîòîé 

( )( )k m C Bl
2

0ω = +  

è ïåðèîäîì 

( )( )22 .T m C Bl k= π +

13. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C = 50 ïÔ ñíà÷àëà ïîäêëþ÷èëè 
ê èñòî÷íèêó òîêà ñ ÝÄÑ E = 3 Â, à çàòåì ê êàòóøêå 
ñ èíäóêòèâíîñòüþ L = 5,1 ìêÃí. Íàéòè ÷àñòîòó êîëå-
áàíèé, âîçíèêøèõ â êîíòóðå, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 
ñèëû òîêà â êîíòóðå è åãî äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå (ñì. 
ðèñ. 230).

Ðèñ. 230

Ð å ø å í è å
Íà ðèñ. 230 K — êëþ÷, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî êîíäåí-

ñàòîð C ïîäêëþ÷àþò ê èñòî÷íèêó ÝÄÑ. Ïðè ýòîì êîíäåí-
ñàòîð çàðÿæàåòñÿ äî íàïðÿæåíèÿ u = E è åãî çàðÿä qm = CE. 
Çàòåì ïðè ïîìîùè êëþ÷à çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð ïîä-
êëþ÷àþò ê êàòóøêå. Â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå âîçíèêàþò 

E
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êîëåáàíèÿ çàðÿäà, òîêà è íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå. 
Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé 7

0 1 6,3 10  Гц.LCω = = ⋅
Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîêà ìîæíî äâó-

ìÿ ñïîñîáàìè.
1. Òàê êàê â êîíòóðå âîçíèêàþò ãàðìîíè÷å-

ñêèå êîëåáàíèÿ, òî q(t) = qm cos (ω0t + φ0), ãäå φ0 — íà-
÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 

( ) ( ) m mq t q q q 0 0 00 cos cos 1 0.= = = ϕ ⇒ ϕ = ⇒ ϕ =  Èòàê, êî-
ëåáàíèÿ çàðÿäà êîíäåíñàòîðà îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé 
q(t) = qm cos ω0t. Òîê â êîíòóðå i(t) = q′(t) = (qm  cos ω0t)′ =
= –qmω0 sin ω0t = qmω0 cos (ω0t + π / 2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

àìïëèòóäà òîêà 3
0

1
9,4 10  A.m m

C
I q C

LLC
−= ω = = = ⋅E E

2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà W1 = CE2 / 2 ñîñðåäîòî-
÷åíà â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå êîíäåíñàòîðà. Â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà òîê ìàêñèìàëåí, çàðÿä êîíäåíñàòîðà ðàâåí 
íóëþ, âñÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà ñîñðåäîòî÷åíà â êàòóøêå: 

mW LI2
2 2.=  Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

2 2
1 2 2 2 .m mW W C LI I C L= ⇒ = ⇒ =E E

Äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå òîêà 

( ) 3
д 2 2 8,6 10  A.mI I C L −= = = ⋅E

14. Çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð çàìêíóëè íà êàòóøêó èí-
äóêòèâíîñòè. ×åðåç êàêóþ ÷àñòü ïåðèîäà ïîñëå ïîä-
êëþ÷åíèÿ ýíåðãèÿ â êîíäåíñàòîðå áóäåò ðàâíà ýíåð-
ãèè â êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè?

Ð å ø å í è å
Ïóñòü C — åìêîñòü, L — èíäóêòèâíîñòü, à ω0 — ñîá-

ñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîíòóðà. Çàðÿä íà êîíäåíñàòîðå èç-
ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó q(t) = qm  cos ω0t, ïîýòîìó åãî ýíåðãèÿ 
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

( )( ) ( ) ( ) ( )mW q t C q t C
2 2 2

э 02 cos 2 .= = ω
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Òîê â êîíòóðå i(t) = –qmω0 sin ω0t, à ýíåðãèÿ, ñîñðåäîòî-
÷åíííàÿ â ìàãíèòíîì ïîëå êàòóøêè, 

( )mW Li Lq t2 2 2 2
м 0 02 sin 2.= = ω ω

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
2 2 2 2 2

0 0 0
э м

2 2 2
0 0 0

cos sin

2 2
cos sin .

m mq t Lq t
W W

C
t LC t

ω ω ω= ⇒ = ⇒

⇒ ω = ω ω

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( )LC2
0 1 ,ω =  ïîëó÷èì

( ) ( )

( )

2 2 2
0 0 0

0 0

0 0

1 cos sin

1 cos2 2 1 cos2 2

2cos2 0 2 2

4 2 8.

LC t t

t t

t t

T t t T

ω = ⇒ ω = ω ⇒
⇒ + ω = − ω ⇒

⇒ ω = ⇒ ω = π ⇒

⇒ π = π ⇒ =

15. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ÷åðåç êëþ÷ K ïîäêëþ÷åí 
ê èñòî÷íèêó ÝÄÑ ñ íåêîòîðûì âíóòðåííèì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì r (ñì. ðèñ. 231). Ïåðâîíà÷àëüíî êëþ÷ K çà-
ìêíóò. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà 
êëþ÷ ðàçìûêàþò è â êîíòóðå âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ 
ñ ïåðèîäîì T. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà íàïðÿæåíèÿ íà 
êîíäåíñàòîðå â n ðàç áîëüøå ÝÄÑ áàòàðåè. Íàéòè èí-
äóêòèâíîñòü êàòóøêè è åìêîñòü êîíäåíñàòîðà. Ñîïðî-
òèâëåíèåì êàòóøêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 231

Ð å ø å í è å
1. Êëþ÷ çàìêíóò. Ïóñòü ÝÄÑ èñòî÷íèêà ðàâíà E. 

Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïîñòîÿííûé òîê I ïðîòåêàåò ïî 
êîíòóðó NMBA è åãî çíà÷åíèå I = E / r.
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2. Êëþ÷ ðàçîìêíóò. Â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå âîçíè-
êàþò êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì T LC2 .= π

Â ìîìåíò ðàçìûêàíèÿ êîíäåíñàòîð íå çàðÿæåí, à ÷å-
ðåç êàòóøêó ïðîòåêàåò òîê I, ðàâíûé àìïëèòóäíîìó çíà-
÷åíèþ òîêà ïðè êîëåáàíèÿõ: Im = I. Ïðè ýòîì âñÿ ýíåð-
ãèÿ êîíòóðà ñîñðåäîòî÷åíà â ìàãíèòíîì ïîëå êàòóøêè: 

mW LI2
м 2.=  Â òîò ìîìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå íà êîí-

äåíñàòîðå ìàêñèìàëüíî, òîê ÷åðåç êàòóøêó ðàâåí íóëþ, 
è âñÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà ñîñðåäîòî÷åíà â êîíäåíñàòîðå, ò. å.

mW Cu2
э 2.=  Òàê êàê Wì = Wý, 

òî m m m mLI Cu u I L C2 22 2 .= ⇒ =

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 

( )
.

mm
I L C r L Cu L

n n n nr
C

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
E

E E E

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå äëÿ T îáðàçóþò ñè-
ñòåìó

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

T LC LC T Cnr T

nr L C L C nr L C nr

2 22

2 2

2 , 2 , 2 ,

, , .

⎧ ⎧⎧ = π = π = π⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇒⎨ ⎨ ⎨
= = =⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

( )C T nr2 ,⇒ = π  à L = Tnr / (2π).

16. Ýëåêòðè÷åñêèé ïàÿëüíèê ìîùíîñòüþ 50 Âò ðàññ÷è-
òàí íà âêëþ÷åíèå â ñåòü ïåðåìåííîãî òîêà ñ íàïðÿ-
æåíèåì 127 Â. Êàêàÿ ìîùíîñòü áóäåò âûäåëÿòüñÿ 
â ïàÿëüíèêå, åñëè åãî âêëþ÷èòü â ñåòü ïåðåìåííîãî 
òîêà ñ íàïðÿæåíèåì 220 Â ïîñëåäîâàòåëüíî ñ èäå-
àëüíûì äèîäîì? Ñîïðîòèâëåíèå äèîäà ïðè ïðÿìîì 
íàïðàâëåíèè òîêà ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ, ïðè îáðàò-
íîì — áåñêîíå÷íîñòè. Ñîïðîòèâëåíèå ïàÿëüíèêà 
ïîñòîÿííî.
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Ð å ø å í è å
Â çàäà÷å ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ñðåäíåé ìîùíîñòè. 

Çàäàííûå íàïðÿæåíèÿ åñòü äåéñòâóþùèå çíà÷åíèÿ íà-
ïðÿæåíèé.

Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü 1 50 Вт,P =  íà êîòîðóþ ðàññ÷èòàí 
ïàÿëüíèê, P u R2

1 1 ,=  ãäå u1 = 127 Â — äåéñòâóþùåå çíà-
÷åíèå íàïðÿæåíèÿ. Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû íàõîäèì ñî-
ïðîòèâëåíèå ïàÿëüíèêà R u P2

1 1 .=

Ðèñ. 232

Ïðè ðàáîòå ïàÿëüíèêà ïî ñõåìå íà ðèñ. 232 äåéñòâó-
þùåå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ u2 = 220 Â. Ïðè ýòîì â òå÷å-
íèå ïåðâîé ïîëîâèíû ïåðèîäà ÷åðåç ïàÿëüíèê òå÷åò òîê, 

è â íåì âûäåëèòñÿ òåïëîòà ( ) ( )Q P T u R T2
2 22 2 .= =  Â òå-

÷åíèå âòîðîé ïîëîâèíû ïåðèîäà òîê ÷åðåç ïàÿëüíèê íå 
òå÷åò è òåïëîòà íå âûäåëÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ 

ìîùíîñòü çà ïåðèîä 
( ) ( )u R T uQ

P
T T R

2 2
2 2

2
.

2
= = =  Ïîäñòàâ-

ëÿÿ R, íàõîäèì 
2

2
1

1

1
75 Вт.

2

u
P P

u

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎝ ⎠

17. Ó÷àñòîê öåïè ïåðåìåííîãî òîêà (ñì. ðèñ. 233) ñîñòîèò 
èç ñîïðîòèâëåíèÿ R, ñîåäèíåííîãî ïîñëåäîâàòåëüíî 
ñ íàãðåâàòåëüíîé ñïèðàëüþ, îáëàäàþùåé íåêîòîðîé 
èíäóêòèâíîñòüþ è àêòèâíûì ñîïðîòèâëåíèåì. Äåé-
ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé íà âñåì ó÷àñòêå, 
ñîïðîòèâëåíèé è ñïèðàëè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî u0, 
u è u1. Çà ñêîëüêî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ýòîé ñïèðàëè 
òåìïåðàòóðó âîäû ìàññîé m ìîæíî ïîâûñèòü íà ΔT, 
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åñëè óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû ðàâíà c? Ïîòåðÿìè 
òåïëîòû ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 233

Ð å ø å í è å
Íà ïðåäñòàâëåííîì ó÷àñòêå öåïè, ãäå Rc — ñîïðîòèâ-

ëåíèå ñïèðàëè, L — åå èíäóêòèâíîñòü, çàäàíû äåéñòâóþ-
ùèå íàïðÿæåíèÿ. Òàê êàê ñîåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîå, 
òî âî âñåõ ýëåìåíòàõ ýòîãî ó÷àñòêà â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè òîê îäèíàêîâ. Êîëåáàíèÿ òîêà îïèøåì âåêòîðîì I,

�
 

ìîäóëü êîòîðîãî I. Íàïðàâèì ýòîò âåêòîð âäîëü îñè X (ñì. 
ðèñ. 234). Êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ñîïðîòèâëåíèÿõ Rñ 
è R ïî ôàçå ñîâïàäàþò ñ êîëåáàíèÿìè òîêà, èõ àìïëèòó-
äû ðàâíû uc = IRc è u = IR è íà âåêòîðíîé äèàãðàììå òàê-
æå íàïðàâëåíû âäîëü îñè X. Êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ Lu

�
 

íà èíäóêòèâíîñòè îïåðåæàþò êîëåáàíèÿ òîêà íà π / 2, èõ 
àìïëèòóäà ðàâíà IXL = IωL = uL, è íà âåêòîðíîé äèàãðàììå 
âåêòîð Lu

�
 íàïðàâëåí âäîëü îñè Y. Íàïðÿæåíèå íà ñïèðà-

ëè 1 c,Lu u u= +� � �  íàïðÿæåíèå âî âñåé öåïè u u u0 1= +� � �
 (ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 234).

Ðèñ. 234

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ( )u u u u u2 2 2
0 1 12 cos= + − π − ϕ =

u u u u2
1 12 cos ,= + + ϕ  ãäå φ — ñäâèã ôàç ìåæäó òîêîì è íà-

ïðÿæåíèåì íà ó÷àñòêå, ãäå âêëþ÷åíà ñïèðàëü. Èç ïî-
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ñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ( ) ( )u u u u u2 2 2
0 1 1cos 2 .ϕ = − −  Äåéñòâó-

þùåå çíà÷åíèå òîêà I = u / R. Ìîùíîñòü, âûäåëÿåìàÿ íà 
ó÷àñòêå ñî ñïèðàëüþ,

u u u u u uu
P Iu u

R u u R

2 2 2 2 2 2
0 1 0 1

1 1
1

cos .
2 2

− − − −⎛ ⎞= ϕ = =⎜ ⎟⎝ ⎠

Äëÿ íàãðåâàíèÿ âîäû íà ΔT åé ïîíàäîáèòñÿ ñîîá-
ùèòü êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q cm T P ,= Δ = τ  ãäå τ — âðå-
ìÿ ðàáîòû ñïèðàëè. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì 

u u u cmR T
cm T

R u u u

2 2 2
0 1

2 2 2
0 1

2
.

2

− − ΔΔ = τ ⇒ τ =
− −
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ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÎÏÒÈÊÀ

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îïòèêè

Â îïòèêå èçó÷àþòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå è âçàèìîäåéñò-
âèå ñ âåùåñòâîì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, äëèíà êîòî-
ðûõ ëåæèò â äèàïàçîíå îò 10–7 äî 10–5 ì. Âíóòðè ýòîãî 
äèàïàçîíà íàõîäèòñÿ ó÷àñòîê äëèí âîëí îò 4  ⋅  10–7 äî 
7,6  ⋅  10–7 ì, ñîîòâåòñòâóþùèé âèäèìîìó ñâåòó. Â îïòè÷å-
ñêèé äèàïàçîí, êðîìå âèäèìîãî ñâåòà, âêëþ÷àþòñÿ èí-
ôðàêðàñíîå èçëó÷åíèå (λ > 7,6  ⋅  10–7 ì) è óëüòðàôèîëåòî-
âîå èçëó÷åíèå (λ < 4  ⋅  10–7 ì).

Íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþáûõ âîëí, â òîì 
÷èñëå è ñâåòîâûõ, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëó÷åé — ëè-
íèé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âîëíîâûì ïîâåðõíîñòÿì è óêà-
çûâàþùèõ íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýíåðãèè âîë-
íû. Òàêèì îáðàçîì, ñâåòîâîé ëó÷ óêàçûâàåò íàïðàâëå-
íèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîé ýíåðãèè.

Ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé íàçûâàåòñÿ ðàçäåë îïòèêè, 
â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ çàêîíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîé 
ýíåðãèè â ïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé 
î ñâåòîâîì ëó÷å. Çàêîíû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ïðèìå-
íÿþòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà äëèíà ñâåòîâîé âîëíû çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå ðàçìåðîâ ïðåïÿòñòâèé, âñòðå÷àþùèõñÿ 
íà ïóòè åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

2. Çàêîíû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè

1. Çàêîí ïðÿìîëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà: 
â îäíîðîäíîé ñðåäå ëó÷ ñâåòà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðÿìîëè-
íåéíî.
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2. Çàêîí íåçàâèñèìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà: îò-
äåëüíûå ñâåòîâûå ëó÷è íå âëèÿþò äðóã íà äðóãà è ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ëó÷åé.

3. Çàêîí îòðàæåíèÿ ñâåòà: ïàäàþùèé ëó÷, îòðàæåí-
íûé ëó÷ è ïåðïåíäèêóëÿð ê ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä, 
âîññòàíîâëåííûé â òî÷êå ïàäåíèÿ ëó÷à, ëåæàò â îäíîé 
ïëîñêîñòè, ïðè÷åì óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 235: MN1 — ãðàíèöà ðàçäåëà äâóõ ñðåä; 
AB — ïàäàþùèé ëó÷; BD — îòðàæåííûé ëó÷; CB — 
ïåðïåíäèêóëÿð ê ãðàíèöå äâóõ ñðåä; ïî îïðåäåëåíèþ 
ABC∠ = α — óãîë ïàäåíèÿ, à CBD∠ = γ  — óãîë îòðàæå-

íèÿ, ïðè÷åì α = γ.

Ðèñ. 235

Àáñîëþòíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n íåêîòîðîé 
ñðåäû íàçûâàþò îòíîøåíèå ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå 
c = 3  ⋅  10–8 ì/ñ ê ñêîðîñòè ñâåòà v â ýòîé ñðåäå:

 n = c / v. (12.1)

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñðåäû ñ ðàçëè÷íûìè àáñî-
ëþòíûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ, òî ñðåäó ñ ìåíü-
øèì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ íàçûâàþò îïòè÷åñêè ìå-
íåå ïëîòíîé, à ñðåäó ñ áîëüøèì ïîêàçàòåëåì — îïòè÷å-
ñêè áîëåå ïëîòíîé.

4. Çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà: ïàäàþùèé ëó÷, ïðåëîì-
ëåííûé ëó÷ è ïåðïåíäèêóëÿð ê ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ 
ñðåä, âîññòàíîâëåííûé â òî÷êå ïàäåíèÿ ëó÷à, ëåæàò â îä-
íîé ïëîñêîñòè; îòíîøåíèå ñèíóñà óãëà ïàäåíèÿ ê ñèíóñó 
óãëà ïðåëîìëåíèÿ ðàâíî îòíîøåíèþ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîì-
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ëåíèÿ âòîðîé ñðåäû ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ ïåðâîé 
ñðåäû:

 

n
n

n
2

1

sin
.

sin

α = =
β

 (12.2)

Îòíîøåíèå n2 / n1 = n íàçûâàþò îòíîñèòåëüíûì ïîêà-
çàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ âòîðîé ñðåäû ïî îòíîøåíèþ ê ïåð-
âîé. Íà ðèñ. 235: BF — ïðåëîìëåííûé ëó÷; NBF∠ = β — 
óãîë ïðåëîìëåíèÿ.

Ïðåîáðàçîâàâ ôîðìóëó (12.2) ê âèäó sin α = n sin β, 
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
 • åñëè ëó÷ ïàäàåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå ðàçäåëà 

äâóõ ñðåä (α = 0), òî îí íå ïðåëîìëÿåòñÿ (β = 0);
 • åñëè ëó÷ ïåðåõîäèò èç ñðåäû îïòè÷åñêè ìåíåå ïëîò-

íîé â ñðåäó îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíóþ ( )n n n2 1 1 ,> ⇒ >  
òî óãîë ïðåëîìëåíèÿ ìåíüøå (èëè ðàâåí ïðè α = 0) 
óãëà ïàäåíèÿ, ò. å. β ≤ α (ñì. ðèñ. 235).
5. Ïðèíöèï îáðàòèìîñòè õîäà ñâåòîâûõ ëó÷åé: åñëè 

ïðè âûõîäå ñâåòîâîãî ëó÷à èç ëþáîé ñèñòåìû ïðåëîìëÿ-
þùèõ è îòðàæàþùèõ ñðåä çàñòàâèòü ñâåòîâîé ëó÷ îòðà-
çèòüñÿ òî÷íî íàçàä, òî îí ïðîéäåò âñþ ñèñòåìó â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè òåì æå ïóòåì è âåðíåòñÿ ê ñâîåìó 
èñòî÷íèêó.

3. Ïîëíîå (âíóòðåííåå) 
îòðàæåíèå ñâåòà

Ïóñòü ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èç îïòè÷åñêè áî-
ëåå ïëîòíîé ñðåäû 2 â îïòè÷åñêè ìåíåå ïëîòíóþ ñðå-
äó 1. Óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí α, à óãîë ïðåëîìëåíèÿ ðàâåí 
β (ñì. ðèñ. 236). Çàêîí ïðåëîìëåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå 

( )
n

n nn n
2

1 2 1

sin 1 1
,

sin

α = = =
β

 ãäå 
n

n n
n

2

1

1 sin sin .= > ⇒ β = α  Òàê 

êàê n > 1, òî β > α è ïðè íåêîòîðîì óãëå ïàäåíèÿ α0 < 90° 
óãîë ïðåëîìëåíèÿ β ñòàíåò ðàâíûì 90°. Â ýòîì ñëó÷àå 
ïðåëîìëåííûé ëó÷ ñêîëüçèò ïî ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà 
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äâóõ ñðåä, íå ïðîíèêàÿ â ñðåäó 1. Ïðè α > α0 ñóùåñòâó-
þò òîëüêî ïàäàþùèé è îòðàæåííûé ëó÷è, ïðåëîìëåííî-
ãî ëó÷à íåò. Ýòî ÿâëåíèå, êîãäà ëó÷ èç îïòè÷åñêè áîëåå 
ïëîòíîé ñðåäû íå ïðîíèêàåò â îïòè÷åñêè ìåíåå ïëîòíóþ 
ñðåäó, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì îòðàæåíèåì. Óãîë ïàäåíèÿ 
α0, ïðè êîòîðîì íàñòóïàåò ïîëíîå îòðàæåíèå, íàçûâàåò-
ñÿ ïðåäåëüíûì óãëîì ïîëíîãî îòðàæåíèÿ. Åãî íàõîäÿò 
èç óñëîâèÿ, ÷òî óãîë ïðåëîìëåíèÿ β = 90°, ïîýòîìó

 sin α0 = 1 / n. (12.3)

Ðèñ. 236

4. Èçîáðàæåíèå â ïëîñêîì çåðêàëå

Ñôîðìóëèðóåì îáùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæå-
íèÿ â ïëîñêîì çåðêàëå (ñì. ðèñ. 237). Ïóñòü S — òî÷å÷-
íûé èñòî÷íèê ñâåòà, MN — ïëîñêîå çåðêàëî. Âûáåðåì 
äâà ëó÷à SA è SB, ïàäàþùèõ íà çåðêàëî MN. Ïîñëå îò-
ðàæåíèÿ îò çåðêàëà ëó÷è èäóò ðàñõîäÿùèìñÿ ïó÷êîì.

Ðèñ. 237

Â òî÷êå S1 çà çåðêàëîì ïåðåñåêàþòñÿ èõ ïðîäîëæåíèÿ. 
Ýòî è åñòü ìíèìîå èçîáðàæåíèå òî÷êè S. Èç çàêîíîâ îò-
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ðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî SBA S BA1∠ = ∠  è SAB S AB1 ,∠ = ∠  
ïðè÷åì AB — îáùàÿ ñòîðîíà ó ΔSAB è ΔS1AB, ïîýòîìó 
SAB S AB SB S B1 1 ,Δ = Δ ⇒ =  ñëåäîâàòåëüíî, MB — áèññåê-

òðèñà óãëà ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî ΔSS1B, ïîýòî-
ìó MB — îñü ñèììåòðèè. Îáùèé âûâîä òàêîâ: èçîáðà-
æåíèå ïðåäìåòà â ïëîñêîì çåðêàëå — ìíèìîå è ïîëó÷à-
åòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòðàæåíèåì ïðåäìåòà îòíîñèòåëüíî 
ïëîñêîñòè çåðêàëà.

5. Òîíêèå ëèíçû

Ñâåò ìîæåò èñïûòûâàòü ïðåëîìëåíèå íå òîëüêî íà 
ïëîñêîé ãðàíèöå äâóõ ñðåä, íî è íà ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ. Âàæíûì ñëó÷àåì òàêîãî ïðåëîìëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ïðåëîìëåíèå â ëèíçå.

Ëèíçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîçðà÷íîå òåëî, îãðàíè-
÷åííîå ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ëèíçû, êîòîðûå 
ïîñåðåäèíå òîëùå, ÷åì ó êðàåâ, íàçûâàþòñÿ âûïóêëûìè, 
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíçû ÿâëÿþòñÿ âîãíóòûìè.

Ðèñ. 238 Ðèñ. 239

Íà ðèñ. 238 ïðåäñòàâëåíà âûïóêëàÿ ëèíçà.
Êîãäà íàèáîëüøàÿ òîëùèíà ëèíçû AB ��R1 è AB ��R2, 

ëèíçó íàçûâàþò òîíêîé. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè A è B — 
âåðøèíû ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ — ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâ-
ïàäàþùèìè â òî÷êå O. Åå íàçûâàþò îïòè÷åñêèì öåíòðîì 
ëèíçû. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îïòè÷åñêèé 
öåíòð ëèíçû, íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé îñüþ. Îïòè÷åñêàÿ 
îñü O1O2 íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñüþ.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç âûïóêëóþ 
ëèíçó ñâåòîâûå ëó÷è îòêëîíÿþòñÿ ê åå ãëàâíîé îïòè÷å-
ñêîé îñè, ïîýòîìó âûïóêëûå ëèíçû íàçûâàþò ñîáèðàþ-
ùèìè. Íà ðèñóíêàõ è ÷åðòåæàõ ñîáèðàþùèå ëèíçû èçî-
áðàæàþòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 239.

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âîãíóòîé ëèíçû ñâåòîâûå ëó÷è 
óäàëÿþòñÿ îò åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, ïîýòîìó âîãíó-
òûå ëèíçû íàçûâàþò ðàññåèâàþùèìè. Íà ðèñóíêàõ èõ 
èçîáðàæàþò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 240.

Ðèñ. 240

Ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ëèíçû, íà åå 
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, ðàñïîëîæåíû îñîáûå òî÷êè ëèí-
çû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åå ôîêóñàìè. Ðàññòîÿíèå îò ýòèõ 
òî÷åê äî ïëîñêîñòè ëèíçû íàçûâàþò ôîêóñíûì ðàññòîÿ-
íèåì F. Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû çàâèñèò îò ðàäèóñîâ 
êðèâèçíû R1 è R2 ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, îáðàçóþ-
ùèõ ëèíçó, è ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n, âåùåñòâà, èç 
êîòîðîãî èçãîòîâëåíà ëèíçà. Ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû 
âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå

 ( )n
F R R1 2

1 1 1
1 .

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎝ ⎠

 (12.4)

Ó ñîáèðàþùèõ ëèíç F > 0, ó ðàññåèâàþùèõ F < 0.
Âåëè÷èíó D = 1 / F íàçûâàþò îïòè÷åñêîé ñèëîé ëèíçû.
Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñ ëèíçû ïåðïåíäè-

êóëÿðíî åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, íàçûâàþò ôîêàëü-
íîé ïëîñêîñòüþ ëèíçû.

Ëó÷è ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ áëèçêî ê ãëàâíîé 
îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû (èõ íàçûâàþò ïàðàêñèàëüíûìè), 
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îáëàäàþò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ. Ïåðå÷èñëèì ýòè ñâîé-
ñòâà äëÿ ñîáèðàþùèõ ëèíç:

1. Ëó÷, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ âäîëü ëþáîé îïòè÷å-
ñêîé îñè ëèíçû, ïðåëîìëåíèé íå èñïûòûâàåò (ëó÷è AA1 
è O1O2 íà ðèñ. 239).

2. Ñâåòîâûå ëó÷è, ïàðàëëåëüíûå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé 
îñè, ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ñîáèðàþùåé ëèíçå ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå — ôîêóñå ëèíçû F (ñì. ðèñ. 239).

3. Ëó÷è, ïàäàþùèå íà ëèíçó ïàðàëëåëüíûì ïó÷êîì, 
ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå N, 
ïðèíàäëåæàùåé ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 241).

Ðèñ. 241

4. Ëó÷, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ôîêóñ ëèíçû, ïîñëå ïðå-
ëîìëåíèÿ â íåé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïàðàëëåëüíî ãëàâíîé 
îïòè÷åñêîé îñè (ëó÷ AB íà ðèñ. 241).

Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà ïàðàêñèàëü-
íûõ ëó÷åé äëÿ ðàññåèâàþùèõ ëèíç:

1. Ëó÷, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ âäîëü ëþáîé îïòè÷å-
ñêîé îñè, ïðåëîìëåíèé íå èñïûòûâàåò (ëó÷è AA1 è OO1 
íà ðèñ. 240).

Ðèñ. 242
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2. Ñâåòîâûå ëó÷è, ïàðàëëåëüíûå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé 
îñè, ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå èäóò ðàñõîäÿùèìñÿ 
ïó÷êîì, ïðè÷åì èõ ïðîäîëæåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ â ôîêóñå 
ëèíçû (ñì. ðèñ. 242).

Ðèñ. 243

3. Ëó÷è, ïàäàþùèå íà ðàññåèâàþùóþ ëèíçó ïàðàë-
ëåëüíûì ïó÷êîì, ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå îáðàçóþò 
ðàñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê, ïðè÷åì ïðîäîëæåíèÿ ïðåëîìëåí-
íûõ ëó÷åé ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè 
ëèíçû (ñì. ðèñ. 243).

6. Èçîáðàæåíèå â òîíêîé ëèíçå. 
Ôîðìóëà òîíêîé ëèíçû

Ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà AB â òîíêîé ñîáè-
ðàþùåé ëèíçå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
ïðåäìåò AB íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè d > F îò ëèíçû (ñì. 
ðèñ. 244). Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó A ëó÷ AD, ïàðàëëåëü-
íûé ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû. Ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ 
â ëèíçå îí ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñ ëèíçû F. Âòîðîé ëó÷ 
AO âîçüìåì ïðîõîäÿùèì ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð O. Òà-
êîé ëó÷ ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå íå èñïûòûâàåò. Ïåðåñå÷å-
íèå ëó÷åé DF è AO äàåò òî÷êó A1; A1B1 — äåéñòâèòåëü-
íîå îáðàòíîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà AB â ëèíçå.

Âûâåäåì ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ òðè âåëè÷èíû: ðàñ-
ñòîÿíèå d îò ïðåäìåòà äî ëèíçû, ðàññòîÿíèå f îò èçîáðà-
æåíèÿ äî ëèíçû è ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå F. Èç ïîäîáèÿ 

òðåóãîëüíèêîâ AOB è 
AB BO

A OB
A B B O1 1

1 1 1

.⇒ =  Èç ïîäîáèÿ 

òðåóãîëüíèêîâ ODF è 1 1 1 1 1A FB OD A B OF FB⇒ = . Òàê 
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êàê 1 1 1OD AB AB A B OF FB= ⇒ = , ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå 
÷àñòè ïðîïîðöèé, íàõîäèì, ÷òî BO / B1O = OF / FB1.

Íî BO = d, B1O = f, OF = F, FB1 = B1O – OF = f – F, ïîýòîìó 
( ) ( )d f F f F d f F fF df dF fF.= − ⇒ − = ⇒ = +

Ðèñ. 244

Ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ïðîèçâåäåíèå dfF, 
ïîëó÷àåì ôîðìóëó òîíêîé ëèíçû

 F d f

1 1 1
.= +  (12.5)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ òîíêèõ ëèíç, êàê 
ñîáèðàþùèõ, òàê è ðàññåèâàþùèõ, ïðè ëþáûõ âçàèì-
íûõ ðàñïîëîæåíèÿõ ïðåäìåòà è ëèíçû. Â ôîðìóëå (12.5) 
F > 0 ó ñîáèðàþùåé ëèíçû è F < 0 ó ðàññåèâàþùåé ëèí-
çû; f > 0, åñëè èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå, è f < 0, åñëè 
ìíèìîå; d > 0 â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîé ñâåòÿùåéñÿ òî÷-
êè è d < 0, åñëè èñòî÷íèê ìíèìûé (íàïðèìåð, íà ëèíçó 
ïàäàåò ñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê ëó÷åé, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ 
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå).

Èç ðèñ. 244 ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ëèíçû 
A B f

AB d
1 1 .=  

Â îáùåì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå ëèíçû íàõîäÿò ïî ôîðìóëå

 
A B f

Г
AB d
1 1 .= =  (12.6)
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7. Ôîòîàïïàðàò

Íà çàêîíàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè îñíîâàíî äåéñòâèå 
ìíîãèõ îïòè÷åñêèõ ïðèáîðîâ, â òîì ÷èñëå è ôîòîàïïàðà-
òà. Ôîòîàïïàðàò ñîñòîèò èç ñâåòîíåïðîíèöàåìîé êàìåðû, 
â ïåðåäíåé ÷àñòè êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñèñòåìà ëèíç, íàçû-
âàåìàÿ îáúåêòèâîì (ñì. ðèñ. 245).

Ðèñ. 245

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáúåêòèâ ìîæíî ñ÷èòàòü òîíêîé 
ñîáèðàþùåé ëèíçîé. Îòêðûâàåò è çàêðûâàåò îáúåêòèâ 
ñïåöèàëüíûé çàòâîð. Âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îáúåêòèâ 
îñòàåòñÿ îòêðûòûì, íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ýêñïîçèöèè.

Â çàäíåé ÷àñòè êàìåðû ðàñïîëîæåíà ôîòîïëåíêà, íà 
êîòîðîé ïðè ïîìîùè îáúåêòèâà ñîçäàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå 
èçîáðàæåíèå ôîòîãðàôèðóåìîãî ïðåäìåòà. Ôîòîãðàôèðó-
åìûé îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ 
îò îáúåêòèâà. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçîáðàæåíèå îêàçàëîñü 
òî÷íî â ïëîñêîñòè ôîòîïëåíêè, îáúåêòèâ ìîæåò ïåðåìå-
ùàòüñÿ âäîëü îïòè÷åñêîé îñè. Ýòèì îñóùåñòâëÿåòñÿ íà-
âîäêà íà ðåçêîñòü.

Ñâåòî÷óâñòâèòåëüíàÿ ýìóëüñèÿ ôîòîïëåíêè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êðèñòàëëû áðîìèñòîãî ñåðåáðà. Êðèñòàëëû 
èìåþò êîíå÷íûå ðàçìåðû, ïîýòîìó åñëè èçîáðàæåíèÿ 
äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïîïàäóò íà îäèí è òîò æå êðè-
ñòàëë, íà ôîòîïëåíêå ïîëó÷èòñÿ îäíà òî÷êà. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ëþáàÿ ïëåíêà èìååò îïðåäåëåííóþ ðàçðåøàþ-
ùóþ ñïîñîáíîñòü.

Ïîòîê ñâåòîâîé ýíåðãèè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç îáúåêòèâ, 
ðåãóëèðóåòñÿ äèàôðàãìîé Ä. Äèàôðàãìà ïîçâîëÿåò òàêæå 
óâåëè÷èòü ÷åòêîñòü èçîáðàæåíèÿ, èëè ãëóáèíó ðåçêîñòè.
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8. Çðåíèå. Î÷êè

Ãëàç ÷åëîâåêà èìååò î÷åíü ñëîæíîå ñòðîåíèå. Â öå-
ëîì ãëàç ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîáèðàþùóþ ëèíçó 
ñ ïåðåìåííûì ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîé ïîëó÷àþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå îáðàòíûå èçîáðàæåíèÿ 
ïðåäìåòîâ íà ñåò÷àòêå ãëàçà. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò 
ñåò÷àòêè äî ëèíçû (ãëàçà) îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì.

Åñëè ïðåäìåò ðàñïîëîæåí äàëåêî îò ãëàçà, òî èçî-
áðàæåíèå íà ñåò÷àòêå íîðìàëüíîãî ãëàçà ïîëó÷àåòñÿ áåç 
íàïðÿæåíèÿ ìûøö ãëàçà. Ïðè ïðèáëèæåíèè ïðåäìåòà 
ìûøöû ãëàçà ðåôëåêòîðíî èçìåíÿþò åãî ôîêóñíîå ðàñ-
ñòîÿíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà ñíîâà 
ïîëó÷àåòñÿ íà ñåò÷àòêå. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ àêêî-
ìîäàöèåé ãëàçà.

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ãëàçà, ïðè 
êîòîðîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äåòàëè ïðåäìåòà áåç áîëü-
øîãî íàïðÿæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì íàèëó÷øåãî 
çðåíèÿ. Äëÿ íîðìàëüíîãî ãëàçà îíî ðàâíî 25 ñì.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ãëàç â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿ-
íèè ñîçäàåò èçîáðàæåíèå óäàëåííîãî îáúåêòà íå íà ñåò-
÷àòêå, à ïåðåä íåé. Â ðåçóëüòàòå ÷åëîâåê ìîæåò ðåçêî 
âèäåòü ïðåäìåòû, ðàñïîëîæåííûå íå äàëüøå íåêîòîðî-
ãî ðàññòîÿíèÿ. Òàêîé äåôåêò çðåíèÿ íàçûâàþò áëèçî-
ðóêîñòüþ.

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ èçîáðàæåíèÿ óäàëåííûõ ïðåäìåòîâ 
ïîëó÷àþòñÿ çà ñåò÷àòêîé, è ÷åëîâåê ìîæåò ðåçêî âèäåòü 
ïðåäìåòû, ðàñïîëîæåííûå íå áëèæå íåêîòîðîãî ðàññòîÿ-
íèÿ. Òàêîé äåôåêò íàçûâàåòñÿ äàëüíîçîðêîñòüþ.

Ýòè íåäîñòàòêè çðåíèÿ ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ î÷êîâ. Ïðè ýòîì ëèíçû î÷êîâ äîëæíû ñîçäàâàòü 
èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà íà òàêîì ðàññòîÿíèè, ñ êîòîðîãî 
ãëàç ìîæåò ýòî èçîáðàæåíèå âèäåòü ðåçêî. Êðîìå òîãî, 
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ëèíç èçîáðàæåíèÿ äîëæíû áûòü 
ïðÿìûìè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðÿìûå èçîáðà-
æåíèÿ, ñîçäàâàåìûå òîíêèìè ëèíçàìè, âñåãäà ìíèìûå. 
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Òàêèì îáðàçîì, ëèíçû î÷êîâ äîëæíû ñîçäàâàòü ïðÿìûå 
ìíèìûå èçîáðàæåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, íàõîäÿùèõñÿ 
â ïðåäåëàõ àêêîìîäàöèè ãëàçà.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Äâà ïëîñêèõ çåðêàëà îáðàçóþò äâóãðàííûé óãîë 
α = 60°. Íà îäíî èç çåðêàë ïàäàåò ëó÷, ðàñïîëîæåííûé 
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ 
çåðêàë. Íàéòè óãîë îòêëîíåíèÿ ýòîãî ëó÷à îò ïåðâî-
íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïîñëå îòðàæåíèÿ îò îáîèõ 
çåðêàë (ñì. ðèñ. 246).

Ðèñ. 246

Ð å ø å í è å
MN è ML — ïëîñêèå çåðêàëà; AB — ïàäàþùèé íà 

çåðêàëî MN ëó÷; MN1BB ;⊥  BC — ïàäàþùèé íà çåðêà-
ëî ML ëó÷; CB ML1 ;⊥  AC — îòðàæåííûé îò äâóõ çåðêàë 
ëó÷; θ — èñêîìûé óãîë îòêëîíåíèÿ ëó÷à ïîñëå äâóõ îò-
ðàæåíèé îò çåðêàë.

Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå BMCB1

MBB MCB1 1 90 ,∠ = ∠ = °  ïîýòîìó

BMC BB C BB C BMC1 1180 180 180 .∠ + ∠ = ° ⇒ ∠ = ° − ∠ = ° − α

Â òðåóãîëüíèêå BCB1

( )B BC B CB BB C1 1 1180 180 180 .∠ + ∠ = ° − ∠ = ° − ° − α = α
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Èç çàêîíà îòðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 

ABC B BC12∠ = ∠  è ACB B CB12 .∠ = ∠  

Ïîýòîìó ( )ABC ACB B BC B CB1 12 2 .∠ + ∠ = ∠ + ∠ = α  Èñêî-
ìûé óãîë îòêëîíåíèÿ θ ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ïî îòíîøå-
íèþ ê ΔBAC, ïîýòîìó

ABC ACB 2 120 .θ = ∠ + ∠ = α = °

2. Íà ñòåíå, ïëîñêîñòü êîòîðîé îòêëîíåíà îò âåðòèêàëè 
íà 4,87°, óêðåïëåíî ïëîñêîå çåðêàëî (ñì. ðèñ. 247). 
Ñ êàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åëîâåê, ðîñò êî-
òîðîãî h = 170 ñì, ñìîæåò óâèäåòü â çåðêàëå õîòÿ áû 
÷àñòü ñâîåãî èçîáðàæåíèÿ?

Ðèñ. 247

Ð å ø å í è å
Ïóñòü AB — ÷åëîâåê, ñòîÿùèé ó çåðêàëà, òîãäà 

A1B1 — åãî èçîáðàæåíèå â çåðêàëå MO (ñì. ðèñ. 247). 
A1B1 è AB ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî çåðêàëà MO. ßñíî, 
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷åëîâåê âèäèò ñâîå èçîáðàæåíèå. Ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ïðÿìàÿ AA1 ïðîõîäèò 
÷åðåç òî÷êó O (ñì. ðèñ. 248). Â ΔAOB AOB ,∠ = α  ïîýòîìó 
èñêîìîå ðàññòîÿíèå OB = AB / tg α = h / tg α.

Îòìåòèì, ÷òî óãîë α ìàë, ïîýòîìó tg α = α ïðè óñëî-
âèè, ÷òî α âûðàæåí â ðàäèàíàõ: 

α = 4,87° = (4,87 / 180)  ⋅  3,14 ðàä = 0,085 ðàä.

Ñëåäîâàòåëüíî, OB = h / α = 20 ì.
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Ðèñ. 248

3. Îïðåäåëèòü ñìåùåíèå ëó÷à ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷å-
ðåç ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíêó òîë-
ùèíîé d = 6 ñì, èìåþùóþ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ 
n = 1,6. Óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à íà ïëàñòèíêó α = 60° (ñì. 
ðèñ. 249).

Ðèñ. 249

Ð å ø å í è å
AB — ïàäàþùèé íà ïëàñòèíêó ëó÷, BN — ïåðïåíäè-

êóëÿð â òî÷êå ïàäåíèÿ, α — óãîë ïàäåíèÿ, BC — ïðå-
ëîìëåííûé ëó÷, β — óãîë ïðåëîìëåíèÿ, CM — ïåðïåí-
äèêóëÿð â òî÷êå ïàäåíèÿ ëó÷à íà íèæíþþ ãðàíü ïëà-
ñòèíêè. Òàê êàê CM BN,�  òî ëó÷ ïàäàåò íà íèæíþþ 
ãðàíü ïëàñòèíêè ïîä óãëîì β. Íà îñíîâàíèè îáðàòèìîñòè 
õîäà ñâåòîâûõ ëó÷åé ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îí âûõîäèò 
èç ïëàñòèíêè ïîä óãëîì α. Èòàê, AB CD,�  îäíàêî ïðîèñ-
õîäèò ñìåùåíèå ëó÷à íà ðàññòîÿíèå CF ( )CF AB .⊥  Çàïè-
øåì çàêîí ïðåëîìëåíèÿ â òî÷êå B:

( )n nsin sin sin sin sin 0,54 32,8 ;α β = ⇒ β = α = β = ⇒ β = °
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KBF ABN∠ = ∠ = α  (âåðòèêàëüíûå óãëû), ïîýòîìó 
CBF .∠ = α −β  Èç ΔCBK: BC = BK / cos β = d / cos β. Èç ΔCBF 

ñìåùåíèå ëó÷à

( )sin sin cos 3,3 см.CF BC CBF d= ∠ = α −β β =

4. Ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè l = 15 ñì îò ïëî-
ñêîïàðàëëåëüíîé ñòåêëÿííîé ïëàñòèíû. Íàáëþäàòåëü 
ðàññìàòðèâàåò ïðåäìåò ÷åðåç ïëàñòèíó, ïðè÷åì ëó÷ 
çðåíèÿ íîðìàëåí ê íåé. Îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå x îò 
èçîáðàæåíèÿ ïðåäìåòà äî áëèæàéøåé ê íàáëþäàòåëþ 
ãðàíè, åñëè òîëùèíà ïëàñòèíû d = 4,5 ñì, ïîêàçàòåëü 
ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n = 1,5.

Ðèñ. 250

Ð å ø å í è å
Ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà (ñì. ðèñ. 250): S — 

ïðåäìåò, SA — ëó÷, ïàäàþùèé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëàñòè-
íå, SB — ëó÷, ïàäàþùèé ïîä óãëîì α ê ïëàñòèíå. Îòìå-
òèì, ÷òî ëó÷è SA è SB äîëæíû ïîïàñòü â ãëàç, ïîýòîìó 
óãîë α ìàë; BD — íîðìàëü ê ïëàñòèíå; DBC BCN.∠ = β = ∠

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïëàñòèíû ëó÷è SA è CK ðàñõî-
äÿòñÿ. Èõ ïðîäîëæåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S1, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì èçîáðàæåíèåì òî÷êè S. Èñêîìîå 
ðàññòîÿíèå A1S1 = x.
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Èç ΔSAB: AB = SA  ⋅  tg α = l tg α.
Èç ΔCBD: CD BD DBC dtg tg .= ⋅ ∠ = β
Îòñþäà A1C = A1D + CD = AB + CD = l tg α + d tg β.
Â ΔA1S1C: A S C1 1∠ = α  (òàê êàê S K SB1 ),�  ïîýòîìó

A C l d
A S x A C l d1

1 1 1

tg tg tg
ctg .

tg tg tg

α + β β= = α = = = +
α α α

Èçîáðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè äîïóùåíèè, ÷òî óãîë 
α ìàë, çíà÷èò, ìàë è óãîë ïðåëîìëåíèÿ β. Ñëåäîâàòåëü-
íî, tg β / tg α = sin β / sin α = 1 / n. Èòàê, x = l + d / n = 18 ñì.

5. Íà äíå ñîñóäà, íàïîëíåííîãî âîäîé äî âûñîòû h, íà-
õîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà. Íà ïîâåðõíîñòè 
âîäû ïëàâàåò êðóãëûé äèñê òàê, ÷òî öåíòð äèñêà 
íàõîäèòñÿ íàä èñòî÷íèêîì ñâåòà. Ïðè êàêîì ìèíè-
ìàëüíîì ðàäèóñå äèñêà íè îäèí ëó÷ íå âûéäåò ÷åðåç 
ïîâåðõíîñòü âîäû? Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû ðà-
âåí n.

Ðèñ. 251

Ð å ø å í è å
Ëó÷è, èñõîäÿùèå îò èñòî÷íèêà S è ïîïàäàþùèå íà 

äèñê, îòðàæàþòñÿ îò íåãî è ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âîäû íå 
âûõîäÿò (ñì. ðèñ. 251). Åñëè óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à SA ðà-
âåí ïðåäåëüíîìó óãëó ïîëíîãî îòðàæåíèÿ, òî ýòîò ëó÷ 
òàêæå íå âûõîäèò ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âîäû. Ëó÷è, ïàäàþ-
ùèå íà ïîâåðõíîñòü âîäû ëåâåå òî÷êè A, èìåþò óãîë ïà-
äåíèÿ áîëüøå α0 è òàêæå íå âûõîäÿò ÷åðåç ïîâåðõíîñòü 
âîäû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëó÷à SA äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 
óñëîâèå: sin α0 = 1 / n.
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Èç ΔAOS: tg α0 = AO / SO = R / h. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

( ) ( )
( )

n n

nn

0
0 2 2 2

0 0

1 1sin 1
tg .

cos 1 sin 11 1

αα = = = =
α − α −−

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òàíãåíñîâ, ïîëó÷àåì

n R h R h n2 21 1 1.− = ⇒ = −

6. Íà ïîëîâèíó øàðà ðàäèóñîì r = 2 ñì, èçãîòîâëåííîãî 
èç ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n 2,=  ïàäàåò 
ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ëó÷åé. Îïðåäåëèòü ðàäèóñ ñâåò-
ëîãî ïÿòíà íà ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì íà ðàññòîÿíèè 
L = 4,82 ñì îò öåíòðà øàðà.

Ðèñ. 252

Ð å ø å í è å
Ðàññìîòðèì ëó÷ BC, ïàäàþùèé íà ïëîñêóþ ïîâåðõ-

íîñòü (ñì. ðèñ. 252). Îí ïðîíèêàåò â øàð è, íå îòêëî-
íÿÿñü, ïîïàäàåò íà ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü â òî÷êå 
A. OA — ðàäèóñ øàðà; OAC∠  — óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à íà 
ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, ïðè÷åì sin α = OC / OA = OC / r. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ìåðå óäàëåíèÿ ïàäàþùåãî ëó÷à îò îñè 
ñèììåòðèè OO1 óâåëè÷èâàåòñÿ óãîë ïàäåíèÿ α. Â íåêîòî-
ðîé òî÷êå îí ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ïðåäåëüíîìó óãëó ïîë-
íîãî îòðàæåíèÿ: n a0 0sin 1 1 2 45 .α = = ⇒ = °  Ïðè ýòîì 
óãîë ïðåëîìëåíèÿ β ðàâåí 90°.
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Èç øàðà âûéäóò ëèøü òå ëó÷è ïó÷êà, êîòîðûå ïàäàþò 
íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ìåæäó òî÷êàìè C è C1. Îíè-òî 
è îáðàçóþò ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè ñâåòëîå ïÿòíî íà ýêðàíå, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí 
O1E = O1L. Ïðè α = 45° AOA1F — êâàäðàò è

OF OA r O F OO OF L r1 12 2 2.= = ⇒ = − = −

Â ΔO1FE: O FE1 45 ,∠ = α = °  ïîýòîìó 

1 1 2 2 см.O E O F L r= = − =

7. Â âîäó îïóùåí ïðÿìîóãîëüíûé ñòåêëÿííûé êëèí. Ïî-
êàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n = 1,5. Ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ óãëà α ëó÷ ñâåòà, ïàäàþùèé íîðìàëüíî íà 
ãðàíü AB, öåëèêîì äîñòèãíåò ãðàíè AC? Ïîêàçàòåëü 
ïðåëîìëåíèÿ âîäû nâ = 1,33 (ñì. ðèñ. 253).

Ðèñ. 253

Ð å ø å í è å
Ëó÷, ïàäàþùèé ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíè AB, íå ïðå-

ëîìëÿåòñÿ. Ïóñòü O — òî÷êà ïàäåíèÿ åãî íà ãðàíü BC. 
DO — ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàíîâëåííûé â òî÷êå ïàäåíèÿ, 
òîãäà DON∠ −  óãîë ïàäåíèÿ, ïðè÷åì DON CBA .∠ = ∠ = α  
Ëó÷ öåëèêîì äîñòèãíåò ãðàíè AC, åñëè îò ãðàíè BC îí 
áóäåò ïîëíîñòüþ îòðàæàòüñÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû α ≥ α0, ãäå α0 — óãîë ïîëíîãî îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå 
«ñòåêëî — âîäà».
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Îòñþäà, 0 в 0sin 0,89 62,5 .n nα = = ⇒ α = °  Ïðè α ≥ 62,5° 
ëó÷ ñâåòà öåëèêîì äîñòèãíåò ãðàíè AC.

8. Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íà òðåõãðàííóþ ñòåêëÿííóþ ïðè-
çìó ïîä óãëîì α. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n. 
Ïðåëîìëÿþùåé óãîë ïðèçìû φ. Ïîä êàêèì óãëîì ëó÷ 
âûéäåò èç ïðèçìû è êàêîâ óãîë åãî îòêëîíåíèÿ îò 
ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ?

Ðèñ. 254

Ð å ø å í è å
NA — ïàäàþùèé ëó÷ (ñì. ðèñ. 254); AB PQ;⊥  AC — 

ïðåëîìëåííûé â ïðèçìå ëó÷; BAC∠ = β — óãîë ïðåëîì-
ëåíèÿ; BC QR ACB; ;⊥ ∠ = γ  ψ — èñêîìûé óãîë âûõîäà 
ëó÷à èç ïðèçìû; CDM∠ = θ — óãîë îòêëîíåíèÿ ëó÷à. 
Ïðîâåäåííîå ïîñòðîåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèçìà îòêëî-
íÿåò ïàäàþùèé íà íåå ëó÷ ê îñíîâàíèþ. Çàïèøåì çàêîí 
ïðåëîìëåíèÿ â òî÷êàõ A è C:
 sin α / sin β = n, (1)
 sin γ /sin ψ = 1 / n. (2)

Òàê êàê AB PQ⊥  è BC QR,⊥  òî CBL PQR ;∠ = ∠ = ϕ ∠ 
CBL∠  — âíåøíèé óãîë ΔABC, ïîýòîìó îí ðàâåí ñóììå 

äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ, ñ íèì íå ñìåæíûõ:

 CBL BAC ACB∠ = ∠ + ∠  èëè φ = β + γ. (3)

Èç (1): ( ) ( )( )n nsin sin arcsin sin .β = α ⇒ β = α
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Èç (3): γ = φ – β= φ – arcsin ((sin α) / n).
Èç (2): 

sin ψ = n sin γ = n sin (φ – arcsin ((sin α) / n)) = 
= n (sin φ cos (arcsin ((sin α) / n)) – cos φ (sin α) / n).

Èç òðèãîíîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ( )x x2cos arcsin 1 ,= −  
ïîýòîìó

2

2

2 2

sin sin
sin sin 1 cos

sin sin cos sin .

n
nn

n

⎛ ⎞α αψ = ϕ − − ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ϕ − α − ϕ α
Ñëåäîâàòåëüíî,

 ( )n2 2arcsin sin sin cos sin .ψ = ϕ − α − ϕ α  (4)

Îòìåòèì, ÷òî DAB∠ = α  (âåðòèêàëüíûå óãëû) è 
DCB .∠ = ψ  Ïîýòîìó DAC DAB ,∠ = ∠ −β = α −β  a ACD∠ = 
DCB ;= ∠ − γ = ψ − γ  θ — âíåøíèé óãîë ΔADC, ïîýòîìó 

( ) ( ) ( ) ( )DAC ACD .θ = ∠ + ∠ = α −β + ψ − γ = α + ψ − β + γ

Íî, êàê óæå äîêàçûâàëîñü, β + γ = φ, ñëåäîâàòåëüíî, 
θ = (α + ψ) – φ.

Îòìåòèì, ÷òî óãîë ψ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4).
Ïðè ìàëûõ ïðåëîìëÿþùèõ óãëàõ φ è ìàëûõ óãëàõ 

ïàäåíèÿ α ôîðìóëó äëÿ θ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. 
Èç (1): sin α = n sin β. Òàê êàê α è β — ìàëû, òî α = nβ. 
Èç (2): sin ψ = n sin γ. Ïðè ìàëûõ α è φ óãëû ψ è γ òàêæå 
ìàëû, ïîýòîìó ψ = nγ. Ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

θ = (nβ + nγ) – φ = n(β + γ) – φ = nφ – φ = (n – 1)φ.

9. Ðàâíîáåäðåííàÿ ñòåêëÿííàÿ ïðèçìà ñ ìàëûìè óãëàìè 
ïðåëîìëåíèÿ φ (áèïðèçìà) ïîìåùåíà â ïàðàëëåëüíûé 
ïó÷îê ëó÷åé, ïàäàþùèõ íîðìàëüíî ê åå îñíîâàíèþ. 
Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n = 1,57, îñíîâàíèå 
ïðèçìû a = 5 ñì. Íàéòè óãîë φ, åñëè â ñåðåäèíå ýêðà-
íà, ðàñïîëîæåííîãî íà ðàññòîÿíèè L = 100 ñì îò ïðè-
çìû, îáðàçóåòñÿ òåìíàÿ ïîëîñà øèðèíîé d = 1 ñì.
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Ð å ø å í è å
Óêàçàííóþ ðàâíîáåäðåííóþ ïðèçìó ìîæíî ñ÷èòàòü 

ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ïðèçì ñ îáùèì îñíîâàíèåì AB 
è ìàëûì ïðåëîìëÿþùèì óãëîì φ (ñì. ðèñ. 255).

Ðèñ. 255

Â çàäàíèè 18 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðåëîìëÿþùèé 
óãîë ìàë, òî óãîë îòêëîíåíèÿ ëþáîãî ëó÷à îò ïåðâîíà-
÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ θ = (n – 1) φ. Òàê êàê íà âåðõíþþ 
ïðèçìó ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê, òî ïîñëå ïðåëîìëå-
íèÿ â ïðèçìå îí îñòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì (êðàéíèå ëó÷è 
ýòîãî ïó÷êà CD è BN). Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïàðàë-
ëåëüíûé ïó÷îê, ïàäàþùèé íà íèæíþþ ïðèçìó, îñòàåòñÿ 
ïàðàëëåëüíûì (åãî êðàéíèå ëó÷è — BF è MK). Êàê âèä-
íî èç ðèñ. 255, íà ýêðàíå îáðàçóåòñÿ òåìíàÿ ïîëîñà KD.

Èç ΔKPE: 
KE d

PE .
tg 2tg

= =
θ θ

 

Èç ΔAPM: 
AM a

AP .
tg 2tg

= =
θ θ

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 

( )a d
AP PE L L a d L2 tg .

2tg 2tg
+ = ⇒ + = ⇒ + = θ

θ θ

Òàê êàê óãîë θ ìàë, òî tg θ = θ. Ïîäñòàâëÿÿ θ = (n – 1) φ, 
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

( ) ( ) ( )
22 1 5,26 10  рад 3 .

2 1

a d
a d L n

L n
−++ = − ϕ ⇒ ϕ = = ⋅ = °

−
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10. Äàíà ðàññåèâàþùàÿ ëèíçà, ó êîòîðîé çàäàíî ïîëîæå-
íèå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè (ïîëîæåíèå ôîêóñîâ íå 
çàäàíî); AB — ëó÷, ïàäàþùèé íà ëèíçó, BK — ýòîò 
æå ëó÷ ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå. Ïîñòðîèòü õîä 
ëó÷à CD ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå.

Ðèñ. 256

Ð å ø å í è å
Ïîñòðîèì ëó÷ MN, èäóùèé âäîëü îïòè÷åñêîé îñè 

ëèíçû è ïàðàëëåëüíûé ëó÷ó AB (ñì. ðèñ. 256). Â òî÷-
êå P ïåðåñåêàþòñÿ ïðîäîëæåíèÿ ëó÷åé BK è MN, ïðè-
÷åì òî÷êà P ðàñïîëîæåíà â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû. 
Ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè 
è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P, ÿâëÿåòñÿ ôîêàëüíîé ïëî-
ñêîñòüþ. Ïðîâåäåì ëó÷ K1L, èäóùèé âäîëü îïòè÷åñêîé 
îñè è ïàðàëëåëüíûé ëó÷ó CD. Ëó÷ CD ïîñëå ïðåëîìëå-
íèÿ â ëèíçå èäåò òàê, ÷òî åãî ïðîäîëæåíèå ïåðåñåêàåòñÿ 
ñ ëó÷îì K1L â òî÷êå Q, ïðèíàäëåæàùåé ôîêàëüíîé ïëî-
ñêîñòè ëèíçû. Òàêèì îáðàçîì, DQ — ïðîäîëæåíèå èñêî-
ìîãî ëó÷à, à DT — èñêîìûé ëó÷.

11. Äàíà ñîáèðàþùàÿ ëèíçà ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F. 
Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè f (ðàññòîÿíèå îò èçî-
áðàæåíèÿ äî ëèíçû) îò d (ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî 
ëèíçû).

Ð å ø å í è å
Èç ôîðìóëû òîíêîé ëèíçû 1 / F = 1 / d + 1 / f âûðàæà-

åì f(d) = Fd/(d – F). Òàêèì îáðàçîì, f(d) ÿâëÿåòñÿ ðàöèî-
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íàëüíîé ôóíêöèåé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ïðåîáðàçó-
åì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) Fd d F F F
f d F F

d F d F d F
1 .

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− − −

Êàê âèäíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà f(d) ñíà÷àëà íåîá-
õîäèìî ïîñòðîèòü ãðàôèê 1 / d, ñäâèíóòü åãî íà F âïðàâî 
ïî îñè àáñöèññ, óìíîæèòü íà F, ñäâèíóòü íà 1 ïî îñè îð-
äèíàò è óìíîæèòü íà F.

Ðèñ. 257

Îêîí÷àòåëüíûé âèä ãðàôèêà ôóíêöèè f(d) ïðèâåäåí 
íà ðèñ. 257. Ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå âåòâè ãèïåð-
áîëû è èëëþñòðèðóåò âàæíåéøèå ñâîéñòâà èçîáðàæå-
íèé, ïîëó÷àåìûõ â ñîáèðàþùèõ ëèíçàõ.

1. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ ìåæäó ëèíçîé è ôîêóñîì, 
ò. å. 0 < d < F, òî åãî èçîáðàæåíèå — ìíèìîå: f < 0.

2. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ â ôîêóñå ëèíçû, èçî-
áðàæåíèÿ ïðåäìåòà íå ñóùåñòâóåò. Ïðè ïðèáëèæåíèè 
ïðåäìåòà ê ôîêóñó, ò. å. d → F, èçîáðàæåíèå ñòðåìèòñÿ 
ê áåñêîíå÷íîñòè: f .→ ±∞

3. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ çà ôîêóñîì ëèíçû, ò. å. 
d > F, åãî èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå: f > 0. Ïðè óâåëè-
÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò ïðåäìåòà äî ëèíçû åãî èçîáðàæåíèå 
ïðèáëèæàåòñÿ ê ôîêóñó ëèíçû: f → F.

4. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà äâîéíîì ôîêóñíîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ëèíçû, ò. å. d = 2F, òî èçîáðàæåíèå ïîëó÷àåò-
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ñÿ ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ëèíçû òàêæå íà äâîéíîì ôîêóñ-
íîì ðàññòîÿíèè: f = 2F.

12. Äàíà ñîáèðàþùàÿ ëèíçà ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì, 
ðàâíûì F. Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè óâåëè÷å-
íèÿ ëèíçû Γ îò d (ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ëèíçû).

Ð å ø å í è å
Â çàäàíèè 11 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò èçîáðà-

æåíèÿ äî ëèíçû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé f(d) = Fd / (d – F).

Óâåëè÷åíèå ëèíöû 
f F

Г
d d F

.= =
−

 Äëÿ ïîñòðîåíèÿ 

ýòîãî ãðàôèêà ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ãðàôèê 
F / (d – F) ïî ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â çàäàíèè 11. Çàòåì 
÷àñòü ãðàôèêà, ðàñïîëîæåííóþ ïîä îñüþ àáñöèññ, íåîá-
õîäèìî îòîáðàçèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè. 
Îêîí÷àòåëüíûé âèä ãðàôèêà çàâèñèìîñòè Γ(d) ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñ. 258.

Ðèñ. 258

Ýòîò ãðàôèê èëëþñòðèðóåò âàæíåéøèå ñâîéñòâà óâå-
ëè÷åíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðè ïîìîùè ñîáèðàþùåé ëèíçû.

1. Åñëè ïðåäìåò ðàñïîëîæåí ìåæäó ëèíçîé è ôîêó-
ñîì, ò. å. 0 < d < F, ïîëó÷àåòñÿ ìíèìîå óâåëè÷åííîå èçî-
áðàæåíèå: Γ > 1.
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2. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè F < d < 2F îò 
ëèíçû, òî èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå è óâåëè÷åííîå: 
Γ > 1.

3. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà äâîéíîì ôîêóñíîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ëèíçû, ò. å. d = 2F, òî èçîáðàæåíèå äåéñòâè-
òåëüíîå, ðàñïîëîæåíî òàêæå íà äâîéíîì ôîêóñíîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ëèíçû: f = 2F è ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ ðàâåí 
ðàçìåðó ïðåäìåòà: Γ = 1.

4. Åñëè ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè d > 2F, òî 
èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå óìåíüøåííîå: Γ < 1.

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó äëÿ óâåëè÷åíèÿ, ðàçäåëèâ ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà F, òîãäà ( )
F

Г
d F d F

1
.

1
= =

− −
 

Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ëèíçû 
âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì åå ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ.

13. Íà ýêðàíå, íàõîäÿùåìñÿ íà ðàññòîÿíèè f = 60 ñì îò 
ñîáèðàþùåé ëèíçû, ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå òî÷å÷íîãî 
èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé 
îñè ëèíçû. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ïåðåìåñòèòñÿ èçîáðà-
æåíèå íà ýêðàíå, åñëè ïðè íåïîäâèæíîì èñòî÷íèêå 
ïåðåìåñòèòü ëèíçó â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé 
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, íà b = 2 ñì? Ôîêóñíîå ðàñ-
ñòîÿíèå ëèíçû F = 20 ñì.

Ð å ø å í è å
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è èçîáðàæåíèå A1 òî÷êè A ïîëó÷åíî 

íà ýêðàíå, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëü-
íîå è d > F, ãäå d — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ëèíçû (ñì. 
ðèñ. 259, à).

Èç ôîðìóëû òîíêîé ëèíçû

F d f

1 1 1
.= +

íàõîäèì d = Ff / (f – F) = 30 ñì.
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Ðèñ. 259

Êîãäà ëèíçó ïåðåìåùàþò ïåðïåíäèêóëÿðíî åå îñè, 
òî âìåñòå ñ íåé ñìåùàþòñÿ è ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü, 
è ôîêóñ ëèíçû. Íà ðèñ. 259, á: O1O2 — íîâîå ïîëîæåíèå 
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû, A2 — íîâîå èçîáðàæåíèå 
òî÷êè A íà ýêðàíå, A1A2 — ñìåùåíèå èçîáðàæåíèÿ. Èç 
ïîäîáèÿ ΔAOO′ è ΔAA1A2 ïîëó÷àåì

AO′/AA1 = OO′/A1A2,
ãäå AO = d = 30 ñì,

AA1 = AO + OA1 = d + f = 90 ñì, OO = b = 2 ñì.

Èç ïðîïîðöèè íàõîäèì A1A2 = AA1  ⋅  OO/AO = 6 ñì.

14. Ðàññòîÿíèå îò îñâåùåííîãî ïðåäìåòà äî ýêðàíà 
L = 100 ñì. Ëèíçà, ïîìåùåííàÿ ìåæäó íèìè, äàåò ÷åò-
êîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà íà ýêðàíå ïðè äâóõ ïîëî-
æåíèÿõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè l = 20 ñì. Íàéòè 
ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû (ñì. ðèñ. 260).

Ðèñ. 260
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Ð å ø å í è å
Òàê êàê èçîáðàæåíèå ïîëó÷åíî íà ýêðàíå, òî îíî ÿâ-

ëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíçà ÿâëÿåò-
ñÿ ñîáèðàþùåé; AB — ïðåäìåò, A1B1 — åãî èçîáðàæå-
íèå, òîãäà AO = d è A1O = f, ïðè÷åì ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
f + d = L. Ïîýòîìó f(d) = L – d. Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè — 
ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Êðîìå òîãî, èç ôîðìóëû òîíêîé ëèí-

çû ( ) Fd
f d

d F
.=

−
 Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè áûë ïîñòðîåí 

â çàäàíèè 11. Ãðàôèêè îáåèõ çàâèñèìîñòåé ïðåäñòàâëå-
íû íà ðèñ. 261.

Ðèñ. 261

Ïðÿìàÿ f(d) = L – d ìîæåò íå èìåòü íè îäíîé îáùåé 
òî÷êè ñ ãèïåðáîëîé (ïðÿìàÿ AB), ìîæåò èìåòü îäíó îá-
ùóþ òî÷êó (ïðÿìàÿ CD), äâå îáùèå òî÷êè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå äâóì ðàçíûì ðàññòîÿíèÿì îò ïðåäìåòà äî ëèíçû 
(ïðÿìàÿ MN).

Íàéäåì ýòè òî÷êè èç óðàâíåíèÿ 

( )Fd d F L d d Ld LF2 0.− = − ⇒ − + =  

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ 
D = L2 – 4LF = L2(1 – 4F / L). 

Óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ, åñëè 

( )D L F L F L20 1 4 0 4 ,≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤  
÷òî â íàøåé çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ.
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Ðåøåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå 

( )( ) ( )L
d L L F L F L21

1 4 1 1 4 ,
2 2

= ± − = ± −  

ïðè÷åì îáà êîðíÿ ïîëîæèòåëüíû. Ðàçíîñòü ýòèõ êîðíåé 
d1 – d2, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ðàâíà l, îòñþäà

( ) ( )
2 2

2 2

2 2

1 1 4 2 1 1 4 2

4 4
1 4 1 1

24 см.
4

L F L L F L l

F l F l
L F L l

L LL L
L l

F
L

+ − − − − = ⇒

⇒ − = ⇒ − = ⇒ = − ⇒

−⇒ = =

15. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè 
ñâåòà L = 36 ñì. Ãäå ìåæäó íèìè íàäî ïîìåñòèòü ñî-
áèðàþùóþ ëèíçó ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 10 ñì, 
÷òîáû èçîáðàæåíèÿ îáîèõ èñòî÷íèêîâ ïîëó÷èëèñü 
â îäíîé òî÷êå?

Ð å ø å í è å
Òàê êàê ëèíçà ðàñïîëîæåíà ìåæäó èñòî÷íèêàìè, òî 

èõ äåéñòâèòåëüíûå èçîáðàæåíèÿ ñîâïàäàòü íå ìîãóò. 
Íå ìîãóò ñîâïàäàòü è èõ ìíèìûå èçîáðàæåíèÿ. Îñòàåò-
ñÿ òîëüêî îäíà âîçìîæíîñòü, êîãäà èçîáðàæåíèå îäíîãî 
èñòî÷íèêà — äåéñòâèòåëüíîå, äðóãîãî — ìíèìîå.

Ïóñòü d1 è d2 — ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêîâ äî ëèíçû. 
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî èçîáðàæåíèå ïåð-
âîãî èñòî÷íèêà — äåéñòâèòåëüíîå, à èçîáðàæåíèå âòîðî-
ãî — ìíèìîå, ðàññòîÿíèÿ îò èçîáðàæåíèé äî ëèíçû ñî-
îòâåòñòâåííî f1 è f2, ïðè÷åì f1 > 0, f2 < 0. Ïðèìåíÿÿ ôîð-
ìóëó ëèíçû, âûðàæàåì f1 = d1F / (d1 – F) è f2 = d2F / (d2 – F).

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 1 1 2 2 1 2

2 1 1 2 1 22 .

f f f d F d F d F d F d F d

d d F F d d d d

= − ⇒ = − = − − ⇒ − =
= − ⇒ + =
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Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî d1 + d2 = L. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
ïîëó÷àåì ñèñòåìó

( )

( ) ( ) ( )

d d FL d L d FL
d Ld FL

d d L d L d

d L L FL L F L

1 2 1 1 2
1 1

1 2 2 1

2
1 1,2

2 , 2 ,
2 2 0

, ,

2 2 1 1 2 2.

= ⎧ − =⎧ ⎪⇔ ⇒ − + = ⇒⎨ ⎨+ = = −⎪⎩ ⎩

⇒ = ± − = ± −

( )
( )

( )
( )

1 11 2

2 21 2

30 см, 6 см,
или

6 см. 30 см.

d d

d d

⎧ ⎧= =⎪ ⎪
⎨ ⎨= =⎪ ⎪⎩ ⎩

16. Íà ýêðàíå ñ ïîìîùüþ òîíêîé ëèíçû ïîëó÷èëè èçî-
áðàæåíèå ïðåäìåòà ñ óâåëè÷åíèåì Γ1 = 2. Ïðåäìåò ïå-
ðåäâèíóëè íà 1 ñì. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåçêîå 
èçîáðàæåíèå, ïðèøëîñü ïåðåäâèíóòü ýêðàí. Ïðè ýòîì 
óâåëè÷åíèå îêàçàëîñü ðàâíûì Γ2 = 4. Íà êàêîå ðàññòî-
ÿíèå ïðèøëîñü ïåðåäâèíóòü ýêðàí?

Ð å ø å í è å
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ íà ýêðàíå, 

ñëåäîâàòåëüíî, èçîáðàæåíèÿ — äåéñòâèòåëüíûå, ëèíçà 
ÿâëÿåòñÿ ñîáèðàþùåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëå ëèí-
çû ïîëó÷àåì: 1 / F = 1 / d1 + 1 / f1, ãäå d1 — ðàññòîÿíèå îò 
ïðåäìåòà äî ëèíçû, f1 — ðàññòîÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ äî 
ëèíçû, F — ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå; Г f d f d1 1 1 1 1.= =

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì

1 / F = 1 / d2 + 1 / f2 è Г f d f d2 2 2 2 2.= =

Â çàäàíèè 11 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè d > F óâåëè÷å-
íèå Γ(d) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé (ñì. ðèñ. 254), 
ïîýòîìó èç óñëîâèÿ Γ2 > Γ1 ñëåäóåò, ÷òî d2 < d1, ñëåäîâà-
òåëüíî, d1 – d2 = 1 ñì.

Â çàäàíèè 11 óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè d > F ôóíêöèÿ f(d) 
(ðàññòîÿíèå îò èçîáðàæåíèÿ äî ëèíçû) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþ-
ùåé (ñì. ðèñ. 257), ïîýòîìó f2 > f1. Ðàññòîÿíèå, íà êîòî-
ðîå íåîáõîäèìî ñìåñòèòü ýêðàí, f2 – f1.
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Ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé äëÿ 1 / F, ïîëó-
÷èì

( ) ( )( )( )

( )

2 1 1 2

1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2

2 1
2 1 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

Г Г 8 см.

f f d d

d f d f f f d d f f d d

f f
f f d d f d f d d d

d d

d d

− −+ = + ⇒ − = − ⇒ = ⇒

⇒ − = − = − =

= − =

17. Âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ñîáèðàþùåé 
ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 12 ñì ðàñïîëîæåí 
ïðåäìåò, îäèí êîíåö êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè d1 = 17,9 ñì îò ëèíçû, à äðóãîé — íà ðàññòîÿíèè 
d2 = 18,1 ñì. Îïðåäåëèòü óâåëè÷åíèå k èçîáðàæåíèÿ.

Ð å ø å í è å
Îáà êîíöà ïðåäìåòà ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèÿõ 

d > F îò ëèíçû, ïîýòîìó èçîáðàæåíèå âñåãî ïðåäìåòà 
â ñîáèðàþùèé ëèíçå áóäåò äåéñòâèòåëüíûì. Òàê êàê 
ïðåäìåò ðàñïîëîæåí âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, òî 
è åãî èçîáðàæåíèå áóäåò ïîëó÷åíî âäîëü ýòîé îñè. Èçî-
áðàæåíèÿ êîíöîâ ïðåäìåòà íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ 
f1 = Fd1 / (d1 – F) è f2 = Fd2 / (d2 – F) îò ëèíçû, ïðè÷åì èç-çà 
óáûâàíèÿ ôóíêöèè f(d) ïðè d > F ïîëó÷àåì, ÷òî f2 < f1. 
Ðàçìåð ïðåäìåòà ðàâåí (d2 – d1), à ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ 
ñîñòàâëÿåò (f1 – f2).

Â äàííîé çàäà÷å ðå÷ü èäåò íå î ïîïåðå÷íîì óâåëè÷å-
íèè ëèíçû, à î ïðîäîëüíîì. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ðàâíî

( ) ( )
f f Fd Fd F

k
d d d F d F d d d F d F

2
1 2 1 2

2 1 1 2 2 1 1 2

1
4.

⎛ ⎞−= = − = =⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠

18. Ñòàëüíîé øàðèê ñâîáîäíî ïàäàåò ñ âûñîòû h = 0,8 ì 
íà ñîáèðàþùóþ ëèíçó è ðàçáèâàåò åå. Â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå îò øàðèêà äî ëèíçû 
ðàâíÿëîñü ðàññòîÿíèþ îò ëèíçû äî äåéñòâèòåëüíîãî 
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èçîáðàæåíèÿ øàðèêà. Ñêîëüêî âðåìåíè ñóùåñòâîâàëî 
ìíèìîå èçîáðàæåíèå øàðèêà?

Ð å ø å í è å
Ïóñòü F — ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû, òîãäà 

1 / F = 1 / h + 1 / f. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è h = f, ñëåäîâàòåëüíî, 
1 2 2F h F h= ⇒ =  (øàðèê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 
íàõîäèëñÿ íà äâîéíîì ôîêóñíîì ðàññòîÿíèè). Ìíèìîå èçî-
áðàæåíèå ñóùåñòâóåò, êîãäà øàðèê íàõîäèòñÿ ìåæäó ôî-
êóñîì è ëèíçîé. Ñâîáîäíîå ïàäåíèå øàðèêà (ñì. ðèñ. 262) 
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé x(t) = x0 + v0t + gt2 / 2 = gt2 / 2.

Ðèñ. 262

Â ìîìåíò óäàðà î ëèíçó 
gt

x h
2
п ,

2
= =  ãäå t h gп 2=  — 

âðåìÿ ïàäåíèÿ øàðèêà. Â òî÷êå F x h gt2
F2 2,= =  

Ft h g=  — âðåìÿ äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêå OF. Øàðèê íà-
õîäèòñÿ ìåæäó ôîêóñîì è ëèíçîé â òå÷åíèå

( )к п F 2 2 1 0,1 c.t t t h g h g h g= − = − = − =

19. Íà ðèñ. 263 èçîáðàæåí îòðåçîê AB, ðàñïîëîæåííûé 
íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ñîáèðàþùåé ëèí-
çû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F. Ïîñòðîèòü èçîáðàæå-
íèå ýòîãî îòðåçêà â ëèíçå.

Ð å ø å í è å
Òàê êàê òî÷êà A ðàñïîëîæåíà çà ôîêóñîì ëèíçû, òî 

åå èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîáðà-
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æåíèÿ òî÷êè A ñòðîèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ AC, ïðîâîäèì 
ïàðàëëåëüíî åìó ïîáî÷íóþ îïòè÷åñêóþ îñü MN, êîòîðàÿ 
ïåðåñåêàåò ôîêàëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå K; CK — õîä 
ëó÷à AC ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå; A1 — èçîáðàæåíèå 
òî÷êè A. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü äåéñòâèòåëüíûå 
èçîáðàæåíèÿ âñåõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ó÷àñòêó [AF). 
Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ôîêóñó F èçîáðàæåíèå òî÷åê ó÷àñò-
êà [AF) óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ñì. ðèñ. 257). Òà-
êèì îáðàçîì, ó÷àñòîê [AF) èçîáðàæàåòñÿ â ëèíçå â âèäå 
ëó÷à A1D.

Ðèñ. 263

Òî÷êà B ðàñïîëîæåíà ìåæäó ëèíçîé è ôîêóñîì, ïî-
ýòîìó åå èçîáðàæåíèå áóäåò ìíèìûì. Ïðîâåäåì ëó÷ 
BE MN;�  KE — õîä ëó÷à BE ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèí-
çå, B1 — ìíèìîå èçîáðàæåíèå òî÷êè B. Àíàëîãè÷íî ñòðî-
ÿòñÿ ìíèìûå èçîáðàæåíèÿ âñåõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ 
ó÷àñòêó [BF). Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ôîêóñó èçîáðàæå-
íèÿ òî÷åê ýòîãî ó÷àñòêà óñòðåìëÿþòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, 
è ó÷àñòîê [BF) èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ëó÷à B1P.

Èòàê, îòðåçîê AB èçîáðàæàåòñÿ â ëèíçå â âèäå äâóõ 
ëó÷åé: äåéñòâèòåëüíîãî ëó÷à A1D è ìíèìîãî B1P.

20. Èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè a = 35 ñì 
îò ñîáèðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 
F1 = 20 ñì. Ïî äðóãóþ ñòîðîíó ëèíçû íà ðàññòîÿíèè 
b = 38 ñì ðàñïîëîæåíà ðàññåèâàþùàÿ ëèíçà ñ ôîêóñ-
íûì ðàññòîÿíèåì F2 = 12 ñì (ñì. ðèñ. 264). Ãäå áóäåò 
íàõîäèòüñÿ èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà?
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Ðèñ. 265

Ð å ø å í è å
Èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà S ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñ-

íîâàíèè ìåòîäèêè, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ. 
Ðàññìîòðèì õîä ëó÷à SA. Ïðîâîäèì NO SA1 ,�  ïðîõîäÿ-
ùèé ÷åðåç îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû Ë1. Îí ïåðåñåêàåò 
ôîêàëüíóþ ïëîñêîñòü ýòîé ëèíçû â òî÷êå B. AB — õîä 
ëó÷à SA ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå Ë1. Ýòîò ëó÷ ïî-
ïàäàåò íà ðàññåèâàþùóþ ëèíçó Ë2 â òî÷êå C. ×åðåç îï-
òè÷åñêèé öåíòð O2 ëèíçû Ë2 ïðîâîäèì ëó÷ O M BC2 .�  
Îí ïåðåñåêàåò ôîêàëüíóþ ïëîñêîñòü ëèíçû Ë2 â òî÷êå 
K; KC — ïðîäîëæåíèå ëó÷à ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå, 
CD — åãî õîä ïîñëå ëèíçû Ë2. Ïðîäîëæåíèå ëó÷à CD ïå-
ðåñåêàåò îïòè÷åñêóþ îñü ñèñòåìû ëèíç â òî÷êå S2; S2 — 
ìíèìîå èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà S â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé 
èç ñîáèðàþùåé è ðàññåèâàþùåé ëèíç.

Íàéäåì ïîëîæåíèå òî÷êè S1 (èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà 
â ñîáèðàþùåé ëèíçå). Ïóñòü S1O1 = f1 (ðàññòîÿíèå îò èçî-
áðàæåíèÿ S1 äî ëèíçû Ë1). Ïî ôîðìóëå òîíêîé ëèíçû 

( )1 1 1 1 11 1 1 46,6 см.F a f f F a a F= + ⇒ = − =
Ðàññòîÿíèå O2S1 = f1 – b = 46,6 – 38 = 8,6 ñì = d2, ïðè÷åì 

S1 èãðàåò ðîëü ìíèìîãî èñòî÷íèêà äëÿ ðàññåèâàþùåé 
ëèíçû. Ïîýòîìó

( )F d f f F d d F2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 .= + ⇒ = −
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Òàê êàê ëèíçà ðàññåèâàþùàÿ, à èñòî÷íèê ìíèìûé, òî 
F2 = –12 ñì, d2 = –8,6 ñì. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàõîäèì, ÷òî 
f2 = 30,3 ñì.

Èòàê, ìíèìîå èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà áóäåò íàõî-
äèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè f2 = 30,3 ñì âëåâî îò ëèíçû Ë2.

21. Îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñîáèðàþùåé ëèíçû 
ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F è çåðêàëüíîãî øàðà ðà-
äèóñîì R, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà îïòè÷åñêîé 
îñè ëèíçû íà ðàññòîÿíèè d > F îò íåå. Íà êàêîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ëèíçû íóæíî ðàñïîëîæèòü èñòî÷íèê ñâåòà 
S íà îïòè÷åñêîé îñè ñèñòåìû, ÷òîáû åãî èçîáðàæåíèå 
ñîâïàëî ñ ñàìèì èñòî÷íèêîì?

Ð å ø å í è å
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 265, ãäå 

d < R + F. Åñëè ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèíçå ëó÷ áóäåò ïà-
äàòü íà çåðêàëüíûé øàð ïî íàïðàâëåíèþ åãî ðàäèóñà, 
òî, îòðàçèâøèñü îò øàðà, îí ïðîéäåò òåì æå ïóòåì, íî 
â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà ñâå-
òà S â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ëèíçû è øàðà, ñîâïàäåò 
ñ èñòî÷íèêîì. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå èçîáðàæåíèå èñòî÷-
íèêà ñâåòà â ëèíçå áóäåò íàõîäèòüñÿ â òî÷êå O. Ïðèìå-
íÿÿ ôîðìóëó òîíêîé ëèíçû, ïîëó÷àåì 1 / F = 1 / x + 1 / f, 
ãäå f = d. Îòñþäà x = Ff / (f – F) = Fd / (d – F).

Ðèñ. 265 Ðèñ. 266

Ïóñòü d > R + F. Íà ðèñ. 266 èçîáðàæåí ñëó÷àé, àíà-
ëîãè÷íûé ðàçîáðàííîìó âûøå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî 
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x = Fd / (d – F). Îäíàêî ïðè d > R + F âîçìîæåí è äðóãîé 
âàðèàíò.

Ðèñ. 267

Â ñëó÷àå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 267, èçîáðàæå-
íèå èñòî÷íèêà ñâåòà S â ëèíçå ïîëó÷àåòñÿ â òî÷êå A. 
Â ñèëó ñèììåòðèè ëó÷, êîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíî øåë ïî 
ïóòè SDA, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò øàðà ïîéäåò ïî ïóòè 
ACS, à ëó÷, êîòîðûé ïðîõîäèë ïóòü SCA, îòðàçèâøèñü 
îò øàðà â òî÷êå A, ïðîéäåò ïóòåì ADS. Òàêèì îáðàçîì, 
â ýòîì ñëó÷àå èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà ñâåòà S â ñèñòåìå, 
ñîñòîÿùåé èç ëèíçû è øàðà, ñîâïàäàåò ñ èñòî÷íèêîì.

Èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà S â ëèíçå áóäåò íàõîäèòüñÿ 
â òî÷êå A, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå 1 / F = 1 / x + 1 / f, 
ãäå f = d – R. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî x = Ff / (f – F) = F(d – R)/
(d – R – F).

22. Ïðè àýðîôîòîñúåìêàõ èñïîëüçóåòñÿ ôîòîàïïàðàò, îáú-
åêòèâ êîòîðîãî èìååò ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå F = 8 ñì. 
Ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ïëåíêè Δ = 10–2 ìì. Íà êà-
êîé âûñîòå äîëæåí ëåòåòü ñàìîëåò, ÷òîáû íà ôîòîãðà-
ôèè ìîæíî áûëî ðàçëè÷èòü ëèñòüÿ äåðåâüåâ ðàçìåðîì 
l = 5 ñì? Ïðè êàêîé ñêîðîñòè ñàìîëåòà èçîáðàæåíèå 
íå áóäåò ðàçìûòûì, åñëè âðåìÿ ýêñïîçèöèè τ = 10–3 ñ?

Ð å ø å í è å
H — âûñîòà, íà êîòîðîé ëåòèò ñàìîëåò, f — ðàñ-

ñòîÿíèå îò ïëåíêè äî îáúåêòèâà. Ïî ôîðìóëå ëèí-
çû ïîëó÷àåì 1 / H + 1 / f = 1 / F. Òàê êàê f ��H, òî 
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H f f F f F1 1 1 1 ,<< ⇒ = ⇒ =  ò. å. èçîáðàæåíèå ïîëó÷à-
åòñÿ â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ 
ñîñåäíèìè ëèñòüÿìè ìîæíî âçÿòü ðàâíûì l. Íà ïëåí-
êå ýòî ðàññòîÿíèå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ íå ìåíüøå Δ (ñì. 
ðèñ. 268). Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ AOB è A1OB1 ïîëó-
÷àåì 400 м.l F H H FlΔ = ⇒ = Δ =

Ðèñ. 268

Èçîáðàæåíèå ñ÷èòàåòñÿ íåðàçìûòûì, åñëè çà âðåìÿ 
ýêñïîçèöèè îíî ñìåùàåòñÿ íå áîëüøå ÷åì íà Δ. Çà âðåìÿ 
ýêñïîçèöèè ñìåùåíèå ëþáîé òî÷êè ëèñòüåâ ðàâíî vτ, ãäå 
v — ñêîðîñòü ñàìîëåòà, òîãäà è ñìåùåíèå èçîáðàæåíèÿ 

ðàâíî ( )F
v

H
.τ  Èç óñëîâèÿ íåðàçìûòîñòè èçîáðàæåíèÿ ïî-

ëó÷àåì íåðàâåíñòâî

100 м/c 360 км/ч.
F H

v v
H F

Δτ ≤ Δ ⇒ ≤ = =
τ
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ÂÎËÍÛ. ÂÎËÍÎÂÀß 
È ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÎÏÒÈÊÀ

1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà 
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ

Âîëíîé íàçûâàþò êîëåáàíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ 
â ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïðè ðàñïðîñòðàíå-
íèè âîëíû íàáëþäàåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü êîëåáàíèé âî 
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå, ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ïåðåìåùå-
íèå îïðåäåëåííîãî ñîñòîÿíèÿ êîëåáëþùåéñÿ ñðåäû, íî 
íå ïåðåíîñ âåùåñòâà.

Âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ êîíå÷íîé 
ñêîðîñòüþ. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ 
â âàêóóìå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà c = 3  ⋅  108 ì/ñ.

Â ïîïåðå÷íîé âîëíå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëíû. 
Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïîïåðå÷íû.

Â ïðîäîëüíîé âîëíå êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ â íà-
ïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì âñåõ âîëí íåçàâèñèìî îò èõ 
ïðèðîäû ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè, ïîñòóïàþùåé îò 
èñòî÷íèêà êîëåáàíèé.

Äëèíîé âîëíû λ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè âîëíû, êîëåáëþùèìèñÿ â îäèíà-
êîâûõ ôàçàõ.

Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû v, åå äëèíà λ è ÷à-
ñòîòà ν ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

 v = λν.  (13.1)

Ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ ñîâåðøàþòñÿ êîëåáàíèÿ 
â îäèíàêîâûõ ôàçàõ, íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè ïîâåðõíî-
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ñòÿìè. Ëèíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âîëíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ ëó÷îì. Ëó÷ óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ò. å. íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì âîëíà 
ïåðåíîñèò ýíåðãèþ.

2. Óðàâíåíèå ïëîñêîé âîëíû

Åñëè âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü — ïëîñêîñòü, òî ãîâîðÿò 
î ïëîñêîé âîëíå. Ïóñòü ïëîñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ â íàïðàâëåíèè X, òîãäà åå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ 
â âèäå:
 s(x, t) = A cos (ω(t – x / v)), (13.2)

ãäå s — îòêëîíåíèå ÷àñòèö â âîëíå;
v — ñêîðîñòü âîëíû;
ω — åå êðóãîâàÿ ÷àñòîòà;
A — àìïëèòóäà êîëåáàíèé;
x — ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå âîëíîé îò èñòî÷íèêà êîëå-
áàíèé.

Â ôîðìóëå (13.2) ω(t – x / v) — ôàçà êîëåáàíèé. Ýòî 
âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

( )T v
t x t x t x t x t kx

v v v

2 2 2
,

πω π πω − = ω − = ω − = ω − = ω −
λ

ãäå k = 2π / λ — âîëíîâîå ÷èñëî. 
Óðàâíåíèå ïëîñêîé âîëíû ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

 s(x,t) = A cos (ωt – kx). (13.3)

Åñëè âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü — ñôåðà, òî âîëíà íàçûâà-
åòñÿ ñôåðè÷åñêîé. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà 
êîëåáàíèé ñôåðè÷åñêóþ âîëíó ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé.

3. Èíòåðôåðåíöèÿ âîëí. 
Èíòåðôåðåíöèÿ ñâåòà

Â ðÿäå ÿâëåíèé ìîæíî íàáëþäàòü ñëîæåíèå íåñêîëü-
êèõ âîëí. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçè-
öèè: ðåçóëüòèðóþùåå êîëåáàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 



ÅÃÝ. ÔÈÇÈÊÀ. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×. ÑÄÀÅÌ ÁÅÇ ÏÐÎÁËÅÌ

352

ñóììó êîëåáàíèé, âûçâàííûõ êàæäîé âîëíîé â îòäåëü-
íîñòè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè ñëîæåíèè âîëí â ïðîñòðàí-
ñòâå îáðàçóåòñÿ ïîñòîÿííîå âî âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå 
àìïëèòóä ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé. Ýòî ÿâëåíèå íà-
çûâàåòñÿ èíòåðôåðåíöèåé âîëí. Ïîñòîÿííîå âî âðåìåíè 
ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáàíèé íà-
çûâàåòñÿ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíîé.

Èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà âîçíèêàåò òîëüêî òîã-
äà, êîãäà ïðîèñõîäèò ñëîæåíèå êîãåðåíòíûõ âîëí, ò. å. 
âîëí, ïîëó÷åííûõ îò èñòî÷íèêîâ ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòî-
òàìè è èìåþùèìè ïîñòîÿííóþ ðàçíîñòü ôàç âî âðåìåíè.

Ðèñ. 269

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äâà êîãåðåíò-
íûõ èñòî÷íèêà âîëí S1 è S2, ó êîòîðûõ ðàçíîñòü ôàç 
Δφ = 0. Ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêîâ äî òî÷êè C, â êîòîðîé 
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîæåíèå âîëí, d1 è d2 (ñì. ðèñ. 269). 
Åñëè â òî÷êó C âîëíû ïðèõîäÿò â îäèíàêîâûõ ôàçàõ, òî 
îíè ïðè ñëîæåíèè óñèëÿò äðóã äðóãà, è â òî÷êå C áóäåò 
íàáëþäàòüñÿ èíòåðôåðåíöèîííûé ìàêñèìóì. Äëÿ ýòîãî 
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàçíîñòü õîäà âîëí Δd = |d1 – d2| áûëà 
ðàâíà öåëîìó ÷èñëó âîëí:

 Δd = kλ, (13.4)
ãäå k = 0, 1, 2, ...

Ôîðìóëà (13.4) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì èíòåðôåðåíöè-
îííûõ ìàêñèìóìîâ.
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Åñëè æå ðàçíîñòü õîäà ðàâíà íå÷åòíîìó ÷èñëó ïîëó-
âîëí, òî â òî÷êó C âîëíû ïðèäóò â ïðîòèâîïîëîæíûõ 
ôàçàõ, ÷òî ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû ðåçóëü-
òèðóþùèõ êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå èíòåðôå-
ðåíöèîííûõ ìèíèìóìîâ çàïèøåòñÿ â âèäå

 Δd = (2k + 1)λ / 2, (13.5)

ãäå k = 0, 1, 2, ...
Åñëè ðàçíîñòü õîäà âîëí Δd ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, îò-

ëè÷íûå îò òåõ, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïî ôîðìóëàì (13.4) 
è (13.5), òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàâíà íåêîòîðîìó ïðî-
ìåæóòî÷íîìó çíà÷åíèþ ìåæäó ìèíèìàëüíîé è ìàêñè-
ìàëüíîé àìïëèòóäàìè.

Õàðàêòåðíûì ïðèçíàêîì èíòåðôåðåíöèè ÿâëÿåòñÿ 
ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå: â íåêîòîðûå 
òî÷êè ýíåðãèÿ ìîæåò íå ïîñòóïàòü, à â èíòåðôåðåíöè-
îííûõ ìàêñèìóìàõ ýíåðãèÿ êîëåáàíèé áîëüøå ñóììû 
ýíåðãèé, ïåðåíîñèìîé êàæäîé âîëíîé.

Èíòåðôåðåíöèþ ìîæíî íàáëþäàòü äëÿ âîëí ëþáîé 
ïðèðîäû, â òîì ÷èñëå è äëÿ ñâåòîâûõ âîëí. Â îïòèêå 
òðóäíî ïîëó÷èòü íåçàâèñèìûå êîãåðåíòíûå èñòî÷íèêè 
ñâåòà, òàê êàê îáû÷íûå èñòî÷íèêè (íå ëàçåðû) èñïóñêà-
þò âîëíû ñ áûñòðî è ñëó÷àéíî èçìåíÿþùåéñÿ ôàçîé. 
Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû 
ñâåò îò îäíîãî èñòî÷íèêà ðàçäåëÿþò íà äâà ïó÷êà, à çà-
òåì ïðîèçâîäÿò èõ íàëîæåíèå äðóã íà äðóãà.

4. Äèôðàêöèÿ âîëí è ñâåòà. 
Äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà

Îòêëîíåíèå îò ïðÿìîëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, 
îãèáàíèå âîëíàìè ïðåïÿòñòâèé íàçûâàåòñÿ äèôðàêöè-
åé. Äèôðàêöèÿ âîëí íàáëþäàåòñÿ, êîãäà äëèíà âîëíû 
ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé èëè áîëüøå ðàçìåðîâ ïðåïÿòñò-
âèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. 
Äèôðàêöèþ ìîæíî íàáëþäàòü äëÿ âîëí ëþáîé ïðèðîäû, 
â òîì ÷èñëå è ñâåòîâûõ.
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Äèôðàêöèÿ âîëí îáúÿñíÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà 
Ãþéãåíñà — Ôðåíåëÿ: êàæäàÿ òî÷êà ñðåäû, äî êîòîðîé 
äîøëî âîëíîâîå âîçìóùåíèå, ñàìà ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íè-
êîì âòîðè÷íûõ âîëí, ïðè÷åì ïîâåðõíîñòü, êàñàòåëü-
íàÿ êî âñåì âòîðè÷íûì âîëíàì (âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü), 
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò 
èíòåðôåðåíöèè âòîðè÷íûõ âîëí.

Íà ÿâëåíèè äèôðàêöèè îñíîâàíî óñòðîéñòâî îïòè÷å-
ñêîãî ïðèáîðà — äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè. Îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà î÷åíü óçêèõ 
ïðîçðà÷íûõ ùåëåé, ðàçäåëåííûõ íåïðîçðà÷íûìè ïðîìå-
æóòêàìè. Ïåðèîä ðåøåòêè d — ýòî øèðèíà ïðîçðà÷íîé 
ùåëè è íåïðîçðà÷íîãî ïðîìåæóòêà.

Ðèñ. 270

Ïóñòü íà äèôðàêöèîííóþ ðåøåòêó ïàäàåò ïëîñêàÿ 
âîëíà äëèíîé λ. Òîãäà êàæäàÿ ùåëü ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íè-
êîì âòîðè÷íûõ ñôåðè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ 
ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Â òî÷êó P íà ýêðàíå Ý ïðè ïîìî-
ùè ëèíçû ñîáèðàþòñÿ âñå âòîðè÷íûå âîëíû, ðàñïðîñòðà-
íÿþùèåñÿ ïàðàëëåëüíî ïîä óãëîì φ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó 
íàïðàâëåíèþ (ñì. ðèñ. 270). Â òî÷êå P áóäåò íàáëþäàòüñÿ 
èíòåðôåðåíöèÿ ýòèõ âîëí. Èíòåðôåðåíöèîííûå ìàêñè-
ìóìû áóäóò â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàçíîñòü õîäà Δd = d sin φ 
ðàâíà öåëîìó ÷èñëó âîëí:
 d sin φ = kλ, (13.6)
ãäå k = 0, 1, 2, ...
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Ïðè k = 0 è φ = 0 â öåíòðå ýêðàíà ðàñïîëàãàåòñÿ öåíò-
ðàëüíûé ìàêñèìóì; ïðè k = 1 ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî 
öåíòðàëüíîãî ìàêñèìóìà íàõîäÿòñÿ äâà ìàêñèìóìà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà; ïðè k = 2 — äâà ìàêñèìóìà âòîðîãî ïîðÿä-
êà è ò. ä. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè 
äëèíû ñâåòîâîé âîëíû λ è ïåðèîäå äèôðàêöèîííîé ðå-
øåòêè d ïîðÿäîê ìàêñèìóìà ìîæåò ïðèíèìàòü îãðàíè-
÷åííûå çíà÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (13.6) ñëå-
äóåò, ÷òî k d k dsin 1 .ϕ = λ ≤ ⇒ ≤ λ

Ïðè ïàäåíèè áåëîãî ñâåòà íà äèôðàêöèîííóþ ðåøåò-
êó óñëîâèå (13.6) äëÿ ðàçíûõ äëèí âîëí áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ýêðàíà. Ïîýòîìó äèôðàêöè-
îííàÿ ðåøåòêà ðàñêëàäûâàåò áåëûé ñâåò â ñïåêòð.

5. Äèñïåðñèÿ è ïîëÿðèçàöèÿ ñâåòà

Âîëíîâûå ñâîéñòâà ñâåòà ïîäòâåðæäàþòñÿ òàêæå ÿâ-
ëåíèÿìè äèñïåðñèè è ïîëÿðèçàöèè.

Äèñïåðñèÿ ñâåòà — ýòî çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ îò äëèíû âîëíû ñâåòà.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâåò — ýòî ïîïåðå÷íàÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíàÿ âîëíà. Â åñòåñòâåííîì ñâåòå êîëåáàíèÿ âåêòîðà 
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E

�
 (êàê è âåêòîðà 

èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ïðîèñõîäÿò âî âñåâîçìîæ-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Â ïîëÿðèçîâàííîé ñâåòîâîé 
âîëíå êîëåáàíèÿ âåêòîðà E

�
 ïðîèñõîäÿò â îïðåäåëåííîé 

ïëîñêîñòè — ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè.

6. Êâàíòîâûå ñâîéñòâà ñâåòà

Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà ïðîÿâëÿþñòÿ åãî âîëíî-
âûå ñâîéñòâà. Ïðè èñïóñêàíèè è ïîãëîùåíèè ñâåòà ïðî-
ÿâëÿþòñÿ åãî êîðïóñêóëÿðíûå ñâîéñòâà. Îêàçàëîñü, ÷òî 
ñâåò (êàê ëþáîå äðóãîå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå) èñ-
ïóñêàåòñÿ è ïîãëîùàåòñÿ îïðåäåëåííûìè ïîðöèÿìè — 
êâàíòàìè. 
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Ýíåðãèÿ êàæäîé ïîðöèè

 W = hν, (13.7)

ãäå ν — ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ, h = 6,63  ⋅  10–34 Äæ  ⋅  ñ — ïî-
ñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ýòà ïîðöèÿ ñâåòà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 
÷àñòèöû ñ ìàññîé ïîêîÿ, ðàâíîé íóëþ, åå íàçûâàþò ôî-
òîíîì.

Ñîãëàñíî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìàññà ôîòîíà
 m = W / c2 = hν / c2, (13.8)
ãäå c = 3  ⋅  108 ì/ñ — ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.

Êàê è ëþáàÿ äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà, ôîòîí îáëàäàåò 
èìïóëüñîì
 p = mc = (hν / c2)c = hν / c = W / c = h / λ. (13.9)

Âåêòîð èìïóëüñà ôîòîíà íàïðàâëåí ïî ñâåòîâîìó 
ëó÷ó.

7. Çàêîíû ôîòîýôôåêòà. 
Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà

Êîðïóñêóëÿðíûå ñâîéñòâà ñâåòà ïîçâîëèëè îáúÿñíèòü 
ÿâëåíèå ôîòîýôôåêòà. Ôîòîýôôåêòîì íàçûâàþò âûðû-
âàíèå ýëåêòðîíîâ èç âåùåñòâà ïîä äåéñòâèåì ñâåòà. Ïðè 
èçó÷åíèè ôîòîýôôåêòà áûëè ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâ-
ëåíû äâà çàêîíà:

1. Êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, âûðûâàåìûõ ñâåòîì ñ ïî-
âåðõíîñòè ìåòàëëà çà 1 ñ, ïðîïîðöèîíàëüíî ïîãëîùàåìîé 
çà ýòî âðåìÿ ýíåðãèè ñâåòîâîé âîëíû (ñâåòîâîìó ïîòîêó).

2. Ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûðâàííûõ 
ñâåòîì ýëåêòðîíîâ ëèíåéíî âîçðàñòàåò ñ ÷àñòîòîé ñâåòà 
è íå çàâèñèò îò åãî èíòåíñèâíîñòè.

Ôîòîýôôåêò èçó÷àþò â çàìêíóòîé ýëåêòðè÷åñêîé 
öåïè, ñîäåðæàùåé ìåòàëëè÷åñêóþ ïëàñòèíêó Ê (êà-
òîä) — èñòî÷íèê ôîòîýëåêòðîíîâ è À (àíîä), íà êîòîðûé 
ïîäàþò ïîëîæèòåëüíûé îòíîñèòåëüíî êàòîäà ïîòåíöèàë 
(ñì. ðèñ. 271). Ãðàôèê çàâèñèìîñòè òîêà îò íàïðÿæåíèÿ 
ìåæäó êàòîäîì è àíîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ ñâåòîâûõ ïîòî-
êàõ Φ ïðèâåäåí íà ðèñ. 272 (Φ3 > Φ2 >Φ1).
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Ðèñ. 271

Ðèñ. 272

Ïðè u = 0 â öåïè ïðîòåêàåò íåêîòîðûé òîê, òàê êàê 
âûðâàííûå ïîä äåéñòâèåì ñâåòà èç êàòîäà ôîòîýëåê-
òðîíû ìîãóò èìåòü ñêîðîñòè, íàïðàâëåííûå â ñòîðîíó 
àíîäà. Ñ óâåëè÷åíèåì íàïðÿæåíèÿ ÷èñëî äîñòèãøèõ 
àíîäà ôîòîýëåêòðîíîâ óâåëè÷èâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî 
âîçðàñòàåò è òîê â öåïè. Îäíàêî ïðè çàäàííîì ñâåòîâîì 
ïîòîêå èç êàòîäà âûðûâàåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííîå êî-
ëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, ïîýòîìó, êîãäà âñå îíè äîñòèãàþò 
àíîäà, òîê áîëüøå íå óâåëè÷èâàåòñÿ (äîñòèãàåò íàñûùå-
íèÿ). Äëÿ ïðåêðàùåíèÿ ôîòîýôôåêòà íà àíîä è êàòîä 
ïîäàþò çàäåðæèâàþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ u3 < 0, 
òàê ÷òî

 
2

32 ,em v e u=  (13.10)

ãäå mev
2 / 2 — ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ôî-

òîýëåêòðîíîâ, e  — ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà.
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Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ôîòîýôôåêòà Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë 
óðàâíåíèå
 hν = Aâ + mev

2 / 2, (13.11)

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ ïîãëîùåííîãî ìåòàë-
ëîì ôîòîíà hν èäåò íà ñîâåðøåíèå ýëåêòðîíîì ðàáîòû 
âûõîäà Aâ è íà ñîîáùåíèå ýëåêòðîíó êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè mev

2 / 2.
Åñëè hν < Aâ, òî ôîòîýôôåêòà íå áóäåò. Ôîòîýôôåêò 

íàáëþäàåòñÿ ïðè óñëîâèè hν ≥ Aâ.
Íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà ñâåòà äëÿ äàííîãî ìåòàëëà, ïðè 

êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ôîòîýôôåêò, íàçûâàåòñÿ êðàñíîé 
ãðàíèöåé ôîòîýôôåêòà. Åå íàõîäÿò èç óñëîâèÿ

 кр в кр в .h A A hν = ⇒ ν =  (13.12)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèíà âîëíû λêð = c / νêð = ch / Aâ. Ôî-
òîýôôåêò íàáëþäàåòñÿ äëÿ ÷àñòîò ν ≥ νêð èëè äëÿ äëèí 
âîëí λ ≤ λêð.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ðàäèîëîêàòîð ðàáîòàåò íà äëèíå âîëíû λ = 15 ñì è èñ-
ïóñêàåò èìïóëüñû ñ ÷àñòîòîé ν = 4 êÃö. Äëèòåëüíîñòü 
êàæäîãî èìïóëüñà τ = 2 ìêñ. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ äàëü-
íîñòü îáíàðóæåíèÿ öåëè?

Ð å ø å í è å
Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ Å ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî èçëó÷åíèÿ îò âðåìåíè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 273.
Ðàäèîëîêàòîð èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû 

ñ ÷àñòîòîé
8

9
2

3 10  м/c
2 10 Гц

15 10  м/c

c
f −

⋅= = = ⋅
λ ⋅

è ïåðèîäîì
T = 1 / f = 0,5  ⋅  105 c = 0,5  ⋅  10–3 ìêñ.
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Ðèñ. 273

×èñëî êîëåáàíèé â îäíîì èìïóëüñå

3

2 мкс
4000.

0,5 10  мкс
N

T −
τ= = =

⋅
Ïåðèîä ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ

3
и 3

1 1
0,25 10  с = 250 мкс.

4 10  Гц
T −= = = ⋅

ν ⋅

Ïóñòü öåëü íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè L îò ðàäèîëî-
êàòîðà. Ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ ïðîõîäèò äî öåëè 
è îáðàòíî ðàññòîÿíèå 2L, ðàñïðîñòðàíÿÿñü ñî ñêîðîñòüþ 
ñâåòà c, çàòðà÷èâàÿ íà ýòî âðåìÿ t = 2L / c. Ïðè ýòîì 
îáðàòíî íà ðàäèîëîêàòîð ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ 
äîëæåí âåðíóòüñÿ äî òîãî, êàê áóäåò èçëó÷åí ñëåäóþùèé 
èìïóëüñ, ò. å.

н н н2 2 37,5 км.t T L c T L cT≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ =

2. Ñàìîëåò ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî íà âûñîòå H = 4 êì ñî 
ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Çâóê äîøåë äî íàáëþäàòå-
ëÿ ÷åðåç t = 10 ñ ïîñëå òîãî, êàê íàä íèì ïðîëåòåë ñà-
ìîëåò. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ñàìîëåòà, åñëè ñêîðîñòü 
çâóêà v0 = 340 ì/ñ (ñì. ðèñ. 274).

Ð å ø å í è å
B — òî÷êà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, A — 

òî÷êà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñàìîëåò â ìîìåíò âðåìå-
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íè t. Èç êàæäîé òî÷êè, êîòîðóþ ïðîëåòàåò ñàìîëåò, 
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ çâóêîâàÿ âîëíà. Åñëè 
ñëîæèòü âñå çâóêîâûå âîëíû äëÿ ìîìåíòà, êîãäà ñàìî-
ëåò íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, òî ïîëó÷èòñÿ âîëíîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â âèäå êîíóñà. Ïî ìåðå äâèæåíèÿ ñàìîëåòà ýòà 
ïîâåðõíîñòü (ôðîíò âîëíû) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ çâóêà v0. Ýòî è åñòü óäàðíàÿ çâóêîâàÿ âîëíà. Íà 
ðèñ. 274 OD AB,⊥  ïðè÷åì OD = v0t, AO = vt, OB = H è 

( )BD OB OD H v t BOD BAO
22 2 2

0 ;= − = − ∠ = ∠  êàê óãëû 
ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè. Ïîýòîìó 
ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BOD è BOA ïîäîáíû. Èç 
ïîäîáèÿ ñëåäóåò, ÷òî

( )

( )

220
0

0

22
0

648 м/c.

OA OB vt H

OD BD v t H v t

Hv
v

H v t

= ⇒ = ⇒
−

⇒ = =
−

Ðèñ. 274

3. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ïðèåìíèêà ñîñòîèò èç êàòóø-
êè è êîíäåíñàòîðà ñ ïëîùàäüþ ïëàñòèí S = 800 ñì2 
è ðàññòîÿíèåì d = 1 ìì ìåæäó íèìè; ïðîñòðàíñòâî 
ìåæäó ïëàñòèíàìè çàïîëíåíî ñëþäîé (äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε = 7). Íà êàêóþ äëèíó âîëíû íà-
ñòðîåí êîíòóð, åñëè èçâåñòíî îòíîøåíèå ìàêñèìàëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå ê ìàêñèìàëüíîìó 
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òîêó â êàòóøêå n = 100 Â/À? Àêòèâíûì ñîïðîòèâëå-
íèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ð å ø å í è å

×àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé â êîíòóðå ( )LC0 1 2 ,ν = π  
ãäå Ñ = εε0S / d — åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, à L — èíäóê-
òèâíîñòü êàòóøêè, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëî-
âèÿ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â êîíòóðå. Êîãäà íàïðÿæåíèå 
íà êîíäåíñàòîðå ìàêñèìàëüíî, ò. å. u = um, âñÿ ýíåð-
ãèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå êîíäåíñàòîðà: 
Wý = Cu2

m / 2.
Åñëè òîê ÷åðåç êàòóøêó ìàêñèìàëåí, ò. å. I = Im, òî 

âñÿ ýíåðãèÿ êîíòóðà ñîñðåäîòî÷åíà â ìàãíèòíîì ïîëå êà-
òóøêè: mW LI2

м 2.=
Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )m m m mW W Cu LI L C u I Cn
22 2 2

э м 2 2 .= ⇒ = ⇒ = =

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîíòóðà

( ) ( ) ( )LC C n Cn2 2
0 1 2 1 2 1 2 .ν = π = π = π

Êîíòóð íàñòðîåí íà äëèíó âîëíû λ ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî èçëó÷åíèÿ, ÷àñòîòà êîòîðîãî ν = ν0 (óñëîâèå ðåçîíàíñà). 
Òàê êàê ν = c / λ, ãäå c = 3  ⋅  108 ì/ñ — ñêîðîñòü ñâåòà, òî 
ïîëó÷àåì

( ) 01 2 2 2 933 м.c Cn cCn cn S dλ = π ⇒ λ = π = π εε =

4. Íàáëþäàòåëü óäàëÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v îò èñòî÷íèêà 
çâóêà ñ ÷àñòîòîé ν. Êàêîé ÷àñòîòû çâóê îí áóäåò âîñ-
ïðèíèìàòü, åñëè ñêîðîñòü çâóêà v0?

Ð å ø å í è å
Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäàòåëü ïðè-

íèìàåò çâóêîâóþ âîëíó â îïðåäåëåííîé ôàçå êîëåáàíèé 
(íàïðèìåð, åå ìàêñèìóì). Åñëè áû íàáëþäàòåëü áûë íå-
ïîäâèæåí, òî ñëåäóþùèé ìàêñèìóì êîëåáàíèé îí ïðè-
íÿë áû ÷åðåç âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó çâóêîâûõ êîëåáà-
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íèé T. Íî òàê êàê íàáëþäàòåëü óäàëÿåòñÿ îò èñòî÷íèêà, 
òî îí ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé ìàêñèìóì êîëåáàíèé ÷åðåç 
âðåìÿ τ > T íà ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íåîáõîäèìûé äëÿ 
òîãî, ÷òîáû âîëíà ïðîøëà ðàññòîÿíèå vτ, íà êîòîðîå ñìå-
ùàåòñÿ íàáëþäàòåëü. Ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè ðàâåí 
vτ / v0, ãäå v0 — ñêîðîñòü çâóêà. Èòàê,

 T v v T v v0 0 .τ − = τ ⇒ τ = + τ  (1)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîä çâóêîâûõ êîëåáàíèé, âîñïðè-
íèìàåìûõ íàáëþäàòåëåì, ðàâåí τ, à èõ ÷àñòîòà ν′, ïðè-
÷åì τ = 1 / ν′. Ïåðèîä èçëó÷àåìûõ èñòî÷íèêîì êîëåáàíèé 
T = 1 / ν. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó (1), ïîëó÷àåì 

v v

v v0 0

1 1 1 1 1
1 .

⎛ ⎞
= + ⇒ = −⎜ ⎟ν ν ν ν ν′ ′ ′ ⎝ ⎠

Â èòîãå ν′ = ν(1 – v / v0). (2)

Èç ôîðìóëû (2) âèäíî, ÷òî íàáëþäàòåëü ïðèíèìà-
åò çâóê áîëåå íèçêîé ÷àñòîòû. Åñëè íàáëþäàòåëü äâè-
æåòñÿ ê èñòî÷íèêó, òî îí áóäåò ïðèíèìàòü çâóê áîëåå 
âûñîêîé ÷àñòîòû. Ðàññìîòðåííîå âûøå ñïðàâåäëèâî è â 
òîì ñëó÷àå, êîãäà íåïîäâèæåí íàáëþäàòåëü, à äâèæåòñÿ 
èñòî÷íèê.

Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Äîïëåðà. Ýôôåêò 
Äîïëåðà ìîæíî íàáëþäàòü è äëÿ âîëí äðóãîé ôèçè÷å-
ñêîé ïðèðîäû, íàïðèìåð äëÿ âîëí îïòè÷åñêîãî äèàïà-
çîíà.

5. Âäîëü îñè X ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ 
íàïðàâëåíèÿõ äâå ïëîñêèå âîëíû ñ îäèíàêîâîé ÷àñòî-
òîé ω è àìïëèòóäîé A. ×òî ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå 
ñëîæåíèÿ ýòèõ âîëí?

Ð å ø å í è å
Óðàâíåíèå îäíîé èç âîëí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

s1(x,t) = A cos (ωt – kx),
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òîãäà óðàâíåíèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàâñòðå÷ó:

s2(x,t) = A cos (ωt + kx),

ãäå k = 2π / λ — âîëíîâîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ 
ïîëó÷àåì

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2, cos cos

cos cos

2 cos cos
2 2

2 cos cos .

s x t s s A t kx A t kx

A t kx A t kx

t kx t kx t kx t kx
A

A t kx

= + = ω − + ω + =

= ω − + ω + =

ω − + ω + ω − − ω +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= ω

Êàê âèäíî, ïîñëå ñëîæåíèÿ îáðàçóåòñÿ âîëíà s(x,t) 
ñ àìïëèòóäîé êîëåáàíèé, ðàâíîé 2A. Îòìåòèì òàêæå, 
÷òî cos kx = 0 ïðè

( )kx n n2 1 ,
2 2

π π= + π = +

ãäå n = 0,1,2, ... (n < 0 íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó çàäà÷è). 

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êàõ âîëíû ( )nx n
k

2 1
2

π= +  îòêëîíå-

íèå s(x,t) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ k
2

,
π=

λ
 ïîëó÷àåì ( )nx n2 1 .

4

λ= +  

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè 
âîëíû, â êîòîðûõ îòêëîíåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü,

( )( ) ( )n nx x n n1 2 1 1 2 1 .
4 4 2+
λ λ λ− = + + − + =

Âîëíó, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì

s(x,t) = 2A cos ωt cos kx,

íàçûâàþò ñòîÿ÷åé âîëíîé, à åå íåïîäâèæíûå òî÷êè xn 
íàçûâàþò óçëàìè âîëíû. Âñå òî÷êè âîëíû, ðàñïîëîæåí-
íûå ìåæäó äâóìÿ óçëàìè, êîëåáëþòñÿ â îäèíàêîâûõ ôà-
çàõ; ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óçåë ôàçà êîëåáàíèé òî÷åê èçìå-
íÿåòñÿ íà π. Ñòîÿ÷àÿ âîëíà íå ïåðåíîñèò ýíåðãèþ.
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Íà ðèñ. 275 ïðåäñòàâëåíà ñòîÿ÷àÿ âîëíà äëÿ òðåõ ðàç-
ëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1, t2, t3.

Ðèñ. 275

6. Ïðèåìíèê ðàäèîñèãíàëîâ, ñëåäÿùèé çà ïîÿâëåíèåì 
ñïóòíèêà Çåìëè èç-çà ãîðèçîíòà, ðàñïîëîæåí íà áå-
ðåãó îçåðà íà âûñîòå H = 3 ì íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû. 
Ïî ìåðå ïîäíÿòèÿ ñïóòíèêà íàä ãîðèçîíòîì íàáëþ-
äàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðè-
íèìàåìîãî ñèãíàëà. Îïðåäåëèòü ÷àñòîòó ðàäèîñèãíàëà 
ñïóòíèêà, åñëè ìàêñèìóìû èíòåíñèâíîñòè íàáëþäà-
ëèñü ïðè óãëàõ âîçâûøåíèÿ ñïóòíèêà íàä ãîðèçîíòîì 
α1 = 3° è α2 = 6°.

Ð å ø å í è å
Òàê êàê ñïóòíèê íàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè 

îò ïðèåìíèêà, òî ïðèíèìàåìûé îò íåãî ðàäèîñèãíàë 
ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé âîëíîé (BC — âîëíîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü) (ñì. ðèñ. 276). Â ïðèåìíèê P ïîïàäàåò ëó÷ 1, èäó-
ùèé íåïîñðåäñòâåííî îò ñïóòíèêà, è ëó÷ 2, îòðàçèâøèé-
ñÿ îò ïîâåðõíîñòè îçåðà, ïðè÷åì â òî÷êå C âûïîëíÿåòñÿ 
çàêîí îòðàæåíèÿ. Ïîýòîìó ACP MCK∠ = ∠ = α  (α — óãîë 
âîçâûøåíèÿ ñïóòíèêà íàä ãîðèçîíòîì).

Ïðîâîäèì PF AC,�  òîãäà CPF ACP∠ = ∠ = α  è BPF∠ =
MCK= ∠ = α  êàê óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè 

ñòîðîíàìè. Èòàê, BPC 2 .∠ = α
Ðàçíîñòü õîäà ëó÷åé ðàâíà CP – BP. Èç ΔACP 

CP = H / sin α, à èç ΔBCP BP = CP cos 2α = (H / sin α) cos 2α. 
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Ðèñ. 276

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )
2

cos2 1 cos2
sin sin sin

2sin 2 sin .
sin

H H H
CP BP

H
H

− = − α = − α =
α α α

= ⋅ α = α
α

Ïîñêîëüêó óãîë α ìàë, sin α = α, òîãäà CP – BP = 2Hα.
Ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà íà-

áëþäàåòñÿ, åñëè ðàçíîñòü õîäà ðàâíà öåëîìó ÷èñëó âîë-
íû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óãëîâ α1 è α2 ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèÿ: 2Hα1 = kλ, 2Hα2 = (k + 1)λ, ãäå k — öåëîå ÷èñëî. Ïî-
ñëå âû÷èòàíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç âòîðîãî ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )k k H H2 1 2 11 2 2 .+ λ − λ = α − α ⇒ λ = α − α

×àñòîòà ðàäèîñèãíàëà 
ν = c / λ = c / (2H(α1 – α2)), 

ãäå c = 3  ⋅  108 ì/ñ — ñêîðîñòü ñâåòà, α1 = 3° = π / 60 ðàä, 
à α2 = 6° = π / 30 ðàä. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ν = 109 Ãö.

7. Äâà òî÷å÷íûõ êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêà ñâåòà S1 è S2 
ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà. Íà ðàñ-
ñòîÿíèè L � d îò èñòî÷íèêîâ ïîìåùåí ýêðàí. Íàéòè 
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè èíòåðôåðåíöèîííûìè 
ïîëîñàìè âáëèçè ñåðåäèíû ýêðàíà, åñëè èñòî÷íèêè 
èçëó÷àþò ñâåò ñ äëèíîé âîëíû λ (ñì. ðèñ. 277).

1
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Ðèñ. 277

Ð å ø å í è å
Ïóñòü A — òî÷êà, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ èíòåðôåðåí-

öèîííûé ìàêñèìóì, ðàñïîëîæåíà íà ðàññòîÿíèè h îò ñå-
ðåäèíû ýêðàíà O. Ðàçíîñòü õîäà ñâåòîâûõ âîëí, èçëó÷à-
åìûõ èñòî÷íèêàìè, ðàâíà S2A – S1A. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî 
ΔS1AB:

S1A2 = S1B2 + AB2 = L2 + (h – d / 2)2 = L2(1 + (h – d / 2)2 / L2);

( )( )S A L h d L
2

1 1 2 .= + −

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è d ��L è h ��L, ïîýòîìó 
(h – d / 2) / L ��1. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ( )x x x1 1 1 1 2 ,<< + = +  
ïîýòîìó

( )h dh d
S A L L

L L

22

1

221 1
1 .

2 2

⎛ ⎞ −−⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî ΔS2AC: 

S2A2 = S2C2 + AC2 = L2 + (h + d / 2)2

èëè ( )( )( ) ( )( )S A L h d L S A L h d L
2 22 2

2 21 2 1 2 .= + + ⇒ = + +



ÐÀÇÄÅË 13

367

Òàê êàê (h + d / 2)2 / L ��1, òî 

( )h dh d
S A L L

L L

22

2

221 1
1 .

2 2

⎛ ⎞ ++⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü õîäà

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 1

2 2

2 21 1

2 2

2 2
.

2

h d h d
S A S A

L L

h d h d hd

L L

+ −
− = − =

+ − −
= =

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê A — òî÷êà èíòåðôåðåí-
öèîííîãî ìàêñèìóìà, òî S2A – S1A = kλ, ãäå k = 0, 1, 2. 
Ñëåäîâàòåëüíî, kλ = hd / L. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èí-
òåðôåðåíöèîííûå ìàêñèìóìû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ýêðà-
íå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ëèíèè O1O íà ðàññòîÿíè-
ÿõ h = hk = kλL / d. Ìàêñèìóì, ñîîòâåòñòâóþùèé öåëîìó 
÷èñëó k, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì ïîðÿäêà k. Ìàêñè-
ìóì ïîðÿäêà (k + 1) áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 
hk+1 = (k + 1) L / d îò ñåðåäèíû ýêðàíà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó 
ìàêñèìóìàìè

hk+1 – hk = (k + 1)λL / d – kλL / d = λL / d.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ìàêñèìóìàìè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå îòíîøåíèå 
L / d.

8. Äâà ïëîñêèõ çåðêàëà îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé óãîë, 
áëèçêèé ê 180°. Íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ l îò çåðêàë 
ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ñâåòà S. Îïðåäåëèòü ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ñîñåäíèìè èíòåðôåðåíöèîííûìè ïîëîñà-
ìè íà ýêðàíå, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè L � l îò 
ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ çåðêàë. Äëèíà ñâåòîâîé âîëíû λ. 
Íåïðîçðà÷íûé ýêðàí Ý1 ïðåïÿòñòâóåò ïðÿìîìó ïîïà-
äàíèþ ñâåòà íà ýêðàí Ý (ñì. ðèñ. 278). Óãîë α çàäàí.
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Ðèñ. 278

Ð å ø å í è å
Ïîñëå îòðàæåíèå ñâåòà îò ïëîñêèõ çåðêàë îáðàçóþòñÿ 

êîãåðåíòíûå âîëíû, êîòîðûå íà ýêðàíå Ý ñîçäàþò èíòåð-
ôåðåíöèîííóþ êàðòèíó. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èñòî÷íèêà-
ìè ýòèõ êîãåðåíòíûõ âîëí ÿâëÿþòñÿ ìíèìûå èçîáðàæå-
íèÿ S1 è S2 èñòî÷íèêà S â ïëîñêèõ çåðêàëàõ. Â ðàâíîáåä-
ðåííîì ΔS1S2S:

S1S = S2S = 2l è S SO S SO1 2 ,∠ = ∠ = α

ïðè÷åì óãîë α ìàë, òàê êàê óãîë ìåæäó çåðêàëàìè áëè-
çîê ê 180°. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíèìûìè èñòî÷íèêàìè

d = S1S2 = 2S1F = 2S1S sin α = 2  ⋅  2l sin α = 4lα.

Òàê êàê L � l, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå îò 
èñòî÷íèêîâ S1, è S2 äî ýêðàíà Ý ðàâíî L. Òîãäà, èñïîëü-
çóÿ ðåçóëüòàòû çàäàíèÿ 7, íàéäåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó 
èíòåðôåðåíöèîííûìè ïîëîñàìè ðàâíî λL / d = λL / (4αl).

9. Ñîáèðàþùàÿ ëèíçà ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 10 ñì 
ðàçðåçàíà ïîïîëàì âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, 
è ïîëîâèíêè ðàçäâèíóòû íà ðàññòîÿíèå L = 0,5 ìì. 
Îöåíèòü ÷èñëî èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íà ýêðàíå, 
ðàñïîëîæåííîì çà ëèíçîé íà ðàññòîÿíèè b = 60 ñì, 
åñëè ïåðåä ëèíçîé íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ìî-
íîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà ñ äëèíîé âîëíû λ = 500 íì 
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óäàëåííûé îò íåå íà a = 15 ñì. Ó÷àñòîê O1O2 çàêðûò 
íåïðîçðà÷íûì ýêðàíîì (ñì. ðèñ. 279).

Ðèñ. 279

Ð å ø å í è å
Ïîñëå òîãî êàê ëèíçó ðàçðåçàëè, îáðàçîâàëèñü äâå 

ëèíçû Ë1 è Ë2 ñ îïòè÷åñêèìè öåíòðàìè O1 è O2 è ôîêó-
ñàìè F1 è F2. Òàê êàê ðàäèóñû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòåé 
íå èçìåíèëèñü, òî ôîêóñíûå ðàññòîÿíèÿ îáðàçîâàâøèõñÿ 
ëèíç ðàâíû ôîêóñíîìó ðàññòîÿíèþ íåðàçðåçàííîé ëèí-
çû F.

Ñâåò îò èñòî÷íèêà S ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà êîãåðåíòíûõ 
ïó÷êà: ÷åðåç ëèíçó Ë1 ïðîõîäèò ïó÷îê, îãðàíè÷åííûé 
ëó÷àìè SO1 è SD, à ÷åðåç ëèíçó Ë2 ïðîõîäèò ñâåòîâîé 
ïó÷îê, îãðàíè÷åííûé ëó÷àìè SO2 è SM. Âñå ëó÷è âåðõ-
íåãî ïó÷êà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S1, ÿâëÿþùåéñÿ èçî-
áðàæåíèåì èñòî÷íèêà S â ëèíçå Ë1. Ñâåòîâîé ïó÷îê, 
ïðîøåäøèé ÷åðåç ëèíçó Ë1, ïàäàåò íà ýêðàí ìåæäó òî÷-
êàìè A è C.

Âñå ëó÷è íèæíåãî ïó÷êà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S2, 
ÿâëÿþùåéñÿ èçîáðàæåíèåì èñòî÷íèêà S â ëèíçå Ë2. Íà 
ýêðàí ýòîò ñâåòîâîé ïó÷îê ïîïàäàåò ìåæäó òî÷êàìè B è 
P. Òàêèì îáðàçîì, íà ýêðàíå êîãåðåíòíûå ïó÷êè ïåðå-
êðûâàþòñÿ ìåæäó òî÷êàìè A è B. Íà ýòîé ÷àñòè ýêðàíà 
ìîæíî íàáëþäàòü èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó. Ìîæíî 
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òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåðôåðèðóþùèå ïó÷êè ñîçäàíû 
èñòî÷íèêàìè S1 è S2.

Ïóñòü f — ðàññòîÿíèå îò ëèíç äî èçîáðàæåíèé S1 
è S2. Ïî ôîðìóëå òîíêîé ëèíçû 

( )1 1 1 30 см.F a f f Fa a F= + ⇒ = − =

Ðàññòîÿíèå ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè S1 è S2 îáîçíà÷èì 
÷åðåç d, òîãäà èç ïîäîáèÿ ΔSO1O2 è ΔSS1S2 ïîëó÷èì

( )1 2

1 2

1 0,15 см.
l a fO O SO l a f

d l
S S SN d a f a a

+ ⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ = = + =⎜ ⎟⎝ ⎠+

Ðàññòîÿíèå îò S1 è S2 äî ýêðàíà Ý: L = b – f = 30 ñì. 
Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû çàäàíèÿ 7, ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåðôåðåíöèîííûìè 
ìàêñèìóìàìè:

λL / d = 30λ / 0,15 = 200λ = 10–4 ñì = 10–2 ñì.

Ðàçìåð AB èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû íà ýêðàíå 
ìîæíî íàéòè èç ïîäîáèÿ ΔSO1O2 è ΔSAB:

( )1 2 1 2 1 0,25 см.
l a bO O O O SKSO b

AB l
AB SK SO a a

+⋅ ⎛ ⎞= ⇒ = = = + =⎜ ⎟⎝ ⎠

×èñëî èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íà ýêðàíå ðàâíî 
ðàçìåðó èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû AB, äåëåííîé íà 
ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàêñèìóìàìè, ò. å. 

N = 0,25 ñì / 10–2 ñì = 25.

10. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà S ðàñïîëîæåí â ôîêó-
ñå ëèíçû, çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ áèïðèçìà ñ óãëîì 
α = 0,01 ðàä (ñì. ðèñ. 280). Íà êàêîì ðàññòîÿíèè L îò 
áèïðèçìû ìîæíî íàáëþäàòü íàèáîëüøåå ÷èñëî èí-
òåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ? Ñêîëüêî ïîëîñ â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî óâèäåòü íà ýêðàíå? ×åìó ðàâíà øèðèíà 
ïîëîñ? Êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà áèïðèçìû 
n = 1,5, äëèíà âîëíû ñâåòà λ = 0,5 ìêì, äèàìåòð ëèíçû 
D = 6 ñì.
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Ðèñ. 280

Ð å ø å í è å
Ïîñêîëüêó èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â ôîêóñå ëèíçû, 

íà áèïðèçìó ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà. Ñâîéñò-
âà áèïðèçìû ñ ìàëûì óãëîì α áûëè ðàññìîòðåíû â çà-
äàíèè 8 ðàçäåëà 12. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàëëåëüíûé 
ïó÷îê ñâåòà ðàçáèâàåòñÿ áèïðèçìîé íà äâà ïàðàëëåëü-
íûõ ïó÷êà, êîòîðûå îòêëîíåíû îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ íà óãîë β = (n – 1)α. Íàèáîëüøåå ÷èñëî èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ ïîëîñ ìîæíî íàáëþäàòü â òîì ìåñòå, ãäå 
ñàìàÿ áîëüøàÿ ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðôåðèðóþùèõ 
ïó÷êîâ (êàê âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ, ýòî áóäåò ìåæäó òî÷-
êàìè A è B). Íà ýêðàíå Ý, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êè A è 
B, ìîæíî íàáëþäàòü èíòåðôåðåíöèîííóþ êàðòèíó.

Èç ΔCEM: CE = ME / (tg β) = D / (2tg β).

Îòìåòèì, ÷òî CE = KE + CK = CK, òàê êàê KE ��CK. ×å-
òûðåõóãîëüíèê ACBK — ðîìá, ïîýòîìó

CO = KO ⇒ CK = 2KO = CE ⇒
⇒ KO = CK / 2 = CE / 2 = D / (4tg β) = L.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óãîë β ìàë è tg β = β, íàõîäèì

L = D / (4β) = D / (4α(n – 1)) = 300 ñì = 3 ì.

Ïðåíåáðåãàÿ KE, ïîëó÷èì 

2 2 2 3 см.AO ME AB MN D= ⇒ = = =  
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Ýòî è åñòü ðàçìåð èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû. Ïðè 
ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü õîäà ëó÷åé äâóõ ïó÷êîâ 
ðàâíà MA – KA. Âûðàçèì ýòó ðàçíîñòü.

Èç ΔAPM: MA = L / cos β.
Èç ΔKEM: KE = (D / 2)tg α; KO = EO – KE = L – (D / 2)tg α.
Èç ΔAOK: KA = KO / cos β = (L – (D / 2) tg α) / cos β.
Èòàê,

( ) ( )2 tg 2 tg

cos cos cos

tg
0,03 cм.

2cos 2

L D DL
MA KA

D D

− α α
− = − = =

β β β

α α= = =
β

(Ïðè ìàëûõ óãëàõ α è β tg α = α, cos β = 1.)
Ðàçíîñòü õîäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâóì ñîñåäíèì ìàê-

ñèìóìàì, ðàâíà äëèíå âîëíû λ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 
èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ, îáðàçóþùèõñÿ íà ýêðàíå, 

4
2

6

3 10  м
6 10 .

0,5 10  м

MA KA
N

−

−
− ⋅= = = ⋅
λ ⋅

Òàê êàê âñÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà çàíèìàåò 
3 ñì, òî øèðèíà îäíîé ïîëîñû 

3 ñì / (6  ⋅  102) = 0,5  ⋅  10–2 ñì = 0,5  ⋅  10–4 ì = 50 ìêì.

11. Îò òî÷å÷íîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà A îòî-
äâèãàþò òî÷å÷íûé ìîíîõðîìàòè÷åñêèé èñòî÷íèê 
B (èñòî÷íèêè êîãåðåíòíû è ñèíôàçíû) äî òåõ ïîð, ïî-
êà â òî÷êå O, ãäå íàáëþäàåòñÿ èíòåðôåðåíöèÿ, íå íà-
ñòóïàåò ïîòåìíåíèå. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó A è 
B d = 2 ìì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó èñòî÷íèêîì è ýêðàíîì 
L = 9 ì. Íà ñêîëüêî íóæíî ïåðåäâèíóòü ýêðàí, ÷òîáû 
â òî÷êå O1 âîçíèêëî ïîòåìíåíèå (ñì. ðèñ. 281)?
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Ðèñ. 281

Ð å ø å í è å
Ïðè óäàëåíèè èñòî÷íèêà B ïåðâîå ïîòåìíåíèå â òî÷-

êå O âîçíèêàåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçíîñòü õîäà âîëí îò 
èñòî÷íèêîâ B è A ðàâíà ïîëîâèíå äëèíû âîëíû, ò. å. 
BO – AO = λ / 2 èëè

 

( )
( )

2 2 2 2 2

2

2 1 2

1 1 2.

L d L L d L L

L d L

+ − = λ ⇒ + − = λ ⇒

⎛ ⎞⇒ + − = λ⎜ ⎟⎝ ⎠  
(1)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x x x1 1 1 2.<< + = +  
Â íàøåé çàäà÷å d / L ��1, ïîýòîìó 

( ) ( )2 2
1 1 2,d L d L+ = +

è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó: 

d L d L2 22 2 .= λ ⇒ = λ

Åñëè ýêðàí ïðèáëèçèòü ê èñòî÷íèêàì íà ðàññòî-
ÿíèå x, òî ìèíèìóì â òî÷êå O1 áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ðàçíîñòè õîäà 3λ / 2, ò. å. BO1 – AO1 = 3λ / 2 èëè 

( ) ( )L x d L x
2 2 3 2.− + − − = λ  Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )( )L x d L x
2

1 1 3 2.⎛ ⎞− + − − = λ⎜ ⎟⎝ ⎠
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå d / (L – x) ��1, ïðèõî-
äèì ê óðàâíåíèþ

( )( ) ( )d L x d L x2 22 3 2 3 .− = λ ⇒ = − λ

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ d2, ïîëó÷àåì

( )3 2 3 6 м.L L x x Lλ = − λ ⇒ = =

12. Ïåðèîä äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè d = 4 ìêì. Äèôðàê-
öèîííàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíçû Ë 
ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 40 ñì. Îïðåäåëèòü äëèíó 
λ ñâåòîâîé âîëíû ïàäàþùåãî íîðìàëüíî íà ðåøåòêó 
ñâåòà, åñëè ïåðâûé ìàêñèìóì ïîëó÷àåòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè b = 5 ñì îò öåíòðàëüíîãî (ñì. ðèñ. 282).

Ðèñ. 282

Ð å ø å í è å
Ïóñòü íàïðàâëåíèå íà ïåðâûé ìàêñèìóì õàðàêòåðè-

çóåòñÿ óãëîì φ, òîãäà ïî ôîðìóëå äèôðàêöèîííîé ðåøåò-
êè d sin φ = kλ = λ, òàê êàê k = 1.

Èç ΔOAF: tg φ = AF / OF = b / F. Ïðè ìàëûõ φ 
tg φ = sin φ = b / F, ïîýòîìó λ = db / F = 0,5 ìêì.

13. Äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà ñîäåðæèò 400 øòðèõîâ íà 
1 ìì. Íîðìàëüíî íà ðåøåòêó ïàäàåò ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèé êðàñíûé ñâåò ñ äëèíîé âîëíû λ = 650 íì. Ïîä 
êàêèì óãëîì âèäåí ïåðâûé ìàêñèìóì? Ñêîëüêî âñåãî 
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ìàêñèìóìîâ äàåò ýòà ðåøåòêà? Êàêîâ ìàêñèìàëüíûé 
óãîë îòêëîíåíèÿ ëó÷åé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäíåìó 
äèôðàêöèîííîìó ìàêñèìóìó?

Ð å ø å í è å
Íà 1 ì ðåøåòêè ïðèõîäèòñÿ N = 400  ⋅  103 = 4  ⋅  105 øòðè-

õîâ. Ïåðèîä äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè d = 1 / N = 2,5  ⋅  10–6 ì. 
Èç ôîðìóëû äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè d sin φ = kλ ïðè k = 1 
íàõîäèì óãîë φ1, ïîä êîòîðûì âèäåí ïåðâûé ìàêñèìóì: 

d1 1sin 0,26 15 .ϕ = λ = ⇒ ϕ = °
Â ïóíêòå 4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîìîùè äèôðàê-

öèîííîé ðåøåòêè ìîæíî íàáëþäàòü ìàêñèìóìû ïîðÿäêà 
k ≤ d / λ = 3,8. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî k — öåëîå ÷èñëî, ïîëó÷à-
åì kmax = 3. Èòàê, äàííàÿ äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà áóäåò 
äàâàòü öåíòðàëüíûé ìàêñèìóì, ñîîòâåòñòâóþùèé k = 0, 
è ïî äâà ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûõ ìàêñèìóìà ïåðâî-
ãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ. Âñåãî ïîëó÷àåì 7 ìàê-
ñèìóìîâ.

Ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ëó÷åé ñîîòâåòñòâóåò 
ìàêñèìóìó òðåòüåãî ïîðÿäêà:

d dmax max maxsin 3 sin 3 0,78 51,3 .ϕ = λ ⇒ ϕ = λ = ⇒ ϕ = °

14. Êðàñíàÿ ãðàíèöà ôîòîýôôåêòà ó ëèòèÿ λêð = 5,2  ⋅  10–7 ì. 
Êàêóþ çàäåðæèâàþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íóæíî 
ïðèëîæèòü ê ôîòîýëåìåíòó, ÷òîáû çàäåðæàòü ýëåê-
òðîíû, èçëó÷àåìûå ëèòèåì ïîä äåéñòâèåì óëüòðàôè-
îëåòîâûõ ëó÷åé ñ äëèíîé âîëíû λ = 2  ⋅  10–7 ì?

Ð å ø å í è å
Ïî çàäàííîé êðàñíîé ãðàíèöå ôîòîýôôåêòà ëåãêî 

îïðåäåëèòü ðàáîòó âûõîäà ëèòèÿ

 кр в кр в.h A hc Aν = ⇒ λ =  (1)

Â ñëó÷àå êîãäà ëèòèé îñâåùàåòñÿ óëüòðàôèîëåòî-
âûì ñâåòîì, êâàíòû êîòîðîãî îáëàäàþò áîëüøåé ýíåðãè-
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åé, âûðâàâøèåñÿ ôîòîýëåêòðîíû îáëàäàþò ñêîðîñòüþ v, 
à çíà÷èò è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, ðàâíîé mev

2 / 2, ãäå 
me — ìàññà ýëåêòðîíà.

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ôîòîýôôåêòà çàïèøåòñÿ 
â âèäå

 hc / λ = Aâ + mev
2 / 2. (2)

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäåðæàòü ýëåêòðîíû, ïðèêëàäûâàþò 
çàäåðæèâàþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ u3, ïðè÷åì

 em v e u2
32 ,=  (3)

ãäå e  — ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ðàáîòû âûõîäà èç (1) 

è ìàêñèìàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èç (3) â óðàâíå-
íèå (2) ïîëó÷èì

( ) ( )кр 3 3 кр кр 3,8 B.hc hc e u u hc eλ = λ + ⇒ = λ − λ λλ =

15. Íà ðèñ. 283 ïðåäñòàâëåíà âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà âàêóóìíîãî ôîòîýëåìåíòà. Êàòîä îñâåùàåòñÿ 
ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû λ = 3,3  ⋅  10–7 ì.
Íàéòè êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ N, âûðûâàåìûõ ñâåòîì 

â åäèíèöó âðåìåíè, à òàêæå ðàáîòó âûõîäà èç êàòîäà.

Ðèñ. 283

Ð å ø å í è å
Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêà, òîê íàñûùåíèÿ Ií = 200 ìÀ 

è îí ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî âñå N ýëåêòðîíîâ, âûðûâà-
åìûå èç êàòîäà çà Δt = 1 ñ, äîñòèãàþò àíîäà. Çàðÿä âñåõ 
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ýëåêòðîíîâ q N e ,=  ãäå e 191,6 10−= ⋅ Êë — çàðÿä ýëåê-
òðîíà.

Òîãäà I q t N e N I e 18
н н 1,25 10 .= Δ = ⇒ = = ⋅

Èç ðèñóíêà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ôîòîòîê ïðåêðàùà-
åòñÿ ïðè u = –2 Â, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî è åñòü çàäåðæèâà-
þùàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ìàêñè-
ìàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíà ðàâåíñòâîì 

em v e u2
32 .=  Èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

2
в 3

19
в 3

2

2,8 10  Дж 1,75 эВ.

eh m v A hc e u

A hc e u −

ν = + ⇒ ν = ⇒

⇒ = λ − = ⋅ =

16. Èçëó÷åíèå àðãîíîâîãî ëàçåðà ñ äëèíîé âîëíû λ = 500 íì 
ñôîêóñèðîâàíî íà ïëîñêîì ôîòîêàòîäå â ïÿòíî äèàìå-
òðîì d = 0,1 ìì. Ðàáîòà âûõîäà ôîòîêàòîäà Aâ = 2 ýÂ. 
Íà ïëîñêèé àíîä, ðàñïîëîæåííûé íà ðàññòîÿíèè 
L = 30 ìì îò êàòîäà, ïîäàíî óñêîðÿþùåå íàïðÿæåíèå 
u = 4 êÂ. Íàéòè äèàìåòð ïÿòíà ôîòîýëåêòðîíîâ íà 
àíîäå. Àíîä A ðàñïîëîæåí ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè 
êàòîäà Ê.

Ð å ø å í è å
Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ôîòîýôôåêòà, 

ìîæíî îïðåäåëèòü v0 — ñêîðîñòü ôîòîýëåêòðîíîâ, âûëå-
òåâøèõ èç êàòîäà:

( )2
в 0 0 в2 2 ,e ehc A m v v hc A mλ = + ⇒ = λ −

ïðè÷åì âåêòîð ñêîðîñòè ýëåêòðîíà v0

�
 íàïðàâëåí ïðîèç-

âîëüíî â ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 284).
Ìåæäó àíîäîì è êàòîäîì ñóùåñòâóåò îäíîðîäíîå 

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E = u / L, íàïðàâ-
ëåííîå îò àíîäà ê êàòîäó. Ýòî ïîëå äåéñòâóåò íà ýëåê-
òðîí ñ ñèëîé, ðàâíîé ïî ìîäóëþ e E  è íàïðàâëåííîé 
â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ âåêòîðó E

�
 ( e  — ìîäóëü 
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çàðÿäà ýëåêòðîíà). Ââåäåì îñè êîîðäèíàò X è Y, íà-
ïðàâëåííûå êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 285. Â íàïðàâëå-
íèè îñè X ýëåêòðîí ïðèîáðåòàåò ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå 

x ea e E m=  (me — ìàññà ýëåêòðîíà) è ñîâåðøàåò ðàâíî-
óñêîðåííîå äâèæåíèå.

Ðèñ. 284 Ðèñ. 285

Â íàïðàâëåíèè îñè Y íà ýëåêòðîí íå äåéñòâóþò ñèëû, 
åãî óñêîðåíèå â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàâíî íóëþ, à äâèæå-
íèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì ðàâíîìåðíûì.

Äèàìåòð ïÿòíà íà àíîäå îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîíàìè, 
âûëåòåâøèìè èç êðàéíèõ òî÷åê êàòîäà. Êðîìå òîãî, äè-
àìåòð ïÿòíà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ñìåùåíèå ýëåêòðî-
íîâ â íàïðàâëåíèè îñè Y. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ñìåùåíèå 
ìàêñèìàëüíî, êîãäà ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà íà îñü 
Y ìàêñèìàëüíà è êîãäà âðåìÿ ïðîëåòà ýëåêòðîíà ìàêñè-
ìàëüíî. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ 
íàïðàâëåíà âäîëü îñè Y (ñì. ðèñ. 285).

Ïîìåñòèâ íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå êàòîäà, çàïè-
øåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îñÿì êîîðäèíàò:

( ) ( )x x ex t x v t a t e Et m2 2
0 0 2 2 ;= + + =  

y(t) = y0 + v0yt = d / 2 + v0t.

Ïðè ïîïàäàíèè ýëåêòðîíà íà àíîä

( ) ( )n ex t L e Et m2 2 .= =  

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( )n et m L e E2 ,=  ãäå tn — âðå-
ìÿ ïðîëåòà. Â òî÷êå B, â êîòîðîé ýëåêòðîí ïîïàäàåò íà 
àíîä, yÂ = d / 2 + v0tn. 
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Äèàìåòð ïÿòíà íà àíîäå

( )
0

в в

2 2

2 2
2 4 .

B n

e

e

D y d v t

hc A hc Am L
d d L

m e E e u

= = + =

λ − λ −
= + ⋅ = + ⋅

17. Ìîùíîñòü òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî 
ñâåòà P0 = 10 Âò. Äëèíà âîëíû λ = 500 íì. Íà êàêîì 
ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ýòîò èñòî÷íèê áóäåò çàìå-
÷åí ÷åëîâåêîì, åñëè ãëàç ðåàãèðóåò íà ñâåòîâîé ïîòîê 
n = 60 ôîòîíîâ â ñåêóíäó? Äèàìåòð çðà÷êà d = 0,5 ñì.

Ð å ø å í è å
Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt òî÷å÷íûé èñòî÷íèê èç-

ëó÷àåò ýíåðãèþ P0Δt, ïðè÷åì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè 
ýòà ýíåðãèÿ ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíîñòè 
ñôåðû ðàäèóñîì R. Íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ïðèõîäèòñÿ 
ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ P0Δt / (4πR2), è, ñëåäîâàòåëüíî, â çðà-
÷îê, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè R, ïîïàäàåò ýíåðãèÿ 
P0ΔtS / (4πR2), ãäå S = πd2 / 4. Ïóñòü çà âðåìÿ Δt â çðà÷îê 
ïîïàäàåò N ôîòîíîâ, òîãäà ñâåòîâóþ ýíåðãèþ ìîæíî âû-
ðàçèòü êàê Nhν = Nhc / λ. Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ýíåð-
ãèé, ïîëó÷àåì

P t Pd c N c
Nh d h

tR R

2
20 0

2 2 .
44 16

⎛ ⎞Δ π = ⇒ =⎜ ⎟ λ Δ λπ ⎝ ⎠

Íî 
N

n
t

,=
Δ

ïîýòîìó 

2 6 30 0
2 10  м = 10  км.

416

P Pc d
d nh R

nhcR

λ= ⇒ = =
λ

18. Ñâåò îò ñîëíöà ïàäàåò íà ïëîñêîå çåðêàëî ïëîùàäüþ 
S = 1 ì2 ïîä óãëîì α = 60°. Íàéòè ñèëó ñâåòîâîãî äàâ-
ëåíèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî çåðêàëî ïîëíîñòüþ îòðàæàåò âåñü 
ïàäàþùèé íà íåãî ñâåò. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ìîù-
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íîñòü ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà 1 ì2 
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê èçëó÷åíèþ çåìíîé ïîâåðõíîñòè, 
P = 1,4  ⋅  103 Âò/ì2.

Ð å ø å í è å
Ïàäàþùèå íà çåðêàëî ôîòîíû óïðóãî îòðàæàþòñÿ 

îò íåãî, ïðè÷åì èõ ñêîðîñòü îñòàåòñÿ ðàâíîé ñêîðîñòè 
ñâåòà c. Ïîñëå îòðàæåíèÿ èìïóëüñ ôîòîíîâ íàïðàâëåí 
âäîëü îòðàæåííîãî ëó÷à. Èçìåíåíèå èìïóëüñà ôîòîíîâ 
îáóñëîâëåíî èìïóëüñîì ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû 
çåðêàëà íà ôîòîíû. Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà òî÷íî 
òàêàÿ æå ïî ìîäóëþ ñèëà áóäåò äåéñòâîâàòü íà çåðêàëî 
ñî ñòîðîíû ôîòîíîâ.

Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè Δt íà ïëîùàäêó S, ðàñïîëî-
æåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ñâåòà, ïàäàåò ñâåòîâàÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ PΔtS. Åñëè æå 
ïëîùàäêà ðàñïîëîæåíà (êàê â íàøåì ñëó÷àå) ïîä óãëîì, 
òî ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ íà íåå ïàäàåò, W = PΔtS cos α (ñì. 
ðèñ. 286).

Ðèñ. 286

Íà ïëîùàäêó ïàäàåò áåëûé ñâåò, ñîäåðæàùèé ôîòîíû 
ðàçíûõ ÷àñòîò, ïîýòîìó ïàäàþùàÿ ýíåðãèÿ 

( ),i iW N h= ν∑  

ãäå Ni — êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ ÷àñòîòû νi, ïðîøåäøèõ ÷å-
ðåç ïëîùàäêó çà âðåìÿ Δt.

Ðàññìîòðèì ôîòîí ÷àñòîòû νi, óïðóãî îòðàæàþùèéñÿ 
îò ïëîùàäêè. Ìîäóëè åãî èìïóëüñà äî è ïîñëå îòðàæå-
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íèÿ ðàâíû, ò. å. p0 = p1 = hνi / c. Ââåäåì îñè X è Y, íàïðàâ-
ëåííûå êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 286. Ïðîåêöèè íà÷àëüíîãî 
è êîíå÷íîãî èìïóëüñîâ âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè:

p0x = –p0 cos α; p0y = p0 sin α;
p1x = p0 cos α; p1y = p0 sin α;

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå èìïóëüñîâ ïî îñÿì 
X è Y ðàâíû: Δpx = p1x – p0x = 2p0 cos α, Δpy = 0. Èçìåíåíèå 
èìïóëüñà ôîòîíà

x yp p p p2 2
02 cos .Δ = Δ + Δ = α

Èçìåíåíèå èìïóëüñà Ni ôîòîíîâ ðàâíî (2p0 cos α)Ni, 
à èçìåíåíèå èìïóëüñà âñåõ ôîòîíîâ — 0 cos .iN p α∑  Èç 
îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èçìåíåíèå èìïóëüñà ðàâ-
íî èìïóëüñó äåéñòâóþùåé ñèëû:

( )

( )

02 cos 2 cos

2
cos .

i
i i

i i

h
N p F t N F t

c

N h F t
c

ν⎛ ⎞α = Δ ⇒ α = Δ ⇒⎜ ⎟⎝ ⎠

⇒ α ν = Δ

∑ ∑

∑
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñóììà i iN h Wν =∑  — ýíåðãèÿ 

èçëó÷åíèÿ, ðàâíàÿ â ñâîþ î÷åðåäü PΔtS cos α. Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì 

( )
( )2 6

2 cos cos

2 cos 2,3 10  H.

c P tS F t

F P c −

α Δ α = Δ ⇒

⇒ = α = ⋅

19. Íà îñè äëèííîé òîíêîñòåííîé òðóáêè ðàäèóñîì 
r = 1 ñì ñ çåðêàëüíî îòðàæàþùèìè âíóòðåííèìè 
ñòåíêàìè ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê S ìîùíî-
ñòüþ P = 1 Âò, äàþùèé èçëó÷åíèå ñ äëèíîé âîëíû 
λ = 0,5 ìêì. Ó òîðöà òðóáêè íà ðàññòîÿíèè L = 1 ì îò 
èñòî÷íèêà ðàñïîëîæåí ôîòîýëåìåíò ÔÝ. Íàéòè ÷è-
ñëî ôîòîíîâ, ïîïàäàþùèõ íà ôîòîýëåìåíò â îäíó 
ñåêóíäó ïîñëå äâóêðàòíîãî îòðàæåíèÿ íà ñòåíêàõ 
òðóáêè (ñì. ðèñ. 287).
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Ðèñ. 287

Ð å ø å í è å
Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó, íàäî îïðåäåëèòü òå-

ëåñíûé óãîë êàê ïðîñòðàíñòâåííûé óãîë ñ âåðøèíîé 
â öåíòðå ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R. Åñëè 
ýòîò óãîë îïèðàåòñÿ íà ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü íà ïëî-
ùàäêó S, òî α = S / R2 (ñì. ðèñ. 288).

Ðèñ. 288

Íà ðèñ. 287 ïðèâåäåí õîä ëó÷à SA, êîòîðûé èñïûòû-
âàåò äâà îòðàæåíèÿ íà ñòåíêàõ òðóáêè. Åñëè ëó÷ âûõî-
äèò èç òî÷êè S ïîä áîëüøèì óãëîì ê îñè òðóáêè, òî îí 
èñïûòûâàåò áîëåå äâóõ îòðàæåíèé. Õîä òàêîãî ëó÷à èçî-
áðàæåí ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 287.

AB è DF — ïåðïåíäèêóëÿðû, âîññòàíîâëåííûå 
â òî÷êàõ ïàäåíèÿ ëó÷à. Òàê êàê SAB BAC,∠ = ∠  òî 
ΔSAB = ΔBAC. Àíàëîãè÷íî ΔCDF = ΔKDF; BCA DCF∠ = ∠  
êàê âåðòèêàëüíûå, ïîýòîìó BAC CDF.∠ = ∠  Àíàëîãè÷íî 
äîêàçûâàåì, ÷òî ΔKDF = ΔKMN. 
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Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

ΔSAB = ΔBAC = ΔCDF = ΔKDF = ΔKMN.

Ñëåäîâàòåëüíî, SB = BC = CF = FK = KN = L / 5.
Èç òî÷êè S âûõîäèò òàêæå ëó÷, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ 

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè òðóáêè, — ýòî ëó÷ SA1. 
Òåëåñíûé óãîë α1, ñîîòâåòñòâóþùèé ëó÷àì SA è SA1, 
èìååò âåðøèíó â òî÷êå S. Òàê êàê r ��L, òî ðàäèóñ ñôå-
ðû ñ öåíòðîì â òî÷êå S SA = SA1 = SB = L / 5, à ïëîùàäü 
ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ óãîë α1, 
ðàâåí ïëîùàäè ñå÷åíèÿ òðóáêè πr2. Òàêèì îáðàçîì, 

α1 = πr2 / (L / 5)2 = 25πr2 / L2.

Åñëè óìåíüøèòü óãîë âûõîäà ëó÷à ñ îñüþ òðóáêè, òî 
ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ýòîãî óãëà êîëè÷åñòâî îòðàæå-
íèé îò ñòåíîê ñòàíåò ðàâíûì îäíîìó. Õîä òàêîãî ëó÷à 
SE ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 289.

Ðèñ. 289

Èñïîëüçóÿ çàêîí îòðàæåíèÿ, äîêàçûâàåì, ÷òî

STE TEQ QZY ST TQ QY L 3.Δ = Δ = Δ ⇒ = = =

Òåëåñíûé óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ëó÷àì SE è SE1,

α2 = πr2 / (L / 3)2 = 9πr2 / L2.

Èòàê, âñå ëó÷è, èñïûòûâàþùèå äâà îòðàæåíèÿ, íàõî-
äÿòñÿ â ïðåäåëàõ α2 ≤ α ≤ α1. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê S èç-
ëó÷àåò ðàâíîìåðíî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, ïîýòîìó ìîù-
íîñòü, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë, ðàâ-
íà P / (4π). (Òåëåñíûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà âñþ ñôåðó, 
ðàâåí 4π.) 
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â òåëåñíîì óãëå 
(α1 – α2) ðàâíà

( )P P r r r
P

L L L

2 2 2

1 2 2 2 2

25 9
4 .

4 4

⎛ ⎞π πα − α = − =⎜ ⎟π π ⎝ ⎠
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ ìîæíî âûðà-

çèòü, óìíîæèâ ýíåðãèþ ôîòîíà íà ÷èñëî ôîòîíîâ â 1 ñ, 
ò. å. hνN = hcN / λ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

r c P r
P h N N

L hc L

2 2
174

4 10 .
λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠λ
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ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ. 
ÀÒÎÌÍÀß È ßÄÅÐÍÀß ÔÈÇÈÊÀ

1. Ïîñòóëàòû 
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

Îñíîâó òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñîñòàâëÿþò äâà ïîñòó-
ëàòà: ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà è ïîñòóëàò 
î ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå.

Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ëþáûå 
ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ïðîòåêà-
þò îäèíàêîâî âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, 
ò. å. çàêîíû ôèçèêè èìåþò îäíó è òó æå ôîðìó âî âñåõ 
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Ïîñòóëàò î ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå óòâåðæäàåò, ÷òî 
âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ñêîðîñòü ñâåòà 
â âàêóóìå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ è íå çàâèñèò 
îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà è íàáëþäàòåëÿ. Ñêî-
ðîñòü ñâåòà â âàêóóìå c = 3  ⋅  108 ì/ñ.

Ïîñòóëàòû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè îòðàæàþò ðå-
àëüíûå çàêîíîìåðíîñòè, ñóùåñòâóþùèå â îêðóæàþùåì 
ìèðå. Èç íèõ âûòåêàåò ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé.

2. Îñíîâíûå ôîðìóëû 
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

1. Îòíîñèòåëüíîñòü ðàññòîÿíèé. Ïóñòü l0 — äëèíà 
ñòåðæíÿ â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ, l — äëèíà ýòîãî 
æå ñòåðæíÿ, íî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé 
ñòåðæåíü äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, òîãäà

 ( )l l v c
2

0 1 ;= −  (14.1)
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îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l < l0. Ïðè v ��c îòíîøåíèå (v / c)2 → 
0 è l ïðàêòè÷åñêè ðàâíî l0.

2. Îòíîñèòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè. Ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè τ0 (ñîáñòâåííîå âðåìÿ) ìåæäó äâóìÿ ñîáûòè-
ÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå 
îòñ÷åòà (íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà), è ïðîìåæóòîê âðåìåíè 
τ ìåæäó ýòèìè æå ñîáûòèÿìè, íî èçìåðåííûé â ñèñòåìå 
îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî «íå-
ïîäâèæíîé ñèñòåìû», ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

 ( )v c
2

0 1 ,τ = τ −  (14.2)

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî τ � τ0 (ýôôåêò çàìåäëåíèÿ âðåìå-
íè). Ïðè v ��c (v / c)2 → 0 è τ ïðàêòè÷åñêè ðàâíî τ0.

3. Ðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé. Åñëè 
vотн
�

 — ñêîðîñòü òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî íåïî-
äâèæíîé ñî ñêîðîñòüþ u,

�  òî ñêîðîñòü v
�

 ýòîãî òåëà îò-
íîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà îïðåäåëÿëàñü 
êëàññè÷åñêèì çàêîíîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé: v u vотн.= +� � �

 
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ñêîðîñòè íàïðàâëåíû âäîëü 
îäíîé ïðÿìîé, äëÿ èõ ïðîåêöèé ïîëó÷àëîñü ñîîòíîøå-
íèå: v = u + vîòí. Ñîãëàñíî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, óêà-
çàííûå âûøå ñêîðîñòè ñâÿçàíû áîëåå îáùèì ñîîòíîøå-
íèåì

 
u v

v
uv c

отн
2

отн

,
1

+=
+

 (14.3)

êîòîðîå íàçûâàþò ðåëÿòèâèñòñêèì çàêîíîì ñëîæåíèÿ 
ñêîðîñòåé. Ïðè u ��c è vîòí ��c îòíîøåíèå uvîòí / c2 → 0 è â 
ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðî-
ñòåé.

4. Çàâèñèìîñòü ìàññû îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âûðàæà-
åòñÿ ôîðìóëîé

 ( )m m v c
2

0 1 ,= −  (14.4)

ãäå v — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òåëà, m0 — ìàññà ïîêîÿ òåëà.
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Ïðè v = 0 m = m0. Ïðè v ��c ìàññà òåëà ïðàêòè÷åñêè 
ðàâíà ìàññå ïîêîÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ 
òåëà ìàññà åãî âîçðàñòàåò.

5. Ðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ òåëà, äâèæóùåãîñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ v,

�  âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

 ( )p mv m v v c
2

0 1 ,= = −� � �
 (14.5)

ãäå m0 — ìàññà ïîêîÿ.
Ïðè v ��c èìïóëüñ òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè p m v0 .=� �

6. Ñâÿçü ìåæäó ìàññîé è ýíåðãèåé W âûðàæàåòñÿ 
ôîðìóëîé Ýéíøòåéíà

 ( )W mc m c v c
22 2

0 1 .= = −  (14.6)

Ïðè v = 0 W = W0 = m0c2, ïðè ýòîì W0 íàçûâàåòñÿ ýíåð-
ãèåé ïîêîÿ. Íàïðèìåð, ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà

W0 = mec
2 = 9,1  ⋅  10–31  (êã)  ⋅  (3  ⋅  108)2  (ì/ñ)2 = 819  ⋅  10–16  Äæ.

Êàê ïðàâèëî, ýíåðãèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âûðàæà-
þò â ýëåêòðîí-âîëüòàõ, ïðè÷åì 1 ýÂ = 1,6  ⋅  10–19 Äæ. Ïî-
ýòîìó ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà

W0 = (819  ⋅  10–16)/(1,6  ⋅  10–19) ýÂ = 511  ⋅  103 ýÂ = 
= 511 êýÂ =  0,511 ÌýÂ.

Èç ôîðìóëû (14.6) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ýíåðãèè 
òåëà ΔW ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ìàññû íà Δm, ïðè÷åì 
Δm = ΔW / c2.

7. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæóùåãîñÿ òåëà ðàâíà 
ðàçíîñòè ìåæäó åãî ýíåðãèåé è ýíåðãèåé ïîêîÿ, ò. å.

 Wê = W – W0 = mc2 – m0c2. (14.7)

3. Ñòðîåíèå àòîìà. Ïîñòóëàòû Áîðà

Àòîìû èìåþò ðàçìåðû ïîðÿäêà 10–10 ì. Àòîì ëþáî-
ãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíî çàðÿ-
æåííîãî ÿäðà è ýëåêòðîíîâ. ßäðî àòîìà èìååò ðàçìåðû 
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ïîðÿäêà 10–14 ÷ 10–15 ì, è â íåì ñîñðåäîòî÷åíà ïî÷òè 
âñÿ ìàññà àòîìà. Ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä àòîìíîãî ÿäðà 
ðàâåí ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ýëåìåíòà Z â ïåðèîäè÷åñêîé 
òàáëèöå Ìåíäåëååâà, óìíîæåííîìó íà ìîäóëü çàðÿäà 
ýëåêòðîíà e .  ×èñëî ýëåêòðîíîâ â àòîìå ðàâíî ïîðÿäêî-
âîìó íîìåðó ýëåìåíòà. Ïîýòîìó àòîì â öåëîì ýëåêòðî-
íåéòðàëåí.

Àòîìíûå ñèñòåìû ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíàì êâàíòîâîé 
ìåõàíèêè. Ñëåäñòâèåì ýòèõ çàêîíîâ ÿâëÿþòñÿ ïîñòóëàòû 
Áîðà, òî÷íî îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà àòîìà âîäîðîäà.

Ïåðâûé ïîñòóëàò Áîðà: àòîìíàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ òîëüêî â îñîáûõ ñòàöèîíàðíûõ (êâàíòîâûõ) ñîñòî-
ÿíèÿõ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ 
ýíåðãèÿ Wn, ãäå n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî; â ñòàöèîíàðíîì 
ñîñòîÿíèè àòîì íå èçëó÷àåò.

Âòîðîé ïîñòóëàò Áîðà: èçëó÷åíèå ñâåòà ïðîèñõîäèò 
ïðè ïåðåõîäå àòîìà èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ áîëü-
øåé ýíåðãèåé Wk â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøåé 
ýíåðãèåé Wn (n è k — íàòóðàëüíûå ÷èñëà, Wk  � Wn), ïðè-
÷åì ýíåðãèÿ èçëó÷åííîãî ôîòîíà ðàâíà ðàçíîñòè ýíåðãèé 
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé:

 hνk,n = Wk – Wn, (14.8)

ãäå h = 6,63  ⋅  10–34 Äæ  ⋅  c — ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, à νk,n — 
÷àñòîòà èçëó÷åííîãî ôîòîíà.

Èç ïîñòóëàòîâ Áîðà ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðîí â àòîìå 
âîäîðîäà ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî âïîëíå îïðåäåëåí-
íûì îðáèòàì. Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ àòîìà âîäîðîäà ìîæåò 
ïðèíèìàòü äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé, çàâèñÿùèõ îò 
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé 
àòîìà âîäîðîäà

 e
n

m ee
W

r h n

42

2 2 2
0 0

;
8 8

= − = −
πε ε

 (14.9)

n = 1 ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó ñîñòîÿ-
íèþ àòîìà âîäîðîäà, â êîòîðîì îí ìîæåò íàõîäèòüñÿ 
ñêîëü óãîäíî äîëãî:
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( )4 2 2 18
1 08 2,168 10  Дж = 13,6 эВ.eW m e h −= − ε = − ⋅ −

Äëÿ òîãî ÷òîáû èîíèçèðîâàòü àòîì âîäîðîäà, åìó íå-
îáõîäèìî ñîîáùèòü ýíåðãèþ

 
4

ион 1 2 2
0

13,6 эВ.
8

em e
W W

h
= − = =

ε
 (14.10)

Ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé óäîá-
íî çàïèñàòü â âèäå

 Wn = W1 / n2 = –Wèîí / n2. (14.11)

Ïðè ïåðåõîäå àòîìà èç ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ 
ñ ýíåðãèåé Wk â ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé 

n k nW k n N k n W W( , , , )∈ > >  

àòîì èçëó÷àåò êâàíò ÷àñòîòû 

k n e
k n

W W m e

h h n k

4

, 2 3 2 2
0

1 1
.

8

− ⎛ ⎞ν = = −⎜ ⎟⎝ ⎠ε
 

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà h è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ( )4 2 2

0 ион8 ,em e h Wε =  ïîëó÷èì

 hνk,n = Wèîí(1 / n2 – 1 / k2). (14.12)

4. Ñòðîåíèå àòîìíîãî ÿäðà

ßäðî àòîìà èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Â åãî ñîñòàâ 
âõîäÿò ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå ïðîòîíû è ÷àñòèöû 
áåç çàðÿäà — íåéòðîíû. Ïðîòîíû è íåéòðîíû íàçûâàþò 
íóêëîíàìè.

Ïðîòîí è íåéòðîí èìåþò ïðèìåðíî ðàâíóþ ìàññó. 
Òùàòåëüíî âûïîëíåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî 
ìàññà ïðîòîíà mp = 1,67252  ⋅  10–27 êã, à ìàññà íåéòðîíà 
mn = 1,67495  ⋅  10–27 êã.

Â ÿäåðíîé ôèçèêå ìàññó âûðàæàþò â àòîìíûõ åäèíè-
öàõ ìàññû (à.å.ì.). Àòîìíàÿ åäèíèöà ìàññû ðàâíà 1 / 12 
ìàññû àòîìà óãëåðîäà:

1 à.å.ì. = 1,660055  ⋅  10–27 êã.
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Âûðàæåííûå â à.å.ì. ìàññû ïðîòîíà è íåéòðîíà ñî-
ñòàâëÿþò:

mp = 1,007825 à.å.ì. è mn = 1,008665 à.å.ì.

Êîëè÷åñòâî ïðîòîíîâ â ÿäðå ÷èñëåííî ðàâíî ïîðÿä-
êîâîìó íîìåðó Z ÿäðà â ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå Ìåíäå-
ëååâà.

Êîëè÷åñòâî íóêëîíîâ â ÿäðå (ñóììà ïðîòîíîâ è íåé-
òðîíîâ ÿäðà) íàçûâàåòñÿ ìàññîâûì ÷èñëîì A ÿäðà.

Êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ â ÿäðå N = A – Z.
ßäðà ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì ïðîòîíîâ, íî ðàçëè÷-

íûì ÷èñëîì íåéòðîíîâ, íàçûâàþòñÿ èçîòîïàìè. Èõ õè-
ìè÷åñêèå ñâîéñòâà òîæäåñòâåííû.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÿäåð ïðèìåíÿåòñÿ ñèìâîë A
ZX,  ãäå 

X — õèìè÷åñêèé ñèìâîë ýëåìåíòà, A — ìàññîâîå ÷èñëî, 
Z — ïîðÿäêîâûé íîìåð â ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå.

Ïðîòîíû è íåéòðîíû óäåðæèâàþòñÿ âíóòðè ÿäðà îñî-
áûìè ñèëàìè — ÿäåðíûìè. ßäåðíûå ñèëû âî ìíîãî ðàç 
ïðåâîñõîäÿò äðóãèå èçâåñòíûå ñèëû ïðèðîäû. Ïî ýòîé 
ïðè÷èíå âçàèìîäåéñòâèå ïîñðåäñòâîì ÿäåðíûõ ñèë íà-
çûâàþò ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. ßäåðíûå ñèëû ïðî-
ÿâëÿþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, ñðàâíèìûõ ñ ðàçìåðîì ÿäðà, 
ò. å. íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà 10–14 ÷ 10–15 ì.

5. Ðàäèîàêòèâíîñòü. 
Çàêîí ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà. 

Ýíåðãèÿ ñâÿçè ÿäðà

ßäðà íåêîòîðûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ìîãóò ñàìî-
ïðîèçâîëüíî ïðåâðàùàòüñÿ â ÿäðà äðóãèõ õèìè÷åñêèõ 
ýëåìåíòîâ. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàäèîàêòèâíîñòüþ. 
Îíî ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàäèîàêòèâíûì èçëó÷åíèåì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ñîáîé ïîòîêè γ-, β- è α-èçëó÷åíèé:

 • γ-èçëó÷åíèå — êîðîòêîâîëíîâîå èçëó÷åíèå (äëèíà 
âîëíû îò 10–10 äî 10–13 ì);

 • β-èçëó÷åíèå — ïîòîê ýëåêòðîíîâ, äâèæóùèõñÿ ñî 
ñêîðîñòÿìè, áëèçêèìè ê ñêîðîñòè ñâåòà;
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 • α-èçëó÷åíèå — ïîòîê α-÷àñòèö, ò. å. ÿäåð àòîìà 
ãåëèÿ.

Ïðè ðàäèîàêòèâíîì ðàñïàäå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî 
ñìåùåíèÿ.

Ïðè α-ðàñïàäå ÿäðî òåðÿåò ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä 
e2 ,  à åãî ìàññà óáûâàåò íà ÷åòûðå àòîìíûå åäèíèöû. 

Â èòîãå ýëåìåíò ñìåùàåòñÿ íà äâå êëåòêè ê íà÷àëó ïå-
ðèîäè÷åñêîé òàáëèöû; α-ðàñïàä îòîáðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

A A
Z Z

4 4
2 2X Y+ He,−

−→

ãäå A
ZX — ÿäðî, èñïûòàâøåå α-ðàñïàä; A

Z
4
2Y−

−  — ÿäðî, 
îáðàçîâàâøååñÿ â ðåçóëüòàòå α-ðàñïàäà.

Ïðè β-ðàñïàäå çàðÿä ÿäðà óâåëè÷èâàåòñÿ íà e ,  à åãî 
ìàññà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîé; β-ðàñïàä îòî-
áðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

A A
Z Z e0

1 1X Y+ .+ −→

Ïîñëå β-ðàñïàäà ÿäðî ñìåùàåòñÿ íà îäíó êëåòêó 
ê êîíöó ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöû.

Êîðîòêîâîëíîâîå γ-èçëó÷åíèå íå ñîïðîâîæäàåòñÿ èç-
ìåíåíèåì çàðÿäà ÿäðà; ìàññà ÿäðà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè 
íåèçìåííîé.

Äëÿ êàæäîãî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ñóùåñòâóåò 
îïðåäåëåííûé èíòåðâàë âðåìåíè, íà ïðîòÿæåíèè êîòî-
ðîãî åãî àêòèâíîñòü (÷èñëî ðàñïàäîâ â åäèíèöó âðåìåíè) 
óáûâàåò â äâà ðàçà. Ýòîò èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì 
ïîëóðàñïàäà T. Çà ïåðèîä ïîëóðàñïàäà ðàñïàäàåòñÿ ïî-
ëîâèíà íà÷àëüíîãî ÷èñëà ðàäèîàêòèâíûõ àòîìîâ.

Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä îïèñûâàåòñÿ îñíîâíûì çàêî-
íîì ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà

 N(t) = N0  ⋅  2–t/T, (14.13)

ãäå N0 — ÷èñëî ðàäèîàêòèâíûõ àòîìîâ â ìîìåíò âðåìå-
íè t = 0, N(t) — ÷èñëî ðàäèîàêòèâíûõ àòîìîâ â ìîìåíò 
âðåìåíè t, T — ïåðèîä ïîëóðàñïàäà.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (14.13), ìîæíî îïðåäåëèòü êîëè-
÷åñòâî àòîìîâ, ðàñïàâøèõñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t:

ΔN = N0 – N(t) = N0 – N0  ⋅  2–t / T = N0(1 – 2–t / T).

Ïðè ðàäèîàêòèâíîì ðàñïàäå âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ.
Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìàññà ïîêîÿ ÿäðà Mÿ 

âñåãäà ìåíüøå ñóììû ìàññ ïîêîÿ ñîñòàâëÿþùèõ åãî 
ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ. Åñëè ÿäðî ñîäåðæèò Z ïðîòîíîâ 
è N íåéòðîíîâ, òî ΔM = Zmp + Nmn – Mÿ � 0. Ýòî ÿâëåíèå 
íàçûâàåòñÿ äåôåêòîì ìàññ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ ñè-
ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç Z ïðîòîíîâ è N íåéòðîíîâ, â ñâî-
áîäíîì ñîñòîÿíèè ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ýòîé æå ñèñòåìû, 
êîãäà ïðîòîíû è íåéòðîíû îáðàçóþò ÿäðî, íà ΔW = ΔMc2. 
Çíà÷èò, äëÿ ðàçäåëåíèÿ ÿäðà íà îòäåëüíûå íóêëîíû åìó 
ñîîáùàþò íåêîòîðóþ ýíåðãèþ ΔW. Ýíåðãèÿ, íåîáõîäè-
ìàÿ äëÿ ïîëíîãî ðàçäåëåíèÿ ÿäðà íà îòäåëüíûå ïðîòîíû 
è íåéòðîíû, íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé ñâÿçè ÿäðà Wñâ. Ýíåð-
ãèþ ñâÿçè ðàññ÷èòûâàþò ïî ôîðìóëå

 Wñâ = (Zmp + Nmn – Mÿ)c2. (14.14)

Ýíåðãèÿ ñâÿçè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà 1 íóêëîí (óäåëüíàÿ 
ýíåðãèÿ ñâÿçè), äëÿ áîëüøèíñòâà ÿäåð ñîñòàâëÿåò ïîðÿä-
êà 8 ÌýÂ. Ñ óâåëè÷åíèåì ìàññîâîãî ÷èñëà óäåëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ ñâÿçè ìåäëåííî óáûâàåò: áîëåå òÿæåëûå ÿäðà ìåíåå 
óñòîé÷èâû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿäðàìè èç ñåðåäèíû ïåðèîäè-
÷åñêîé òàáëèöû.

6. ßäåðíûå è òåðìîÿäåðíûå ðåàêöèè

ßäåðíîé ðåàêöèåé íàçûâàåòñÿ èçìåíåíèå àòîìíûõ 
ÿäåð ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè ñ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòè-
öàìè èëè äðóã ñ äðóãîì. ßäåðíûå ðåàêöèè ïðîèñõîäÿò, 
êîãäà ÷àñòèöû ïðèáëèæàþòñÿ ê ÿäðó íà ñòîëü ìàëîå ðàñ-
ñòîÿíèå, ÷òî ïîïàäàþò â ñôåðó äåéñòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë. 
ßäåðíûå ðåàêöèè, êàê è ëþáûå äðóãèå âçàèìîäåéñòâèÿ, 
ïðîòåêàþò â ñòðîãîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè 
çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ: çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èì-



ÐÀÇÄÅË 14

393

ïóëüñà, ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è íåêîòîðûõ äðóãèõ ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ÿäåðíûõ ðåàêöèÿõ äåé-
ñòâóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññîâûõ ÷èñåë ÿäåð äî è ïî-
ñëå ðåàêöèè. Íàïðèìåð, ïðè îáëó÷åíèè ÿäåð àçîòà 14

7 N  
α-÷àñòèöàìè (ÿäðàìè àòîìà ãåëèÿ) 4

2He  îáðàçóåòñÿ ïðîòîí 
1
1H  (ÿäðî àòîìà âîäîðîäà) è ÿäðî àòîìà êèñëîðîäà 17

8 O,  
ò. å. ïðîèñõîäèò ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ 14 4 1 17

7 2 1 8N He H O.+ → +  
Êàê âèäíî, ñóììû âåðõíèõ èíäåêñîâ â ïðàâîé è ëåâîé 
÷àñòè ðàâíû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññî-
âûõ ÷èñåë, à ñóììû íèæíèõ èíäåêñîâ ðàâíû â ñîîòâåòñò-
âèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà.

Ó÷àñòâóþùèå èëè ïîëó÷àþùèåñÿ â ÿäåðíûõ ðåàêöè-
ÿõ ïðîòîíû, íåéòðîíû, ýëåêòðîíû è γ-êâàíòû îáîçíà÷à-
þò ñîîòâåòñòâåííî: p n e1 1 0

1 0 1, , , .− γ
Ýíåðãåòè÷åñêèì âûõîäîì ÿäåðíîé ðåàêöèè íàçûâàåò-

ñÿ ðàçíîñòü ýíåðãèé ïîêîÿ ÷àñòèö äî è ïîñëå ðåàêöèè. 
Åñëè ýíåðãèÿ ïîêîÿ ÷àñòèö äî ðåàêöèè ïðåâûøàåò ýíåð-
ãèþ ïîêîÿ ÷àñòèö ïîñëå, òî ðåàêöèÿ èäåò ñ âûäåëåíèåì 
ýíåðãèè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò 
ñ ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè.

Ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ ÿäåðíîé ðåàêöèè — ýòî ìèíè-
ìàëüíàÿ ýíåðãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû, ïðè êîòîðîé ïðî-
èñõîäèò ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ. Ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ ñîîòâåòñò-
âóåò ñëó÷àþ, êîãäà îáðàçîâàâøèåñÿ â õîäå ðåàêöèè ÷à-
ñòèöû äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ.

Òåðìîÿäåðíûìè ðåàêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ðåàêöèè 
ñëèÿíèÿ ëåãêèõ ÿäåð ïðè ñâåðõâûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ 
ïîðÿäêà 107 Ê. Ýòè ðåàêöèè ñîïðîâîæäàþòñÿ âûäåëåíè-
åì ýíåðãèè, ïîñêîëüêó ìàññà ïîêîÿ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè 
ìåíüøå ñóììû ìàññ ïîêîÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÿäåð. 
Ïðèìåð òåðìîÿäåðíîé ðåàêöèè

 n2 3 4 1
1 1 2 0H H He ,+ → +  (14.15)

ãäå äåéòåðèé 2
1H,  òðèòèé 3

1H — èçîòîïû âîäîðîäà.
Ýòà ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò ñ âûäåëåíèåì ýíåðãèè.
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7. Äåëåíèå ÿäåð óðàíà. 
Öåïíàÿ ðåàêöèÿ. ßäåðíûé ðåàêòîð

Èç âñåõ ÿäåðíûõ ðåàêöèé íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò ðåàêöèÿ äåëåíèÿ ÿäðà óðàíà 235

92U  (èëè ïëóòî-
íèÿ 239

94 Pu)  ïðè çàõâàòå èì íåéòðîíà n1
0 .  Îêàçàëîñü, ÷òî 

â ðåçóëüòàòå ýòîé ðåàêöèè îáðàçóþòñÿ äâà îñêîëêà — 
ÿäðà, à òàêæå íåñêîëüêî íåéòðîíîâ, ïðè÷åì ñóììàðíàÿ 
ìàññà ïðîäóêòîâ ðåàêöèè ìåíüøå ìàññû ÿäðà 235

92U  äî 
ðåàêöèè. Ðåàêöèÿ èäåò ñ âûäåëåíèåì ýíåðãèè, ïðè÷åì 
ïðè äåëåíèè îäíîãî ÿäðà 235

92U  âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ ïî-
ðÿäêà 200 ÌýÂ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðîöåññ äå-
ëåíèÿ ÿäåð óðàíà 235

92U  ïîä äåéñòâèåì íåéòðîíîâ ïðèî-
áðåòàåò ëàâèíîîáðàçíûé õàðàêòåð, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò 
î ÿäåðíîé öåïíîé ðåàêöèè.

Öåïíàÿ ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ ìîæåò ïðîòåêàòü ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ìàññà äåëÿùåãîñÿ âåùåñòâà ïðåâûøàåò êðèòè-
÷åñêóþ ìàññó. Åñëè ìàññà âåùåñòâà ìåíüøå êðèòè÷åñêîé 
ìàññû, òî êîëè÷åñòâî íåéòðîíîâ, ïîêèäàþùèõ ïðîñòðàí-
ñòâî, ãäå ïðîèñõîäèò ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ, ïðåâûøàåò êîëè-
÷åñòâî íåéòðîíîâ, çàõâàòûâàåìûõ ÿäðàìè. Â ýòîì ñëó-
÷àå öåïíàÿ ðåàêöèÿ ïðîèñõîäèòü íå ìîæåò. Óñòàíîâëåíî 
òàêæå, ÷òî âåðîÿòíîñòü çàõâàòà íåéòðîíà ÿäðîì ñ ïîñëå-
äóþùèì åãî äåëåíèåì âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì ñêîðî-
ñòè íåéòðîíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ìåäëåííûõ íåé-
òðîíàõ.

Óïðàâëÿåìàÿ öåïíàÿ ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò 
â ÿäåðíîì ðåàêòîðå. Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè ÿäåðíîãî 
ðåàêòîðà ÿâëÿþòñÿ: ÿäåðíîå ãîðþ÷åå 235 239 238

92 94 92( U, Pu, U),  
çàìåäëèòåëü íåéòðîíîâ (òÿæåëàÿ èëè îáû÷íàÿ âîäà, ãðà-
ôèò), òåïëîíîñèòåëü äëÿ âûâîäà ýíåðãèè, îáðàçóþùåéñÿ 
ïðè ðàáîòå ðåàêòîðà (âîäà), è óñòðîéñòâî äëÿ ðåãóëèðîâà-
íèÿ ñêîðîñòè ðåàêöèè (ââîäèìûå â ðàáî÷åå ïðîñòðàíñòâî 
ðåàêòîðà ñòåðæíè, ñîäåðæàùèå êàäìèé èëè áîð — âåùå-
ñòâà, êîòîðûå õîðîøî ïîãëîùàþò íåéòðîíû). Ñíàðóæè 
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ðåàêòîð îêðóæàþò çàùèòíîé îáîëî÷êîé, çàäåðæèâàþùåé 
γ-èçëó÷åíèå è íåéòðîíû. Îáîëî÷êó âûïîëíÿþò èç áåòîíà 
ñ æåëåçíûì çàïîëíåíèåì.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 
Ñ ÊÐÀÒÊÈÌ ÈËÈ ÐÀÇÂÅÐÍÓÒÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

1. Ìàññà òåëà, äâèæóùåãîñÿ ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ, 
óâåëè÷èëàñü íà 20%. Âî ñêîëüêî ðàç ïðè ýòîì óìåíü-
øèëàñü åãî äëèíà?

Ð å ø å í è å
Ïóñòü ìàññà ïîêîÿ òåëà ðàâíà m0, à åãî äëèíà, êîãäà 

îíî ïîêîèòñÿ, —  l0. Èç ôîðìóë òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè 
ñëåäóåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè òåëà ñî ñêîðîñòüþ v åãî ìàññà 
m è äëèíà l áóäóò:

( ) ( )m m v c l l v c
2 2

0 01 , 1 .= − = −

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è m = 1,2m0, ïîýòîìó èç ïåðâîãî 

óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ( )v c m m
2

01 1 1,2.− = =  Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòî âî âòîðîå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî l = l0 / 1,2, 
ò. å. äëèíà óìåíüøèòñÿ â 1,2 ðàçà.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû W è ìîäóëü åå èì-
ïóëüñà p ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì W p c m c2 2 2 2 4

0 ,− =  ãäå 
c — ñêîðîñòü ñâåòà, m0 — ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû.

Ð å ø å í è å

Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ( )W mc m c v c
22 2

0 1 ,= = −  à åå èì-

ïóëüñ ( )p m v v c
2

0 1 .= −  
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Ïîýòîìó

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

2 2
2 22 2 2 2 2

0 0

2 2 2 22 4 2 2 2
0 2 4 20 0

0 02 2 2

1 1

.
1 1 1

W p c m c v c m v v c c

m c c vm c m c v
m c W

v c v c v c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
−

= − = = =
− − −

3. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ìàññà äâèæóùåãîñÿ ýëåê-
òðîíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïîêîÿ, åñëè ýëåêòðîí, 
ïðîéäÿ óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, ïðèîáðåë 
êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ Wê = 0,76 ÌýÂ?

Ð å ø å í è å
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà åñòü ðàçíîñòü ìåæäó 

ïîëíîé ýíåðãèåé W = mc2 è ýíåðãèåé ïîêîÿ 

W0 = mec
2 = 0,511 ÌýÂ.

Èòàê, Wê = W – W0 = mc2 – mec
2. Ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ 

÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà mec
2 ïîëó÷àåì

e ee e

W Wm m

m mm c m c
к к

2 2

0,76
1 1 1 2,49.

0,511
= − ⇒ = + = + =

Ìàññà ýëåêòðîíà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî â 2,5 ðàçà.

4. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, ðàçîãíàííîãî èç ñî-
ñòîÿíèÿ ïîêîÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ñ óñêîðÿþùåé 
ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ 610  B.u =

Ð å ø å í è å
Ïîä äåéñòâèåì óñêîðÿþùåé ðàçíîñòè ïîòåíöè-

àëîâ ýëåêòðîí ïðèîáðåòàåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ 
6

к 10 эB = 1 MэBW e u= =  (ïðîéäÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ 
1 Â, ýëåêòðîí ïðèîáðåòàåò ýíåðãèþ 1 ýÂ, ïðè ïðîõîæäå-
íèè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ 106 Â ýëåêòðîí ïðèîáðåòàåò 
ýíåðãèþ 106 ýÂ).
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Êàê è â çàäàíèè 3, êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âûðàçèì 
êàê ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíîé ýíåðãèåé W è ýíåðãèåé ïî-
êîÿ ýëåêòðîíà W0 = mec

2 = 0,511 ÌýÂ.

Èòàê, e
e e

Wm
W mc m c

m m c
2 2 к

к 2 1.= − ⇒ = +  

Ïîäñòàâëÿÿ ( )em m v c
2

= 1−  è ó÷èòûâàÿ, ÷òî mec
2 = W0, 

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

( )
( )

( )
( )

( )

2к

2
0

2

2 2

к 0 к 0

1
1 1

1

1 1 8
1 .

91 1

W
v c

Wv c

v c
W W W W

= + ⇒ − =
−

= ⇒ = − =
+ +

Ñëåäîâàòåëüíî, 82 2
2,83 10  м/c.

3
v c= = ⋅

5. Ýëåêòðîí îáëàäàåò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé Wê = 2 ÌýÂ. 
Îïðåäåëèòü ìîäóëü èìïóëüñà ýëåêòðîíà.

Ð å ø å í è å
Êàê è â ïðåäûäóùåì çàäàíèè, ïîëó÷àåì

( )
2 2

к 0

2
к 1 1 2 0,5 5.

e

e e

W W W mc m c

m m W m c

= − = − ⇒

⇒ = + ⇒ + =

Íî ( )2 2 6
1 1 5 .

5e

m
v c v c

m
= − = ⇒ =  

Ìîäóëü èìïóëüñà ýëåêòðîíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( )2

21

2 6
1 5

5
2 6 1,33 10  кг м/с.

e e

e

p m v v c m c

m c −

= − = =

= = ⋅ ⋅
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6. Ðåíòãåíîâñêîå òîðìîçíîå èçëó÷åíèå âîçíèêàåò ïðè 
áîìáàðäèðîâêå áûñòðûìè ýëåêòðîíàìè ìåòàëëè÷å-
ñêîãî àíòèêàòîäà ðåíòãåíîâñêîé òðóáêè. Îïðåäåëèòü 
äëèíó âîëíû êîðîòêîâîëíîâîé ãðàíèöû ñïåêòðà òîð-
ìîçíîãî èçëó÷åíèÿ, åñëè ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ ñîñòàâ-
ëÿåò 40% îò ñêîðîñòè ñâåòà.

Ð å ø å í è å
Òàê êàê ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = 0,4c, 

ñðàâíèìîé ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî åãî êèíåòè÷åñêóþ 
ýíåðãèþ âûðàçèì, êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäàíèÿõ:

( )
( )

22 2 2 2
к

22

1

1 1 1 .

e e e

e

W mc m c m c v c m c

m c v c

= − = − − =

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠
Êîðîòêîâîëíîâàÿ ãðàíèöà ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðî-
íà ïåðåõîäèò â ýíåðãèþ êâàíòà ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷å-
íèÿ, ðàâíóþ hν = hc / λ.

Èòàê, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ( )22 1 1 1 .em c v c hc⎛ ⎞− − = λ⎜ ⎟⎝ ⎠
 

Îòêóäà ( )
1

2 111 1 1 2,7 10  м.
e

h
v c

m c

−
−⎛ ⎞λ = − − = ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

7. Ðàäèóñ ïåðâîé îðáèòû â àòîìå âîäîðîäà r1 = 5,3  ×  
×  10–11 ì. Íàéòè íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ ÿäðà íà ýòîì ðàññòîÿíèè è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ 
ýëåêòðîíà íà ýòîé îðáèòå.

Ð å ø å í è å
Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàéäåì ïî ôîð-

ìóëå
E k e r2

1 ,=

ãäå k = 1 / (4πε0) = 9  ⋅  109 Í⋅ì2/Êë2, 191,6 10  Кл.e −= ⋅
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïîëó÷èì 

E = 5,1  ⋅  1011 Â/ì.

×òîáû íàéòè âòîðîé ïàðàìåòð, çàïèøåì âòîðîé çà-
êîí Íüþòîíà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî 
íà ýëåêòðîí äåéñòâóåò êóëîíîâñêàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ 
F ke r2 2

К 1 ,=  êîòîðàÿ ñîîáùàåò åìó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå 
óñêîðåíèå an = v2 / r1, ãäå v — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýëåê-
òðîíà. Èòàê, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

e n e eF m a ke r m v r m v ke r2 2 2 2 2
K 1 1 1 .= ⇔ = ⇒ =

Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà

Wê = mev
2 / 2 = ke2 / (2r1) = 2,17  ⋅  10–18 Äæ = 13,6 ýÂ.

8. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ðàäèóñ îðáèòû ýëåêòðîíà 
ó àòîìà âîäîðîäà, íàõîäÿùåãîñÿ â îñíîâíîì ýíåðãå-
òè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ïðè ïîãëîùåíèè àòîìîì ôîòîíà 
ñ ýíåðãèåé 12,09 ýÂ?

Ð å ø å í è å
Ñîãëàñíî òåîðèè Áîðà, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ àòîìà âîäîðî-

äà ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà è ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñò-
âèÿ ìåæäó ýëåêòðîíîì è ïðîòîíîì ÿäðà, ïðè÷åì â ëþ-
áîì ýíåðãåòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè

n p
n

e
W W

r

2

0

1 1
.

2 2 4

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟πε⎝ ⎠

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè W1 = –13,6 ýÂ = –e2 / (8πε0r1). 
Ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà àòîì âîäîðîäà ïåðåõîäèò â ñî-
ñòîÿíèå ñ áîëüøåé ýíåðãèåé

Wn = (W1 + 12,09) ýÂ = –(13,6 + 12,09) ýÂ = –1,51 ýÂ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Wn = –e2 / (8πε0rn), ãäå rn — ðàäèóñ 
îðáèòû ýëåêòðîíà.
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Òîãäà 1

1

13,6 эВ
9.

1,51 эВ
n

n

W r

W r

−= = =
−

 Ðàäèóñ îðáèòû ýëåêòðî-

íà óâåëè÷èòñÿ â äåâÿòü ðàç.

9. Ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçáóæäåííûé âîäîðîä íà÷íåò èçëó-
÷àòü ôîòîíû, åñëè ÷åðåç íåãî ïðîïóñòèòü ïó÷îê ýëåê-
òðîíîâ, ïðîøåäøèõ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ u0 = 10,2 Â. 
Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöè-
àëîâ äîëæåí ïðîéòè ïó÷îê ïðîòîíîâ, ÷òîáû ïðè ïðî-
ïóñêàíèè èõ ÷åðåç ïåðâîíà÷àëüíî íåâîçáóæäåííûé 
âîäîðîä ïîñëåäíèé íà÷àë èçëó÷àòü ôîòîíû? Ñ÷èòàòü, 
÷òî ìàññà ýëåêòðîíà ìíîãî ìåíüøå ìàññû ïðîòîíà, 
à àòîì âîäîðîäà ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì ïîêîèëñÿ.

Ð å ø å í è å
Ïóñòü ìàññà íàëåòàþùåé ÷àñòèöû m, åå ñêîðîñòü 

v0, ìàññà àòîìà âîäîðîäà M, ñêîðîñòè ÷àñòèö ïîñëå 
ñòîëêíîâåíèÿ v1 è v2. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà 
mv0 = mv1 + Mv2. Ïðè ñòîëêíîâåíèè àòîì âîäîðîäà ïîãëî-
ùàåò ýíåðãèþ Wn,k, ïîýòîìó ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè

n k

mv mv Mv
W

2 2 2
0 1 2

, .
2 2 2

= + +

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n k

mv mv Mv

mv mv Mv
W

0 1 2

2 2 2
0 1 2

,

,

.
2 2 2

= +⎧
⎪
⎨

= + +⎪⎩

Äîêàæåì, ÷òî ýíåðãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû 

W mv2
0 0 2=  

áóäåò ìèíèìàëüíà, åñëè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöà 
è àòîì âîäîðîäà äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè 
(àáñîëþòíî íåóïðóãîå ñòîëêíîâåíèå). Âûðàçèì èç ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 
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v2 = (mv0 – mv1) / M 

è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå, òîãäà ïîëó÷èì:

22 2
0 1 0 1

,

2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 0 1 1

,

2 2 2
0 1 0 1

,

2 2 2
0 1 0

1 ,

2 2 2
0 1

0

2 2 2

2 2 2 2

1 1
2 2

2 2

2 2

n k

n k

n k

n k

mv mv mv mvM
W

M

mv mv m v m v v m v
W

M M M

mv mv m v vm m
W

M M M

mv mv m vM m m M
v W

M M M

mv mv m vM m
W

M m

−⎛ ⎞= + + ⇒⎜ ⎟⎝ ⎠

⇒ = + − + + ⇒

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ − = + − + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = − + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+⎛ ⎞⇒ = = −⎜ ⎟−⎝ ⎠ ( ) ( )
0

1 , .n k
M

v W
M m M m

+
− −

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû W0 
âûðàæåíà êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò v1 ñ ïåðâûì 

ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì 
m M m

a
M m

0.
2

+⎛ ⎞= ⋅ >⎜ ⎟⎝ ⎠−
 Òà-

êàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå v1 = –b / 2a, ãäå 
b = m2v0 / (M – m). Èòàê, ñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìè-
íèìóìó W0,

( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

m v M m mv
v

M mm M m M m

2
0 0

1 .
2 2

−
= =

++ −

Ïðè ýòîì 

v2 = (mv0 – mv1) / M = m(v0 – mv0 / (M + m)) / M =
= mv0 / (M + m).

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ýíåðãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû 
ìèíèìàëüíà, åñëè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöû äâèæóò-
ñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè, ò. å. v1 = v2. 



ÅÃÝ. ÔÈÇÈÊÀ. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×. ÑÄÀÅÌ ÁÅÇ ÏÐÎÁËÅÌ

402

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû

( )
( ) ( )( )

( )

2 2 2
0 min 1 1 , 1 ,

2
20
0

, ,

min , min min ,

min ,

2 2 2

2 2

1 .

n k n k

n k n k

n k n k

n k

W W mv Mv W m M v W

m M mv M m mv m
W W

m M
m m

W W W W W
m M m M

W W m M

= = + + = + + =

+ + ⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟+⎝ ⎠

= + ⇒ − = ⇒
+ +

⇒ = +

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷åðåç âîäîðîä ïðîïóñêàþò ýëåêòðî-
íû, m / M → 0, ïîýòîìó Wmin = Wn,k, ò. å. âñÿ ýíåðãèÿ 
ýëåêòðîíîâ ïîãëîùàåòñÿ âîäîðîäîì, êîòîðûé ïåðåõî-
äèò â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Ýëåêòðîíû ïðèîáðåòàþò 
ýíåðãèþ, ïðîéäÿ óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ u0, 
ò. å.

min 0 , 10,2 эВ.n kW e u W= = =

Â ñëó÷àå êîãäà ÷åðåç âîäîðîä ïðîïóñêàþò ïðîòîíû, 
îòíîøåíèå m / M = 1, ïîýòîìó ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ íà-
ëåòàþùèõ ïðîòîíîâ

min , ,(1 1) 2 20,4 эВ.n k n kW W W′ = + = =

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ óñêîðÿþùàÿ ðàçíîñòü 
ïîòåíöèàëîâ äëÿ ïðîòîíîâ ðàâíà 20,4 Â.

10. Êàêèå ñïåêòðàëüíûå ëèíèè ïîÿâÿòñÿ ïðè âîçáóæäå-
íèè àòîìàðíîãî âîäîðîäà ýëåêòðîíàìè ñ ýíåðãèåé 
W = 12,1 ýÂ?

Ð å ø å í è å
Âñÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ïîãëîùàåòñÿ âîäîðîäîì, êî-

òîðûé âîçáóæäàåòñÿ è ïåðåõîäèò èç îñíîâíîãî ýíåðãåòè-
÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñ n = 1 â íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå, õàðàêòå-
ðèçóåìîå íàòóðàëüíûì ÷èñëîì k. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ 
ýíåðãèè W = Wk – Wn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôîðìó-
ëå (14.12), Wk – Wn = Wèîí(1 / n2 – 1 / k2), ãäå Wèîí = 13,6 ýÂ. 
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Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( )
( )

2 2 2
ион ион ион

2

1 1 1 1 1 1

12,1 эВ 1
1 0,11 9,09 3, .

13,6 эВ 0,11

W W k k W W k W W

k k k N

= − ⇒ − = ⇒ = − =

= − = ⇒ = = ⇒ = ∈

Èç ñîñòîÿíèÿ ñ k = 3 âîçìîæåí ïðÿìîé ïåðåõîä â ñî-
ñòîÿíèå ñ n = 1 èëè n = 2, à òàêæå ïåðåõîä ñî âòîðîãî 
ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ íà ïåðâûé. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ëó÷èòñÿ òðè ñïåêòðàëüíûå ëèíèè. Ðàññ÷èòûâàåì ñîîò-
âåòñòâóþùèå äëèíû âîëí, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

( )

ион
, ион ,2 2 2 2

, 2 2
, ион

1 1 1 1

.
1 1

k n k n

k n
k n

W
h W

hn k n k
c ch

W n k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν = − ⇒ ν = − ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ λ = =
ν −

Ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ ñ k = 3 â ñîñòîÿíèå ñ n = 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ ñ äëèíîé âîëíû

( )
7

3,1 2
ион

1,03 10  м.
1 1 3

ch

W
−λ = = ⋅

−

Ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ ñ k = 3 â ñîñòîÿíèå ñ n = 2 ñîîò-
âåòñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ ñ äëèíîé âîëíû

( )
7

3,2 2 2
ион

6,6 10  м.
1 2 1 3

ch

W
−λ = = ⋅

−

Ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ ñ k = 2 â ñîñòîÿíèå ñ n = 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ ñ äëèíîé âîëíû

( )
7

2,1 2
ион

1,22 10  м.
1 1 2

ch

W
−λ = = ⋅

−

11. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíå ñ ÷àñòîòîé ω = 2  ⋅  1016 c–1, ìîäóëèðîâàí-
íîé ïî àìïëèòóäå ñ ÷àñòîòîé Ω = 2  ⋅  1015 c–1, ìåíÿåòñÿ 
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ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó: E = A(1 + cos Ωt) cos ωt, ãäå A — 
ïîñòîÿííàÿ. Îïðåäåëèòü ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ, âûáèâà-
åìûõ ýòîé âîëíîé èç àòîìîâ ãàçîîáðàçíîãî âîäîðîäà 
ñ ýíåðãèåé èîíèçàöèè Wèîí = 13,6 ýÂ.

Ð å ø å í è å
Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ:
( )

( ) ( )

1 cos cos cos cos cos

1 1
cos cos cos .

2 2

E A t t A t A t t

A t A t A t

= + Ω ω = ω + Ω ω =

= ω + ω− Ω + ω+ Ω

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëèðîâàííàÿ ïî àìïëèòóäå âîë-
íà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó òðåõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ 
âîëí ñ ÷àñòîòàìè ω, ω1 = (ω – Ω) è ω2 = (ω + Ω). Â ñîîòâåòñò-
âèè ñ ïîñòóëàòàìè Áîðà àòîì âîäîðîäà ìîæåò èçëó÷àòü 
è ïîãëîùàòü ýëåêòðîìàãíèòíóþ ýíåðãèþ òîëüêî îïðåäå-
ëåííûìè ïîðöèÿìè (êâàíòàìè). Âû÷èñëèì êâàíòû ýíåð-
ãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå íàéäåííûì ìîíîõðîìàòè÷åñêèì 
âîëíàì.

Äëÿ âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω

W = hν = hω / (2π) = 2,1  ⋅  10–18 Äæ.

Äëÿ âîëíû ñ ÷àñòîòîé 1ω = ω− Ω

181
1 1 1,89 10  Дж.

2
W h h −ω= ν = = ⋅

π

Äëÿ âîëíû ñ ÷àñòîòîé 2 Wω = ω+ Ω

182
2 2 2,31 10  Дж.

2
W h h −ω= ν = = ⋅

π

Ýíåðãèÿ èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà 

Wèîí = 13,6 ýÂ = 2,168  ⋅  10–18 Äæ, 

è, êàê âèäíî, îíà áîëüøå, ÷åì W è W1. Ïîýòîìó êâàí-
òû ñ ÷àñòîòàìè ω è (ω – Ω) íå ìîãóò èîíèçèðîâàòü àòîì 
âîäîðîäà. Èîíèçàöèþ âûçûâàåò òîëüêî êâàíò ñ ÷àñòîòîé 
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(ω + Ω), è ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ýíåðãèÿ âûáè-
òûõ ýòèì êâàíòîì ýëåêòðîíîâ

We = W2 – Wèîí = 0,142  ⋅  10–18 Äæ = 0,88 ýÂ.

12. Â ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå ðÿäîì ðàñïîëîæåíû òðè 
ýëåìåíòà X, Y, S. Ðàäèîàêòèâíûé èçîòîï ýëåìåí-
òà X ïðåâðàùàåòñÿ â ýëåìåíò Y, à òîò, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, — â ýëåìåíò S. Ïîñëåäíèé ïðåâðàùàåòñÿ â èçî-
òîï èñõîäíîãî ýëåìåíòà X. Êàêèìè ïðîöåññàìè îáó-
ñëîâëåíû ïåðåõîäû X → Y, Y → S, S → X?

Ð å ø å í è å
Çàðÿä ÿäðà ýëåìåíòà Y íà 1 ýëåìåíòàðíûé çàðÿä 

áîëüøå, ÷åì çàðÿä ÿäðà ýëåìåíòà X (ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
â ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå ýòè ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû ðÿ-
äîì). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä X → Y åñòü β-ðàñïàä. Ïî 
àíàëîãèè ïåðåõîä Y → S — òàêæå β-ðàñïàä. Â ïðîöåññå 
S → X çàðÿä ÿäðà óìåíüøàåòñÿ íà 2 ýëåìåíòàðíûõ çàðÿ-
äà, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî α-ðàñïàä.

13. ßäðî íåïòóíèÿ 237
93Np  ïîñëå α- è β-ðàñïàäîâ ïðå-

âðàùàåòñÿ â ÿäðî âèñìóòà 209
83Bi.  Êàêîå ÷èñëî α- 

è β-ðàñïàäîâ ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì?

Ð å ø å í è å
Â ðåçóëüòàòå ðàñïàäîâ ìàññîâîå ÷èñëî èçìåíÿåòñÿ 

íà 237 – 209 = 28 àòîìíûõ åäèíèö. Êàê èçâåñòíî, ïðè 
β-ðàñïàäå ìàññà ÿäðà íå èçìåíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èç-
ìåíåíèå ìàññîâîãî ÷èñëà ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò 
α-ðàñïàäîâ. Ïðè îäíîì α-ðàñïàäå ìàññîâîå ÷èñëî èçìåíÿ-
åòñÿ íà 4 àòîìíûå åäèíèöû, çíà÷èò, äîëæíî ïðîèçîéòè 
28 / 4 = 7 α-ðàñïàäîâ. Ïðè ýòîì çàðÿä ÿäðà äîëæåí óìåíü-
øèòüñÿ íà 7  ⋅  2 = 14 ýëåìåíòàðíûõ çàðÿäîâ. Â íàøåì 
ñëó÷àå óìåíüøåíèå çàðÿäà ÿäðà ðàâíî 93 – 83 = 10. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå β-ðàñïàäîâ çàðÿä óâåëè÷èëñÿ 
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íà 14 – 10 = 4 ýëåìåíòàðíûõ çàðÿäà. Òàê êàê ïðè îäíîì 
β-ðàñïàäå çàðÿä ÿäðà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ýëåìåíòàðíûé 
çàðÿä, òî äîëæíî ïðîèçîéòè 4 / 1 = 4 β-ðàñïàäà.

14. Àêòèâíîñòü ðàäèîàêòèâíîãî ïðåïàðàòà çà t1 = 24 ÷ 
óìåíüøèëàñü â âîñåìü ðàç. Íàéòè ïåðèîä ïîëóðàñïà-
äà T ýòîãî ïðåïàðàòà. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ ÷àñòü ðàäè-
îàêòèâíûõ ÿäåð ýòîãî ïðåïàðàòà ðàñïàäåòñÿ çà âðåìÿ, 
ðàâíîå ÷åòâåðòîé ÷àñòè ïåðèîäà ïîëóðàñïàäà.

Ð å ø å í è å
Êàê èçâåñòíî, àêòèâíîñòü ðàäèîàêòèâíîãî ïðåïàðàòà 

åñòü ÷èñëî ðàñïàäîâ â åäèíèöó âðåìåíè. Î÷åâèäíî, ÷òî 
÷èñëî ðàñïàäîâ ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó íåðàñïàâ-
øèõñÿ ÿäåð â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó èç óñëî-
âèÿ óìåíüøåíèÿ àêòèâíîñòè â âîñåìü ðàç ñëåäóåò, ÷òî âî 
ñòîëüêî æå ðàç óìåíüøèëîñü ÷èñëî íåðàñïàâøèõñÿ ÿäåð: 
N(t1). Èòàê, N0 / N(t1) = 8. Èç çàêîíà ðàäèîàêòèâíîãî ðàñ-
ïàäà ( ) t TN t N 1

1 0 2 ,−= ⋅  ãäå T — ïåðèîä ïîëóðàñïàäà. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

( )1 1
0 0

1 1

 2 8 2 8

3 3 8 ч.

t T t TN N

t T T t

−⋅ = ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ = =

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è ðàññìîòðèì ìî-
ìåíò âðåìåíè t2 = T / 4 îò íà÷àëà íàáëþäåíèÿ çà ïðåïà-
ðàòîì. Êîëè÷åñòâî íåðàñïàâøèõñÿ ÿäåð â ýòîò ìîìåíò 

( ) t TN t N N N1 4 42
2 0 0 02 2 2.− −= ⋅ = ⋅ =  Ñëåäîâàòåëüíî, ê ýòî-

ìó ìîìåíòó ðàñïàëîñü 

( ) ( )4 4
0 2 0 0 02 N 1 1 2N N N t N NΔ = − = − = −  ÿäåð.

Îòíîøåíèå ê íà÷àëüíîìó ÷èñëó ÿäåð 
4

0 1 1/ 2 0,16.N NΔ = − =
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15. Ðàäîí 222
86 Rn — ýòî α-ðàäèîàêòèâíûé ãàç ñ àòîìíîé 

ìàññîé A = 222. Êàêóþ äîëþ ïîëíîé ýíåðãèè, îñâîáî-
æäàåìîé ïðè ðàñïàäå ðàäîíà, óíîñèò α-÷àñòèöà? Ñ÷è-
òàòü, ÷òî äî ðàñïàäà ÿäðî ðàäîíà ïîêîèòñÿ.

Ð å ø å í è å
Ðàäîí ðàñïàäàåòñÿ íà α-÷àñòèöó è íåèçâåñòíûé ýëå-

ìåíò A
ZX  òàê: A

Z
222 4

86 2Rn He+ X.→
Ïî çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è ìàññîâîãî ÷èñëà 

ïîðÿäêîâûé íîìåð ýëåìåíòà Z = 86 – 2 = 84 è åãî àòîì-
íàÿ ìàññà A = 222 – 4 = 218. Â ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå íà-
õîäèì, ÷òî ýòèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëîíèé 218

84 Po,  
è îêîí÷àòåëüíî ðàñïàä ðàäîíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
222 4 218

86 2 84Rn He + Po.→
Ïóñòü m — ìàññà α-÷àñòèöû, à M — ìàññà ÿäðà ïîëî-

íèÿ, è vα è vÐî — ñîîòâåòñòâåííî èõ ñêîðîñòè ïîñëå ðàñ-
ïàäà. Íà÷àëüíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
ðàâåí íóëþ, êîíå÷íûé èìïóëüñ ðàâåí nvα – MvÐî (î÷åâèä-
íî, ÷òî α-÷àñòèöà è ÿäðî 218

84 Po  ðàçëåòàþòñÿ â ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû, îòñþäà è ïîÿâëÿåòñÿ çíàê «–»).

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà: 

amv Mv v v m MPo Po0 .α= − ⇒ =

Ýíåðãèÿ, êîòîðîé îáëàäàåò ñèñòåìà, ñêëàäûâàåòñÿ 
èç êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé α-÷àñòèöû è ïîëîíèÿ, ò. å. 
W mv Mv2 2

Po2 2.α= +  Ñëåäîâàòåëüíî, α-÷àñòèöà óíîñèò 
äîëþ ýíåðãèè

( )( )
( )( )( ) ( )

( )

2

2 2 2
Po Po

2

2 1

2 2 1

1 1 1 1

1 1 4 218 0,98, или 98%.

mv

mv Mv M m v v

M m m M m M

α

α α

= =
+ +

= + = + =

= + =
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16. Â êàëîðèìåòð ñ òåïëîåìêîñòüþ c = 100 Äæ/Ê ïîìåùåí 
îáðàçåö ðàäèîàêòèâíîãî êîáàëüòà ñ ìîëÿðíîé ìàññîé 
μ = 61  ⋅  10–3 êã/ìîëü. Ìàññà îáðàçöà m = 10 ìã. Ïðè 
ðàñïàäå îäíîãî ÿäðà êîáàëüòà âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ 
W = 2  ⋅  10–19 Äæ. ×åðåç âðåìÿ τ = 50 ìèí òåìïåðàòóðà 
êàëîðèìåòðà ïîâûñèëàñü íà Δt = 0,06 °C. Êàêîâ ïåðèîä 
ïîëóðàñïàäà êîáàëüòà?

Ð å ø å í è å
Ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû êàëîðèìåòðà îáóñëîâëåíî 

âûäåëåíèåì ýíåðãèè Q ïðè ðàñïàäå àòîìà êîáàëüòà. Ýòó 
ýíåðãèþ ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê Q = cΔt, à ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, êàê ΔNW, ãäå ΔN — ÷èñëî ðàñïàâøèõñÿ çà âðåìÿ 
τ ÿäåð, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà ðàäèîàêòèâíîãî 
ðàñïàäà 

ΔN = N0 – N(t) = N0 – N0  ⋅  2–t / T = N0(1 – 2–t / T), 

çäåñü N0 — ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíûõ 
àòîìîâ. Íàéäåì åãî, îïðåäåëèâ êîëè÷åñòâî âåùåñòâà 
ν = m / μ. Ñëåäîâàòåëüíî, N0 = NAν = NAm / μ, ãäå NA — ÷èñ-
ëî Àâîãàäðî.

Èòàê, èìååì óðàâíåíèå

( )( )A

A A
A

2
A

1 2

1 2 2 1

log 1 .

T

T T

c t NW c t N m W

c t c t c t
m N mW N mWN W

c t

T N mW

−τ

−τ −τ

Δ = Δ ⇒ Δ = μ − ⇒

Δ Δ μ Δ μ⇒ − = = ⇒ = − ⇒

μ
⎛ ⎞τ Δ μ⇒ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

T = –τ / log2(1 – cΔtμ / (NAmW)) ≈ 5700 c ≈ 95 ìèí.

17. Íàïèñàòü íåäîñòàþùèå îáîçíà÷åíèÿ â ÿäåðíîé ðåàê-
öèè 41 44 1

19 20 1K + ... Ca H. → +
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Ð å ø å í è å
Ïðè ïðîòåêàíèè ÿäåðíûõ ðåàêöèé âûïîëíÿåòñÿ çàêîí 

ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è ìàññîâûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, çà-
ðÿä íåèçâåñòíîãî ÿäðà â ëåâîé ÷àñòè ÿäåðíîé ðåàêöèè 
Z = (20 + 1) – 18 = 2, à ìàññîâîå ÷èñëî A = (44 + 1) – 41 = 4. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåèçâåñòíîå ÿäðî — ÿäðî àòîìà ãåëèÿ 
4
2He  (α-÷àñòèöà). ßäåðíàÿ ðåàêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

41 4 44 1
19 2 20 1K + He Ca H.→ +

18. Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ñâÿçè ÿäðà àòîìà àëþìèíèÿ.

Ð å ø å í è å
Íàïîìíèì, ÷òî â àòîìíîé ôèçèêå ìàññà âûðàæà-

åòñÿ â àòîìíûõ åäèíèöàõ ìàññû, ïðè÷åì 1 à.å.ì. = 
= 1,6606  ⋅   10 –27 êã, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ýíåðãèÿ:

W = mc2 = 1,6606  ⋅  10–27 êã (3  ⋅  108 ì/ñ)2 =
= 14,9454  ⋅  10–9 Äæ = 931 ÌýÂ.

ßäðî 27
13 Al  ñîäåðæèò Z = 13 ïðîòîíîâ è N = A – Z = 14 

íåéòðîíîâ. Ìàññà ïðîòîíà ñîñòàâëÿåò 1,0078 à.å.ì., 
à ìàññà íåéòðîíà — 1,0087 à.å.ì. Ìàññà âñåõ íóêëîíîâ 
ÿäðà ðàâíà (13  ⋅  1,0078 + 13  ⋅  1,0087) à.å.ì = 27,2232 à.å.ì.

Ìàññà ÿäðà 27
13 Al 26,9815 а.е.м.−  

Äåôåêò ìàññ Δm = (27,2232 – 26,9815) = 0,2417 à.å.ì.
Ýíåðãèÿ ñâÿçè Wñâ = Δm  ⋅  W = 0,2417  ⋅  931 = 225 ÌýÂ.

19. Êàêîå êîëè÷åñòâî 235
92U  ðàñõîäóåòñÿ â ñóòêè íà àòîì-

íîé ýëåêòðîñòàíöèè ìîùíîñòüþ P = 5  ⋅  103 êÂò? Êî-
ýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ η = 17%. Ïðè ðàñïàäå 
îäíîãî ÿäðà 235

92U  âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ W0 = 200 ÌýÂ.

Ð å ø å í è å
Çà ñóòêè ýëåêòðîñòàíöèÿ âûðàáàòûâàåò ïîëåçíóþ 

ýíåðãèþ Wï = Pt, ãäå t = 24 ÷ = 86 400 ñ. Çàòðà÷åííàÿ ýíåð-
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ãèÿ Wç — ýòî ýíåðãèÿ, âûäåëèâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå 
óïðàâëÿåìîé öåïíîé ðåàêöèè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò 
ðàñïàä ÿäåð óðàíà 235

92U.  Ïóñòü çà ñóòêè ðàñõîäóåòñÿ ìàñ-

ñà m óðàíà. Â íåé ñîäåðæèòñÿ A

m
N N=

μ
 àòîìîâ; çäåñü 

μ = 235  ⋅  10–3 êã/ìîëü — ìîëÿðíàÿ ìàññà, NA = 6,02  ⋅  1023 
1/ìîëü — ÷èñëî Àâîãàäðî. Ñëåäîâàòåëüíî, çà ñóòêè âû-

äåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ з 0 A 0.
m

W NW N W= =
μ

 Èç îïðåäåëåíèÿ 
ÊÏÄ

п
A 0

з A 0

0,031 кг.
W Ptm

Pt N W m
W N W

μ⎛ ⎞η = = ⇒ = =⎜ ⎟μ η⎝ ⎠

20. Òåðìîÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ p2 3 4 1
1 2 2 1H+ He He→ +  èäåò ñ âû-

äåëåíèåì ýíåðãèè Q1 = 18,4 ÌýÂ. Êàêàÿ ýíåðãèÿ âûäå-
ëÿåòñÿ â ðåàêöèè 3 3 4 1

2 2 2 1He+ He He 2 ,p→ +  åñëè äåôåêò 
ìàññ ÿäðà 3

2He  íà Δm = 0,006 à.å.ì. áîëüøå, ÷åì 
ó ÿäðà 2

1H?  Êàêàÿ ýíåðãèÿ âûäåëèòñÿ âî âòîðîé ðå-
àêöèè ïðè ñèíòåçå 1 êã ãåëèÿ?

Ð å ø å í è å

Ïóñòü mp — ìàññà ïðîòîíà, mn — ìàññà íåéòðîíà, 
m1 — ìàññà ÿäðà 3

2He,  m2 — ìàññà ÿäðà 2
1H.  Äåôåêò 

ìàññ ó ÿäðà 3
2He,  ñîäåðæàùåãî 2 ïðîòîíà è 1 íåéòðîí, 

Δm1 = (2mp + mn) – m1. Äåôåêò ìàññ ó ÿäðà 2
1H,  ñîäåðæàùå-

ãî 1 ïðîòîí è 1 íåéòðîí, Δm2 = (2mp + mn) – m2. Ïî óñëî-
âèþ çàäà÷è Δm = Δm1 – Δm2 = (2mp + mn) – m1 – (mp + mn) + m2 =
 = mp – (m1 – m2).

Ñëåäîâàòåëüíî, m1 – m2 = mp – Δm.
Ïóñòü m3 — ìàññà ÿäðà ãåëèÿ 4

2He,  òîãäà ýíåðãåòè-
÷åñêèé âûõîä ïåðâîé ÿäåðíîé ðåàêöèè Q1 = ((m1 + m2) – 
– (m3 + mp))c2. Ýíåðãåòè÷åñêèé âûõîä âòîðîé ÿäåðíîé ðå-
àêöèè Q2 = (2m1 – (m3 + 2mp))c2. Ñëåäîâàòåëüíî, Q2 – Q1 = 
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= ((m1 – m2) – mp)c2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m1 – m2 = mp – Δm, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî Q2 – Q1 = – Δmc2. Îòñþäà Q2 = Q1 – Δmc2. 
Òàê êàê 1 à.å.ì. ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ 931 ÌýÂ, òî 
Δmc2 = 0,006  ⋅  931 = 5,6 ÌýÂ.

Èòàê, âî âòîðîé ðåàêöèè ïðè ñèíòåçå îäíîãî ÿäðà ãå-
ëèÿ 4

2He  âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ Q2 = 18,4 – 5,6 = 12,8 ÌýÂ. 
1 êã ãåëèÿ ñîäåðæèò ν = 1 êã / (4  ⋅  10–3 êã/ìîëü) = 0,25  ⋅  103 
ìîëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò N = νNA = 0,25  ⋅  103  ×  
×  6,02  ⋅  1023 = 1,5  ⋅  1026 àòîìîâ ãåëèÿ. Ïîýòîìó ïðè ñèíòåçå 
1 êã ãåëèÿ âî âòîðîé ðåàêöèè âûäåëèòñÿ ýíåðãèÿ

W = Q2N = 19,2  ⋅  1026 ÌýÂ = 19,2  ⋅  1032 ýÂ = 3,1  ⋅  1014 Äæ.

21. Ïðè ðàñïàäå íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû îáðàçîâàëîñü äâà 
ôîòîíà, ëåòÿùèõ ïîä óãëàìè α è β ê íàïðàâëåíèþ 
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðàñïàâøåé-
ñÿ ÷àñòèöû (ñì. ðèñ. 290).

Ðèñ. 290

Ð å ø å í è å
Ïóñòü W0 — ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, à W1 è W2 — ýíåðãèè 

îáðàçîâàâøèõñÿ ôîòîíîâ. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè 
W0 = W1 + W2. Ïóñòü ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû m0, òîãäà

( )W m c v c
22

0 0 1 ,= −

ãäå v — ñêîðîñòü ÷àñòèöû.
Ïðè ðàñïàäå ÷àñòèöû âûïîëíÿåòñÿ òàêæå çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ èìïóëüñà. Åñëè p0

�
 — èìïóëüñ ÷àñòèöû, à p1

�
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è p2

�
 — èìïóëüñû ôîòîíîâ, òî âûïîëíÿåòñÿ âåêòîðíîå 

ðàâåíñòâî p p p0 1 2.= +� � �
 Ââåäåì êîîðäèíàòíûå îñè X è Y, 

êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 290, è ñïðîåöèðóåì âåêòîðíîå ðà-
âåíñòâî íà ýòè îñè. Ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ: ïî îñè Y 
p1  sin α – p2 sin β = 0, ïî îñè X: p0 = p1 cos α + p2 cos β. Îòìå-

òèì, ÷òî ( )p m v v c
2

0 0 1 ,= −  à èìïóëüñû ôîòîíîâ ðàâíû 

p1 = W1 / c è p2 = W2 / c. Ïîñëå ïîäñòàíîâîê ïîëó÷àåì ñèñ-
òåìó èç òðåõ óðàâíåíèé:

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

1 2 0

1 2

1 2 0

22
1 2 0

1 2

2

1 2 0

,

sin sin ,

cos cos ,

1 ,

sin sin ,

cos cos 1 .

W W W

W c W c

W c W c p

W W m c v c

W W

W W m vc v c

⎧ + =
⎪ α = β ⇒⎨
⎪ α + β =⎩

⎧ + = −⎪
⎪⇒ α = β⎨
⎪
⎪ α + β = −⎩

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ W2 = W1 sin α / sin β. Ïîäñòàâëÿÿ 
ýòî â òðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
1 1 2

0
1 2

0 0
1 12 2

0
2

2 2

sin
cos cos

sin 1

sin cos sin cos

sin 1

sin sin

sin sin1 1

sin
.

sin1

m vc
W W

v c

m vc
W

v c

m vc m vc
W W

v c v c

m cv
W

v c

αα + β = ⇒
β −

β α + α β⇒ = ⇒
β −

α + β β⇒ = ⇒ = ⇒
β α + β− −

α⇒ =
α + β−
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå 
ñèñòåìû, íàõîäèì

( ) ( )
( )

( )
( )

2
0 0

2 2
sin sin

1 sin 1

sin
.

sin sin

m cv m c

v c v c

c
v

α + β = ⇒
− α + β −

α + β
⇒ =

α + β
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