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Метод — это ключ к вратам познания.
От авторов

ПРЕДИСЛОВИЕ

Дорогие ребята!

Надеемся, что вы обратили внимание на то, что геометрия обладает гро-
мадным потенциалом для развития мышления человека, и с пользой для
себя воспользовались этим потенциалом. В этом году вы познакомитесь
с новыми темами:

1. Замечательные точки треугольника. Вписанные и описанные четы-
рехугольники. Новые сведения о тригонометрическом методе: решение
произвольного треугольника.

2. Метод геометрических преобразований.
3. Правильные многоугольники. Длина окружности. Площадь круга.
Первая тема данного факультативного курса примечательна во многих

отношениях. Прежде всего тем, что в ней применяются различные матема-
тические методы, известные из предыдущих классов, — в новых условиях,
на новом материале. С введением теорем косинусов и синусов для произ-
вольного треугольника существенно будут расширены ваши представления
о тригонометрическом методе. В этой теме еще раз обратимся к одному из
наиболее сильных геометрических методов — методу подобия. В определен-
ной мере получат завершение в данной теме сведения о треугольнике и четы-
рехугольнике: они будут рассматриваться в комбинации с окружностью.
Комбинации фигур всегда приводят к наиболее интересным задачам школь-
ной геометрии и предоставляют исключительные возможности для углуб-
ления знаний и развития геометрического мышления.

Метод геометрических преобразований — новый метод, с которым вы
познакомитесь во второй теме. Эта тема для школьной геометрии действи-
тельно обладает большой новизной. Вы познакомитесь с двумя видами
геометрических преобразований. Одни из них сохраняют расстояния меж-
ду точками (они называются движениями), другие — изменяют расстоя-
ния и сохраняют только их отношение (они называются преобразования-
ми подобия). Необходимо иметь в виду, что геометрические преобразова-
ния — это и новая тема, и новый математический метод, и новый способ
мышления. В предыдущих темах геометрические фигуры рассматрива-
лись неподвижными, статичными. Геометрические преобразования при-
водят к рассмотрению фигур в динамике: они показывают, каким образом
из одной фигуры получается другая фигура, чем-то похожая на первую
и в то же время существенно отличающаяся от нее. Эта тема дает уникаль-
ную возможность познакомиться с современной геометрической наукой, ее
идеями и методами.

Не менее интересной является и третья тема. Ее можно рассматривать
как первую попытку ознакомления с методами математического анализа,
элементы которых вы будете изучать в старших классах.

Надеемся, что вы узнаете в этом году много полезного и интересного.

— 3 —
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ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ ТРЕУГОЛЬНИКА
И ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА.
НОВЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО МЕТОДА:
РЕШЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

§ 1. Замечательные точки треугольника:
разнообразие геометрических методов

1.1. Теория
О геометрическом методе обычно говорят в тех случаях, когда до-
казательства теорем и решения задач не используют аналитические

(вычислительные) методы. При рассмот-
рении замечательных точек треуголь-
ника этот метод выражается в примене-
нии свойств средней линии треугольника,
параллелограмма, серединного перпен-
дикуляра к отрезку, биссектрисы угла
и т. д. В свою очередь свойства замеча-
тельных точек, которые мы сейчас рас-
смотрим, существенно обогатят геомет-
рический метод.

С некоторыми замечательными точ-
ками треугольника вы знакомились в пре-
дыдущих классах при решении задач
(с точками пересечения медиан, бис-
сектрис, прямых, на которых лежат вы-
соты). Систематизируем и дополним
эти сведения.

Если окружность (рис. 1) проходит
через все вершины многоугольни-
ка, то она называется описанной
около многоугольника (многоуголь-
ник называется вписанным в окруж-
ность).

— 4 —

Рис. 1

Рис. 2

Тема 1
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Если окружность (рис. 2) касается всех сторон многоугольника,
то она называется вписанной в многоугольник (многоугольник на-
зывается описанным около окружности).
Теоремы 1

О центроиде треугольника

1. Медианы треугольника пересекаются в одной точке (назы-
ваемой центроидом треугольника). В точке пересечения ме-
дианы делятся в отношении 2 : 1 считая от вершины.
О центре описанной окружности

2. Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пе-
ресекаются в одной точке, которая является центром описан-
ной окружности.
3. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, ко-
торая является центром вписанной окружности.
4. Высоты треугольника (или их продолжения) пересекаются
в одной точке (называемой ортоцентром треугольника).

Доказательства. 1. 1) Рассмотрим вначале только две медианы АА1

и ВВ1 (рис. 3). Пусть М — точка их пересечения. Докажем, что точка
М делит каждую из этих медиан в отношении 2 : 1 считая от вершин
треугольника.

Пусть А2 и В2 — середины соответст-
венно отрезков АМ и ВМ.

Так как А1В1 и А2В2 — средние ли-
нии соответственно треугольников АВС
и АВМ, то

А B АB

A B AB
А B A B1 1

2 2

1 1 2 2

| | ,

| |
| | ,
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Þ (1)

А B АB
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2 2

1 1 2 2
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2
1
2

=

=

ü
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ï

þ
ï

Þ =
,

; (2)

2) из (1) и (2) следует, что четырехугольник А2 В2 А1 В1 — парал-
лелограмм, а точка М — точка пересечения его диагоналей;

3) по свойству диагоналей параллелограмма

В1М = МВ2, А1М = МА2;

— 5 —

Рис. 3
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4) тогда, учитывая, что ВВ2 = В2М и АА2 = А2М, будем иметь: ВВ2 =
= В2М = МВ1, АА2 = А2М = МА1. Следовательно, точка М делит медиа-
ны АА1 и ВВ1 в отношении 2 : 1 считая от вершин треугольника;

5) если бы мы рассмотрели другую пару медиан, например АА1

и СС1, то пришли бы к такому же выводу: медианы АА1 и СС1 пересе-
каются в точке, которая делит медиану АА1 в таком же отношении
2 : 1. Это означает, что медиана СС1 проходит через ту же точку М;

6) итак, все три медианы пересекаются в одной точке и делятся
этой точкой в постоянном отношении 2 : 1 считая от вершин тре-
угольника.

2. 1) Проведем сначала два серединных перпендикуляра s1 и s2

соответственно к сторонам АВ и ВС (рис. 4). Пусть О — точка их пе-
ресечения. Докажем, что третий серединный перпендикуляр (к сто-
роне АС) пройдет через полученную точку О.

Воспользуемся свойством точек, принадлежащих серединному пер-
пендикуляру:

O s AO OB

O s BO OC
AO OC

Î Þ =
Î Þ =

ü
ý
þ

Þ =1

2

,
;

2) если точка О равноудалена от кон-
цов отрезка АС, то она принадлежит
серединному перпендикуляру этого от-
резка (применяем обратную теорему):
АО = ОС Þ О Î s3;

3) итак, все три серединных перпен-
дикуляра s1, s2 и s3 пересекаются в од-
ной точке — точке О;

4) так как ОА = ОВ = ОС, то окруж-
ность с центром О и радиусом, равным
ОА, пройдет через все вершины данно-
го треугольника. Значит, точка О явля-
ется центром описанной окружности.

3. 1) Проведем сначала две биссек-
трисы l1 и l2 соответственно углов А и В
(рис. 5). Пусть О — точка их пересече-
ния. Докажем, что биссектриса l3 уг-
ла С также пройдет через точку О.

Воспользуемся свойством точек, при-
надлежащих биссектрисе угла. Для этого

— 6 —

Рис. 4

Рис. 5
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из точки О проведем перпендикуляры ОР1, ОР2 и ОР3 к сторонам
треугольника. Имеем:

O l OP OP

O l OP OP
OP OP

Î Þ =
Î Þ =

ü
ý
þ

Þ =1 1 3

2 1 2

3 2

,
;

2) на основании обратного утверждения (если внутренняя точка
угла равноудалена от сторон угла, то она принадлежит биссектрисе
этого угла): ОР3 = ОР2 Þ О Î l3;

3) итак, все три биссектрисы пересекаются в одной точке — точке О;
4) проведем теперь окружность с центром О и радиусом, равным

ОР1. Эта окружность пройдет через точки Р1, Р2 и Р3;
5) получаем, что сторона АВ перпендикулярна к радиусу окруж-

ности в его конце, лежащем на окружности. Поэтому АВ — каса-
тельная к окружности (аналогично устанавливаем, что ВС и АС —
касательные к окружности);

6) итак, окружность с центром О и радиусом ОР1 является впи-
санной окружностью.

4. 1) пусть h1, h2 и h3 — высоты данного DАВС (или их продолже-
ния). Построим DDEK, стороны которого параллельны сторонам
данного треугольника (рис. 6).

В получившейся фигуре выделим три параллелограмма: ABCK,
ADBC и ABEC;

2) из первых двух параллелограм-
мов имеем:

AD BC

AK BC
AD AK

=
=

ü
ý
þ

Þ =
,

, (1)

h BC

BC AK
h DK1

1

^ ü
ý
þ

Þ ^
,

| |
; (2)

3) из (1) и (2) следует, что h1 — се-
рединный перпендикуляр к стороне
DK DDEK;

4) аналогично получаем, что h2 и h3 — серединные перпендикуля-
ры к сторонам DE и EK этого треугольника;

5) только что было доказано, что серединные перпендикуляры
(h1, h2 и h3 к сторонам DDEK) пересекаются в одной точке. Обозна-
чим ее буквой H;

— 7 —

Рис. 6
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6) итак, доказано, что высоты DАВС (или их продолжения) пере-
секаются в одной точке H.

Замечание. Рассмотренные точки (центроид, центры описанной
и вписанной окружностей, ортоцентр) называются замечательными точ-
ками треугольника. Существуют и другие замечательные точки треуголь-
ника.

1.2. Примеры решения задач
Задача 1. Пусть DАВС — равносторонний, М — центроид тре-
угольника, ВВ1 — медиана, МВ1 = 3 см. Найдите сторону тре-
угольника.

Решение.
1) По свойству медиан треугольни-

ка (рис. 7) ВМ = 2МВ1 = 6 см. Тогда ме-
диана ВВ1 = 6 + 3 = 9 см;

2) в равностороннем треугольнике
если АВ1 = x, то АВ = 2x;

3) применим к DАВВ1 теорему Пи-
фагора:

(2х)2 – х2 = 92,
3х2 = 81,
х2 = 27,

х = 27 3 3= ,
АВ = 2х = 6 3.

Ответ: 6 3 см.

Задача 2. Пусть DАВС — равнобедренный,

АВ = ВС = с, cos А = 3
8

. Найдите медианы

треугольника (рис. 8).

Решение.
1) Найдем медиану ВВ1 из прямоугольно-

го DАВВ1, предварительно отыскав sin A:

sin A = 1 1 3
8

5
8

2- = - =cos A ,

BB
АB

A BB m AB A c c
b

1
1

5
8 2

5
2

= Þ = = = =sin sin ;

— 8 —

Рис. 7

Рис. 8
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2) для нахождения медианы АА1 найдем вначале отрезок АМ —
часть искомой медианы. Для этого рассмотрим DАМВ1.

В нем:

МВ1 = 1
3

ВВ1 = c
6

5
2

,

AB1 = АВcos A = c cos А c= 3
8

(из DАВВ1),

АМ = AB MB c c c c
1
2

1
2

2 2 23
8

5
72

4
9

2
3

+ = + = = ;

3) тогда АА1 = 3
2

3
2

2
3

АМ c c= × = .

Ответ: ma = mc = c, mb =
c
2

5
2

.

Задача 3. В условиях задачи 2 найдите высоты DАВС (рис. 9).

Решение.

1) ВВ1 = hb = c
2

5
2

;

2) из DАА1С:
АА
АC

A1 = Þsin

Þ = =АА АС A c1 2 3
8

sin × 5
8

= c 15
4

.

Ответ: ha = hc = c 15
4

, hb = c
2

5
2

.

Задача 4. Пусть DАВС — равнобедренный,

АВ = ВС = с, Ð =А a. Найдите биссектрисы
DАВС (рис. 10).

Решение.
1) ВВ1 = lb = csin a;
2) найти сразу биссектрису АА1 из DАА1С

(он не прямоугольный) пока затруднительно.
Для получения прямоугольных треугольни-
ков проведем высоту АK. Применим тригоно-
метрический метод. Из прямоугольного тре-
угольника АВK имеем:

АK = АВ sin B = c sin (180° – 2a) = csin 2a;

— 9 —

Рис. 9

Рис. 10
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3) учтем, что ÐАА1K = 180°- +æ
èç

ö
ø÷

a a
2

;

4) тогда АK
АА1

180 3
2

3
2

= ° -æ
èç

ö
ø÷

=sin sina a Þ

Þ АА1 = AK c

sin

sin

sin
.

3
2

2
3
2

a

a

a
=

Ответ: la = lc = csin

sin

2
3
2

a

a
, lb = csin a.

Задача 5. В условиях задачи 4 найдите радиус описанной окружно-
сти (рис. 11).

Решение.
1) Центр О описанной окружности —

точка пересечения двух серединных пер-
пендикуляров к сторонам АС и АВ:
О = ВВ1 I s;

2) ÐАВВ1 = 90°– a;
3) из DKВО: BK

BO
= °- =cos( )90 a

= sin a Þ
c

R
2 = sin a Þ =R c

2 sin a
.

Ответ: c
2sina

.

Задача 6. В условиях задачи 4 найдите ра-
диус вписанной окружности.

Решение.

1) ÐОАВ1 = a
2

(рис. 12);

2) из DАОВ1:
OB
AB

1

1 2
= Þtg a

Þ = Þ =r
c

r c
cos

cos .
a

a a atg tg
2 2

Ответ: ccos a atg
2

.

— 10 —

A

B

СB
1

α

K

O

R

с

2

90°− α

s

Рис. 11

A

B

СB
1

α

с
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Задача 7. В условиях задачи 4 найдите площадь DАВС (см. рис. 8).

Решение.

Имеем: S АC BB= ×1
2 1 = × × =1

2
2 1

2
22c c ccos sin sina a a.

Ответ: 1
2

22c sin a.

Обратимся к конструктивным методам в геометрии — решению
задач на построение.

Задача 8. Постройте DАВС, зная сторону АС = b и две медианы
АА1 = ma и СС1= mc (рис. 13).
1. Анализ (поиск решения). 1) Допустим, что искомый DАВС по-

строен. В нем: АС = b, АА1 = ma и СС1 = mc. Пусть М — центроид DАВС.
Больше всего известных элементов
в DАМС: АС = b, АМ =

2
3

ma, CM = 2
3

mc.

Этот треугольник может быть построен
по трем сторонам;

2) продолжив медиану МВ1 DАМС
и, отложив на продолжении отрезок
МВ = 2МВ1, получим вершину В DАВС;

3) итак, построив DАМС, затем вер-
шину В, построим DАВС.

2. Построение. Строим:
1) DАМС: АС = b, АМ =

2
3

ma , CМ =
2
3

mc ;

2) В1 — середину стороны АС;
3) В: В Î МВ1, МВ = 2МВ1; DАВС — искомый.
3. Доказательство. Имеем: ВВ1 — медиана DАВС и ВМ : МВ1 = 2 : 1.

Значит, М — центроид DАВС.
Тогда АА1 и СС1 — медианы этого треугольника. Эти медианы имеют

заданную длину: АА1 = 3
2

АМ = 3
2

2
3

× ma = ma, CC1 = 3
2

CM = 3
2

2
3

× mc = mc.

Итак, DАВС — искомый. В нем АС = b, АА1 = ma, CC1 = mc.
4. Исследование. DАВС будет существовать, если существует DАМС.

Последний треугольник существует при условии
2
3

2
3

m ma c-½
½

½
½

< b < 2
3

2
3

m ma c+ .

При этом условии задача имеет единственное решение.
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Рис. 13
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Задача 9. Постройте треугольник по двум
сторонам и медиане, выходящим из од-
ной вершины (рис. 14).

1. Анализ (поиск решения). Пусть ис-
комый DАВС построен: в нем АВ = с, ВС =
= а, ВВ1 = mb — медиана. При решении за-
дач, в которых дается медиана, часто по-
могает следующий прием: продолжим ме-
диану ВВ1 за точку В1 и на продолжении
отложим отрезок В1В2 = ВВ1. Четырехуголь-
ник АВСВ2 — параллелограмм (в нем ди-
агонали в точке пересечения делятся по-

полам). Тогда СВ2 = с. Получили DВСВ2, в котором известны все его
стороны: ВВ2 = 2mb, ВС = а, СВ2 = с. Построив DВСВ2, нетрудно по-
строить DАВС (как?).

2—3. Построение и доказательство проведите самостоятельно.
4. Исследование. Задача имеет решение, причем единственное

при условии (см. DВСВ2): | |а c- < 2mb < a + c.

§ 2. Вписанные и описанные четырехугольники

2.1. Теория
Угол, вершина которого лежит на окружности, а стороны пересе-
кают эту окружность, называется вписанным в окружность.

На рисунке 15, а—в ÐАВС является углом, вписанным в окруж-
ность. Говорят, что этот угол опирается на дугу АС. По существу,
вписанный угол всегда надо рассматривать вместе с дугой, на кото-
рую он опирается!
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Теоремы 2

Доказательства. 1. 1-й случай: сторона угла проходит через центр
окружности (см. рис. 15, а).

1) Нужно доказать, что ÐАВС измеряется половиной ÈАС,
т. е. градусная мера ÐАВС в два раза меньше градусной меры ÈАС.

Рассмотрим ÐАОС: этот угол центральный, он измеряется ду-
гой АС;

2) ÐАОС — внешний угол DАВО. Поэтому ÐАОС = ÐОАВ + ÐОВА;
3) так как ОА = ОВ (как радиусы окружности), то DАВО — равно-

бедренный. Поэтому ÐОАВ = Ð АВО;
4) отсюда ÐАОС = ÐОАВ + ÐОВА = 2ÐАВО = 2ÐАВС;

5) следовательно, ÐАВС = 1
2

ÐАОС. Поэтому ÐАВС измеряется

половиной ÈАС.

Возможны еще два случая, которые сводятся к первому.

2-й случай: центр окружно-
сти лежит внутри угла
(рис. 15, б).

Имеем:
ÐАВС = ÐАBD + ÐCBD.
Поэтому ÐАВС измеряется

1
2

ÈAD + 1
2

ÈDC =

= 1
2

(ÈAD + ÈDC) = 1
2

ÈAC.

3-й случай: центр окружно-
сти лежит вне данного угла
(рис. 15, в).

Имеем:
ÐАВС = ÐАBD – ÐCBD.
Поэтому ÐАВС измеряется

1
2

ÈAD – 1
2

ÈDC =

= 1
2

(ÈAD – ÈDC) = 1
2

ÈAC.

2. а) Пусть четырехугольник АВСD вписан в окружность (рис. 16).
Докажем, что ÐА + ÐС = ÐВ + ÐD = 180°. В самом деле:

1) ÐА — вписанный, поэтому он измеряется 1
2

ÈBCD;

— 13 —

1. Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он
опирается.

2. Четырехугольник является вписанным тогда и только тогда,
когда сумма его противоположных углов равна 180°.

3. Четырехугольник является описанным тогда и только тогда,
когда суммы его противоположных сторон равны.
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2) ÐС — также вписанный, поэтому

он измеряется 1
2

ÈDAB;

3) сумма ÐА + ÐС измеряется дугой,
равной половине всей окружности;

4) следовательно, ÐА + ÐС = 180°;
5) аналогично: ÐВ + ÐD = 180°.
б) Обратное утверждение. Пусть

ÐА + ÐС = 180°, ÐВ + ÐD = 180°.

Докажем, что около такого четырех-
угольника можно описать окружность:

1) Через точки А, В и С проведем окружность. Выясним, пройдет
ли эта окружность через вершину D. Допустим, что окружность
АВС через вершину D не проходит, причем возможны два случая:
а) D лежит внутри окружности АВС (рис. 17); б) D лежит вне этой
окружности (рис. 18);

2) в обоих случаях можно построить четырехугольник АВСЕ,
вписанный в окружность АВС;

3) для каждого случая имеем:
Ð + Ð = °
Ð + Ð = °

B D

B E

180

180

— по условию,
— по прямой теореме

ü
ý
þ

Þ Ð = ÐD E;

4) с другой стороны, в первом случае ÐD > ÐE — по свойству
внешнего угла треугольника (ÐD — внешний угол DСDЕ); во вто-
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ром случае ÐE > ÐD (здесь ÐE — внешний угол DСDЕ). Оба неравен-
ства противоречат полученному в п. 3 равенству ÐD = ÐE;

5) полученное противоречие означает, что окружность АВС про-
ходит через вершину D и, значит, около
четырехугольника АВСD можно опи-
сать окружность.

3. а) Пусть четырехугольник АВСD
описан около окружности (рис. 19). До-
кажем, что АВ + СD = АD + ВС.

1) Воспользуемся равенством от-
резков касательных, проведенных к ок-
ружности из одной точки. На основа-
нии этого свойства: АР = АK, ВР = ВМ,
СМ = СN, DN = DK;

2) тогда (равные отрезки подчеркну-
ли одинаковыми линиями):

AB CD AP BP CN DN

AD BC AK DK BM CM

+ = + + +

+ = + + +

ü
ý
ï--

--

,
~~~~

~~~~ þï
Þ + = +AB CD AD BC .

б) Обратное утверждение. Пусть АВ + СD = BC + AD. Докажем,
что в четырехугольник АВСD можно вписать окружность.

1) Построим окружность, касающуюся трех сторон АВ, BC и СD
(центр этой окружности находится в точке пересечения биссектрис
углов В и С). Докажем, что эта окружность будет касаться четвер-
той стороны — AD. Допустим (рассуждаем методом от противного),
что эта окружность не касается стороны AD, при этом возможны два
случая, показанные на рисунках 20 и 21;
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Рис. 19

Рис. 20 Рис. 21
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2) в обоих случаях можно построить четырехугольник АВСЕ,
в который указанная окружность будет вписана;

3) в первом случае имеем:
AB + CE + ED = BC + AD (по условию)

–
AB + CE = BC + AЕ (по прямой теореме)

ED = AD – AE;
4) но этого быть не может: в DADЕ сторона ED должна быть боль-

ше разности двух других его сторон. К аналогичному противоречию
приводит и второй случай;

5) следовательно, допущение о том, что сторона AD не касается
указанной выше окружности, неверно. Значит, сторона AD касается
этой окружности, которая оказывается искомой — вписанной в че-
тырехугольник АВСD.

2.2. Углы, связанные с окружностью.
Касающиеся окружности
Рассмотрим еще некоторые углы, измерение которых проводится
при помощи дуг окружности. Такими углами являются углы с вер-
шиной внутри или вне окружности (рис. 22 и 23) и угол, образован-
ный касательной и хордой (рис. 24). Приведем следующие опреде-
ления.

Пусть АВ (см. рис. 24) — касательная к окружности, АС — хорда
окружности. Угол ВАС называется углом, образованным касатель-
ной и хордой.

Две окружности называются касательными друг к другу, если
они имеют единственную общую точку (рис. 25 и 26).
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Общая точка называется точкой касания. Если одна из окружно-
стей расположена внутри другой, то касание называется внутрен-
ним, в противном случае — внешним.

Если прямая проходит через центры двух окружностей, то она
называется линией центров этих окружностей.

Следствия.
1. Угол, вершина которого находится внутри окружности, изме-

ряется полусуммой дуг, заключенных между его сторонами и их про-
должениями.

2. Угол, вершина которого находится вне окружности, а стороны
пересекают эту окружность, измеряется полуразностью дуг, за-
ключенных между его сторонами.

3. Угол, образованный касательной и хордой, измеряется полови-
ной дуги, заключенной между его сторонами.

4. Точка касания двух окружностей лежит на линии центров.

Доказательства. 1. 1) Вершина ÐВАС лежит внутри окружности
(см. рис. 22). Требуется доказать, что этот угол измеряется полу-
суммой дуг ВС и DE. Для доказательства проведем хорду ЕС. Угол
ВАС является внешним углом DАСЕ. Поэтому ÐВАС = ÐЕ + ÐС;

2) но углы Е и С измеряются соответственно 1
2

ÈВC и 1
2

ÈDE;

3) поэтому ÐВАС измеряется полусуммой дуг ВС и DE.
2. 1) Вершина ÐВАС лежит вне окружности (cм. рис. 23). Дока-

жем, что этот угол измеряется полуразностью дуг ВС и DE. Для до-
казательства проведем хорду DС. Угол ВDС является внешним уг-
лом DАСD. Поэтому ÐА = ÐВDС – ÐАСD;

2) но углы ВDС и АСD как вписанные измеряются соответствен-
но половинами дуг ВС и DE;

3) поэтому ÐВАС измеряется полуразностью дуг ВС и DE.
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Рис. 25 Рис. 26
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3. 1) Докажем, что ÐВАС (см. рис. 24) измеряется половиной
ÈАС. В обозначениях, указанных на рисунке, имеем: х = 90° – у,
z = 180° – 2y;

2) если ÐВАС в 2 раза меньше центрального ÐАОС и ÐАОС из-
меряется ÈАС, то ÐВАС измеряется 1

2
ÈАС.

4. Обратимся вначале к вспомогательной задаче. Пусть дана не-
которая точка А окружности и прямая s, проходящая через центр О

(рис. 27). Проведем из точки А перпен-
дикуляр АМ к прямой s и на его про-
должении отложим отрезок МА1 = МА.
Докажем, что полученная точка А1 бу-
дет лежать на окружности.

В самом деле, прямоугольные тре-
угольники ОАМ и ОА1М равны по
двум катетам. Из их равенства следует,
что ОА = ОА1. Поэтому точка А1 лежит
на данной окружности. Вернемся к двум
касающимся окружностям. Если допус-
тить, что точка касания — точка А — не
лежит на линии центров ОО1 (рис. 28),
то, выполнив для точки А построения,
указанные во вспомогательной задаче
в к а ж д о й окружности, получим точку
А1, которая отлична от точки А и при-
надлежит как одной из данных окруж-
ностей, так и другой. Это противоречит
единственности общей точки А у дан-
ных окружностей. Значит, А ÎО1О2.

2.3. Примеры решения задач
Задача 1. На рисунке 29 ÐВОС = a — централь-
ный угол окружности, точка А не лежит на ок-
ружности. Может ли быть, что ÐВАС = a

2
?

Решение.
Пусть луч АС пересекает окружность в точ-

ке Е. По свойству вписанного угла ÐВЕС = a
2

.
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Рис. 27

Рис. 28

Рис. 29
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Угол ВЕС как внешний угол DАВЕ больше угла А. Поэтому
ÐВАС ¹

a
2

.

Задача 2. В окружность вписан выпуклый четырехугольник АВСМ
(рис. 30). В точках А и В проведены касательные а и b. Касатель-
ная а образует с хордой АВ угол a, а касатель-
ная b — с хордой ВС угол b. Дуги АВ и ВС не
пересекаются. Докажите, что ÐМ = a + b.

Доказательство. По следствию 2 ÈАВ = 2a,
ÈВС = 2b. Поэтому ÈАВС = ÈАВ + ÈВС =
= 2(a + b) дуговым градусам. Угол АМС —
вписанный угол, опирающийся на ÈАВС. По-
этому ÐАМС = a + b.

Задача 3. Докажите, что если около парал-
лелограмма описана окружность, то этот па-
раллелограмм является прямоугольником
(рис. 31).

Доказательство. В параллелограмме ABCD
противоположные углы равны: ÐА = ÐС. Кро-
ме того, так как четырехугольник вписанный,
то ÐА + ÐС = 180°. Поэтому ÐА = ÐС = 90°.
Аналогично: ÐВ = ÐD = 90°. Значит, паралле-
лограмм ABCD — прямоугольник.

Задача 4. Докажите, что если около трапе-
ции описана окружность, то она является
равнобедренной (рис. 32).

Доказательство. В трапеции АВСD ÐС + ÐD =
= 180°. По свойству вписанного четырехуголь-
ника ÐС + ÐА = 180°. Из этих двух равенств
следует, что ÐА = ÐD. Если углы при основа-
нии трапеции равны, то она является равнобед-
ренной.

Задача 5. Докажите, что если в параллело-
грамм вписана окружность, то он является
ромбом (рис. 33).
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Рис. 30
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Доказательство. Пусть в параллело-
грамм АВСD вписана окружность. Тогда
AB CD AD BC+ = + (по свойству описанно-
го четырехугольника);
AB CD AD BC= =, (по свойству параллело-
грамма).

Отсюда: 2 2AB BC= .
Следовательно, АВ = ВС и в параллело-

грамме АВСD все стороны оказываются
равными. Поэтому он является ромбом.
Задача 6. Докажите, что высоты АА1, ВВ1

и СС1 остроугольного DАВС являются
биссектрисами DА1В1С1 (рис. 34).

Замысел доказательства. Пусть Н —
ортоцентр DАВС. Рассмотрим окружнос-
ти с диаметрами АН и СН. Находя равные
вписанные углы, докажем, что

ÐС1В1Н = ÐА1В1Н.

Доказательство. 1) Так как АН — гипо-
тенуза DАС1Н и DАВ1Н, то окружность
с центром в середине гипотенузы и ра-
диусом, равным ее половине, пройдет че-
рез точки А, С1, Н и В1;

2) аналогично: окружность с центром в середине гипотенузы СН
и радиусом, равным ее половине, пройдет через точки В1, Н, А1 и С;

3) Ð С1АН = Ð С1В1Н как вписанные углы, опирающиеся на
ÈС1Н;

4) для второй окружности аналогично: ÐНВ1А1 = ÐНСА1;
5) из прямоугольных треугольников АВА1 и СВС1 находим, что

ÐНАВ = 90° – ÐВ = ÐНСА1;
6) Из п. 3—5 следует искомое равенство: ÐС1В1Н = ÐНВ1А1;
7) следовательно, луч В1В — биссектриса ÐС1В1А1;
8) этот вывод справедлив и для других высот DАВС.
Задача 7. Во вписанном четырехугольнике АВСD (рис. 35) диаго-
нали перпендикулярны, Е — точка пересечения диагоналей, K —
середина стороны АВ. Докажите, что ЕK^СD.
Доказательство. 1) Пусть ÐВАЕ = a. Тогда ÐАВЕ = 90° – a;
2)ÐBDC=ÐBAC=a как вписанные углы, опирающиеся на дугу ВС;
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Рис. 33

Рис. 34
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3) воспользуемся тем, что медиана ЕK
прямоугольного DАВЕ равна половине
гипотенузы: ЕK = АK = ВK;

4) в равнобедренном DВЕK: ÐВЕK =
= ÐKВЕ = 90° – a;

5) тогда ÐDEM = ÐBEK = 90° – a;
6) если ÐEDM = a и ÐDEM = 90° – a,

то ÐDME = 90°.
Задание 8. Сформулируйте и докажите
утверждение, обратное утверждению
задачи 7.
Задача 9. Две окружности с центрами О1 и О2 касаются внешним
образом (рис. 36). Проведена прямая, касающаяся окружностей
в точках K1 и K2 и пересе-
кающая линию центров под
некоторым углом в точке А.
Найдите синус угла А, если
радиусы окружностей рав-
ны соответственно r и R.
Решение.
1) Проведем О1М || АK2, то-

гда четырехугольник О1K1K2М —
прямоугольник;

2) приходим к выводу, что
DО1МО2 — прямоугольный;

3) в этом треугольнике: О1О2 = r + R, О2М = R – r, ÐМО1О2 = a;

4) тогда sin a = O М
O O

R r
R r

2

1 2

= -
+

.

Ответ: sin a = R r
R r

-
+

.

Задача 10. Две окружности с центрами О1 и О2 касаются внутрен-
ним образом в точке А (рис. 37), АВ — диаметр большей окруж-
ности. Из точки В проведена касательная к меньшей окружно-
сти. Большая окружность отсекает на этой касательной хорду
ВС. Найдите длину этой хорды, если радиус меньшей окружно-
сти равен r и ÐABC = a.
Решение.
1) Учтем, что треугольники О1ВK и АВС — прямоугольные (по-

чему?);
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Рис. 35
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2)
O K
O B

O B
O K r1

1
1

1= Þ = =sin
sin sin

a
a a

;

3) АВ = АО1 + О1В = r +

+
( )r r

sin

sin

sina
a
a

=
+1

;

4) из DАВС:

( ) ( )

BC
AB

BC AB

r
r

= Þ = =

=
+

× = +

cos cos

sin

sin
cos sin

a a

a
a

a a a
1

1 ctg .

Ответ: ВС = ( )r 1+ sina actg .

§ 3. Дальнейшее развитие тригонометрического
метода: теоремы косинусов и синусов, формулы
площади треугольника

3.1. Основные теоремы
Теоремы 3

Теорема косинусов
1. Квадрат стороны треугольника равен сумме квадратов двух
других сторон минус удвоенное произведение этих сторон на
косинус угла между ними (рис. 38):

a2 = b2 + c2 – 2bc cos A, (1)
b2 = a2 + c2 – 2 ac cos B, (2)
c2 = a2 + b2 – 2 ab cos C. (3)

Выражение площади треугольника через синус угла
2. Площадь треугольника равна половине произведения двух
его сторон на синус угла между ними (рис. 39):

S = 1
2

ab sin C, (4)

S = 1
2

ac sin B, (5)

S = 1
2

bc sin A. (6)
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Рис. 37

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв» 
Скачано с сайта www.aversev.by



Теорема синусов
3. Стороны треугольника пропорциональны синусам противо-
лежащих углов (рис. 40):

a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = . (7)

Новые формулы площади треугольника
4. Пусть a, b, c — стороны треугольника, R и r – радиусы соот-
ветственно описанной и вписанной окружностей, p — полупе-
риметр, S — площадь. Тогда

S abc
R

rp p p a p b p c= = = - - -
4

( )( )( ). (8—10)

Доказательства. 1. 1) Докажем равенство (1). Воспользуемся век-

торной разностью (cм. рис. 38): BC AC AB
¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

= - ;

2) рассмотрим скалярное произведение вектора BC
¾ ®¾

на себя:

BC BC BC АC AB АC AB
¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

× = = -æ
è
ç

ö
ø
÷ = +2

2

2 2 2- ×
¾ ®¾ ¾ ®¾
АC AB;

3) учтем, что
r r r r r r r r
а а а а а b а b× = = × = ×2 2| | , | | | | cos a;

4) получим | | | | | | | | | | cosBC АC AB АC AB A
¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

= + - ×2 2 2 2 ;

5) так как | | , | | , | | ,BC a АC b AB c
¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

= = = то a2 = b2 + c2 – 2bc cos A;
6) равенства (2) и (3) доказываются аналогично.

2. 1) Докажем равенство (4). Воспользуемся системой коорди-

нат (см. рис. 39). В этой системе координат векторCА
¾ ®¾

имеет ордина-
ту у = b sin C;
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2) учтем, что ордината вектора CА
¾ ®¾

равна высоте ha: ha = b sin C;

3) поэтому S = 1
2

aha = 1
2

ab sin C;

4) аналогично доказываются два других равенства.

3. 1) На основании предыдущей теоремы можно записать сле-

дующие равенства (см. рис. 40): 1
2

bс sin А = 1
2

aс sin В = 1
2

ab sin C;

2) разделив каждую часть этих равенств на 1
2

abс, получим:

sin sin sinA
a

B
b

C
c

= = ;

3) приходим к искомым равенствам: a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = .

4. 1) Выразим площадь треугольника через его стороны и радиус
описанной окружности (см. формулу (8)). Для этого установим, что

c
C

R
sin

.= 2 (*) Проведем

диаметр ВА¢ (рис. 41 и 42)
и рассмотрим вписанный
угол ВА¢С. В первом слу-
чае ÐА¢ = ÐА, так как они
вписанные и опираются
на ÈВС. Во втором случае
ÐА¢ = 180° – ÐА (учли, что
сумма противоположных
углов вписанного четырех-
угольника равна 180°).

Важно, что в каждом из этих случаев sin А¢ = sin A. Из прямо-

угольного DВА¢С имеем: sin А¢ = а
R2

. Тогда sin A = sin А¢ = Þа
R2

Þ =а
A

R
sin

2 . Итак, a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = = 2R (эти равенства являют-

ся существенным дополнением к теореме синусов). С учетом равен-

ства (*) имеем: S = 1
2

ab sin C = 1
2

ab × c
R

abc
R2 4

= . Итак, равенство (8)

доказано;
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2) выразим площадь треугольника через
его полупериметр р и радиус вписанной ок-
ружности r (рис. 43). Имеем:

S S S S

cr br ar

r a b c rp

ABC ABO ACO BCO= + + =

= + + =

= + + =

1
2

1
2

1
2

1
2

( ) .

3.2. Следствия из теорем
Обратим внимание на то, что приводимые ниже следствия являют-
ся существенным развитием и углублением тригонометрического
метода.

Следствия.
1 (из теоремы косинусов). Для произвольного DABC:

cos A = b c a
bc

2 2 2

2
+ - , cos B = a c b

ac

2 2 2

2
+ - ,

cos C = a b c
ab

2 2 2

2
+ - .

2 (из формулы, выражающей площадь треугольника через синус
угла). Для произвольного DABC: sin A = 2S

bc
, sin B = 2S

ac
, sin C = 2S

ab
.

3 (из формулы площади треугольника). Площадь параллелограм-
ма равна произведению двух смежных его сторон на синус угла меж-
ду ними: S = ab sin A.

4 (дополнение к теореме синусов). Отношения сторон тре-
угольника к синусам противолежащих углов равны 2R, где R — ради-

ус описанной окружности: a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = = 2R.

3.3. Примеры решения задач
Убедимся в том, что применение теорем синусов и косинусов явля-
ется наиболее распространенной формой тригонометрического ме-
тода.

Задача 1. Вычислите ширину реки в месте, отмеченном точкой А
(рис. 44). Какие построения и измерения на местности необходи-
мо для этого выполнить?
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Рис. 43
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Решение.
1) Выберем на противоположном бе-

регу некоторый «приметный» пункт В.
Требуется определить расстояние АВ.
Для этого на местности построим отре-
зок АС и измерим углы a и g;

2) по теореме синусов
АC AB

AB
AC

sin( ( )) sin

sin
sin( )

;

180°- +
= Þ

Þ =
+

a g g
g

a g
3) пусть: АС = 80 м, a » 98°, g » 50°. Тогда

АВ » 80 50
148

61 2836
0 5299

116× °
°

= »sin
sin

,
,

(м).

Ответ: АВ » 116 м.
Задача 2. Докажите, что если а, b и с — стороны треугольника, то
его медианы могут быть найдены по формулам:

m b c aa = + -1
2

2 22 2 2 ,

m a c bb = + -1
2

2 22 2 2 ,

m a b cc = + -1
2

2 22 2 2 .

Доказательство. Выведем первую форму-
лу (рис. 45). Применяя теорему косинусов
к DАВА1 (АА1 — медиана) и следствие из нее
к DАВС, имеем:

m c a c a B c a ac a c b
ac

b c
a
2 2

2
2

2 2 2 2 2 2

4
2

2 4 2
2 2= + - × = + - × + - = +cos - a 2

4
.

Отсюда приходим к первой формуле. Аналогично выводятся две другие.
Задача 3. В DАВС (см. рис. 45) АВ = 1, АС = 2, ÐА = 60°. Найдите
неизвестные стороны и углы этого треугольника.
Решение.
1) По теореме косинусов:

BC 2 = AB2 + AC 2 – 2AB ⋅ AC cos a =
= 1 + 4 – 2 ⋅ 1 ⋅ 2 cos 60° = 5 – 4 ⋅ 1

2
= 3, BC = 3;
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Рис. 44
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2) найдем угол В: cos B = a c b
ac

2 2 2

2
3 1 4
2 3 1

0+ - = + -
× ×

= , ÐB = 90°;

3) тогда ÐС = 180° – (90° + 60°) = 30°.

Ответ: ВС = 3, ÐB = 90°, ÐС = 30°.

Задача 4. В параллелограмме ABCD (рис. 46) AD = а, АВ = b,
ÐА = a. Найдите диагонали BD и АС. Докажите, что сумма квад-
ратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов его
сторон.

Решение.
1) По теореме косинусов из DABD:

BD2 = a2 + b2 – 2ab cos a Þ

Þ BD = a b ab2 2 2+ - cos a;

2) аналогично из DАВС:

AC 2 = a2 + b2 – 2ab cos(180° – a) =
= a2 + b2 + 2ab cos a,

AC = a b ab2 2 2+ + cos a;

3) складывая BD2 и AC2, получаем BD 2 +

+ AC 2 = 2а 2 + 2b 2, отсюда следует искомое
утверждение.

Задача 5. Во внешнюю сторону равнобедренного DАВС на боко-
вых сторонах АВ и ВС построены квадраты (рис. 47). В результа-
те получили DBDE. Докажите, что SABC = SBDE.

Решение.
1) В обозначениях, принятых

на рисунке, имеем:

SABC =
1
2

а2 sin a;

2) углы АВС и DBE — углы со
взаимно перпендикулярными сто-
ронами, причем так как один из
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Рис. 46

Рис. 47
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них острый, то другой — тупой. Сумма таких углов равна 180°. По-
этому ÐDBE = 180° – a;

3) тогда SBDE = 1
2

а2 sin (180° – a) = 1
2

а2 sin a = SABC.

Задача 6. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника
равна половине произведения его диагоналей на синус угла меж-
ду ними.

Доказательство. 1) Пусть ABCD
(рис. 48) — выпуклый четырехуголь-
ник. «Опишем» около него парал-
лелограмм MNPQ так, как показано
на рисунке (стороны параллелограм-
ма параллельны диагоналям данно-
го четырехугольника);

2) учтем, что площадь четырех-
угольника в 2 раза меньше площади
параллелограмма MNPQ;

3) тогда

SABCD = 1
2

SMNPQ = 1
2

MN × MQ sin ÐNMQ = 1
2

BD × AC sin a.

Ответ: S BD ACABCD = ×1
2

sin .a

Задача 7. Докажите, что биссектриса треугольника делит проти-
воположную сторону на части, пропорциональные прилежащим
сторонам.

Доказательство. 1) Ранее это утверждение доказывалось методом
площадей. Докажем его с помощью теоремы синусов. Пусть ВВ1 —

биссектриса DАВС (рис. 49). Требуется доказать, что
b
b

a
c

2

1

= . Введем

обозначения для углов:

ÐАВВ1 = ÐСВВ1 = b
2

, Ð АВ1В = j, ÐСВ1В = 180° – j;

2) применяя теорему синусов к DАВВ1 и DСВВ1, будем иметь:

sin sin
b

j2
1b c

= ,
sin sin( ) sin

b
j j2 180

2b a a
= °- = ;
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Рис. 48
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3) деля одноименные части этих ра-

венств (каких?), находим, что
b
b

a
c

2

1

= .

Часто математические методы при-
меняются совместно. Так, при решении
приводимой ниже задачи используются
метод площадей, тригонометрический
метод, метод равных треугольников.

Задача 8. В ромбе ABCD известны пло-
щадь S и сторона а (рис. 50), М и K —
середины соответственно сторон ВС
и CD. Найдите синус ÐМАK.

Замысел решения. Положим, что ÐМАK = b. Воспользуемся
формулой

SAMK = 1
2

AM × AK sin b. (*)

Чтобы найти sin b, необходимо
знать SAMK, АМ и АK.

Решение.
1) Для нахождения SAMK найдем

площади трех треугольников:

SABM = 1
4

S, SADK = 1
4

S, SCMK = 1
8

S.

Поэтому SAMK = S – 1
4

1
4

1
8

S S S+ +æ
èç

ö
ø÷

= S – 5
8

S = 3
8

S;

2) положим, что ÐBAD = a. Тогда S = a2 sin a Þ sin a = S
a 2

,

cos sina a= - = - = -1 12
2

4

4 2

2

S
a

a S
a

;

3) применим теорему косинусов к DАВМ:
АМ 2 = АВ 2 + ВМ 2 – 2АВ × ВМ cos (180° – a) =

= a a a a2
2

4
2

2
+ + × cos a = 5

4

2
2a a+ =cos a 5

4

2
2

4 2

2

a a a S
a

+ × - =

= + - = + -5
4

5 4
4

2
4 2

2 4 2a a S a a S ;
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Рис. 50
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4) DАВМ = DАDK Þ AK = AM;
5) тогда равенство (*) примет вид:

3
8

1
2

2S AM= ×sinb, 3
8

1
2

5 4
4

2 4 2

S a a S= × + - ×sinb.

Ответ: sin b = 3

5 42 4 2

S

a a S+ -
, где S £ a2.

§ 4. Тригонометрический метод решения
произвольных треугольников

4.1. Теория
Ранее рассматривался тригонометрический метод для решения
прямоугольного треугольника. Тригонометрический метод позво-
ляет решать аналогичные задачи для произвольного треугольника
(рис. 51).

Задача 1. Стороны треугольника равны
a, b и c. Найдите косинусы или синусы
его углов.

Решение.
1-й способ. По теореме косинусов на-
ходим:

cos A b c a
bc

= + -2 2 2

2
, cos B a c b

ac
= + -2 2 2

2
,

cosC a b c
ab

= + -2 2 2

2
.

2-й способ. Углы B и C можно найти и более коротким путем:

sin sinB b A
a

= .

Задача 2. Даны стороны a и b треугольника и угол C между ними.
Найдите третью сторону и остальные два угла (см. рис. 51).

Решение.
1) По теореме косинусов находим сторону c:

c a b ab C= + -2 2 2 cos ;
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2) далее воспользуемся теоремой синусов:

a
A

c
C

A a C
csin sin

sin sin= Þ = ;

3) после чего находим угол A и затем угол B:

( )Ð = °- Ð + ÐB A C180 .

Задача 3. Даны сторона a треугольника и два прилежащих к ней
угла B и C. Найдите третий угол и другие две стороны.

Решение.
1) Сразу находим угол A: ( )Ð = °- Ð + ÐA B C180 ;
2) воспользуемся теперь теоремой синусов:

a
A

b
B

b a B
A

a
A

c
C

c a C
A

sin sin
sin

sin
,

sin sin
sin

sin
.

= Þ =

= Þ =

Задача 4. Даны две стороны a и b треугольника и угол, противоле-
жащий одной из них, например угол A. Найдите неизвестные
углы и третью сторону (см. рис. 51).

Решение.
1) По теореме синусов находим синус угла B:

b
B

a
A

B b A
asin sin

sin sin= Þ = ;

2) если sin B £ 1, то задача имеет решение. Если sin B > 1, то задача
не имеет решения. Зная sin B, находим угол B. Может случиться, что
задаче удовлетворяют два значения угла B. В этом случае задача
имеет два решения;

3) зная углы A и B, находим угол C: ( )Ð = °- Ð + ÐC A B180 ;
4) сторону c находим по теореме синусов:

sin sin sin
sin

C
c

B
b

c b C
B

= Þ = .

4.2. Примеры задач на решение произвольного треугольника
Задания:
1. Найдите косинусы углов треугольника, если a = 2, b = 3, c = 4.
2. Даны стороны треугольника и угол между ними: a = 12, b = 8,

ÐC = 60°. Найдите третью сторону и синусы других двух углов.
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3. В треугольнике a = Ð5 , B = 30°, ÐC = 45°. Найдите третий угол
и другие две стороны.

4. В треугольнике a = 12, b = 5, ÐA = 120°. Найдите sin B.
5. В условиях задания 1 найдите радиус описанной окружности.
6. В условиях задания 2 найдите площадь треугольника.
7. В условиях задания 2 найдите радиус вписанной окружности.
8. Найдите медиану ma треугольника из первого задания.
9. Найдите высоту ha треугольника из второго задания.

10. Найдите биссектрису la треугольника, зная b, ÐC и ÐА.

Решения.
1. Имеем:

cos ,A b c a
bc

= + - = + - =
2 2 2

2
9 16 4

24
21
24

cos ,B a c b
ac

= + - = + - =
2 2 2

2
4 16 9

16
11
16

cos .C a b c
ab

= + - = + - = -
2 2 2

2
4 9 16

12
1
4

Ответ: cos ,A = 7
8

cos ,B = 11
16

cos .C = - 1
4

2. 1) По теореме косинусов:

c a b ab C= + - = + - × × × = =2 2 2 144 64 2 12 8 0 5 112 4 7cos , ;

2) по теореме синусов:

a
A

c
C

A a C
csin sin

sin sin ;= Þ = = =
12 3

2
4 7

3
2

3
7

3) по теореме синусов:

b
B

a
A

B b A
asin sin

sin sin .= Þ = =
×

=
8 3

2
3
7

12
3
7

Ответ: c = 4 7 , sin ,A = 3
2

3
7

sin .B = 3
7

3. 1) Ð ( )A = °- °+ ° = °180 30 45 105 ;

2) a
A

b
B

b a B
Asin sin

sin
sin

sin
sin

;= Þ = = °
°

5 30
105
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3) sin 105° = sin (180° – 75°) = sin 75° = sin (45° + 30°) =

= sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° = 2
2

3
2

2
2

1
2

6 2
4

× + × = + ;

4) b = °
°

=
×

+
=

+
5 30

105

5 1
2

6 2
4

10
6 2

sin
sin

;

5) a
A

c
C

c a C
Asin sin

sin
sin

sin
sin

= Þ = = °
°

=
×

+
=5 45

105

5 2
2

6 2
4

10 2
6 2+

.

Ответ: ÐA = °105 , b =
+

10
6 2

, c =
+

10 2
6 2

.

4. По теореме синусов находим sin B:

b
B

a
A

B b A
asin sin

sin sin sin .= Þ = = ° =
×

=5 120
12

5 3
2

12
5 3
24

Ответ: sin B = 5 3
24

.

5. Имеем: a
A

R R a
Asin sin

,= Þ =2
2

cos A = 7
8

Þ sin A = 15
8

,

R a
A

= =
×

=
2

2

2 15
8

8
15sin

.

Ответ: R = 8
15

.

6. Воспользуемся формулой площади:

S ab C= 1
2

sin = 1
2

12 8 60 48 3
2

24 3× × × ° = × =sin .

Ответ: 24 3 .

7. Воспользуемся формулой радиуса вписанной окружности:

( )
r S

p
= =

+ +
=

+
24 3

1
2

12 8 4 7

12 3
5 7

.

Ответ: r =
+

12 3
5 7

.
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8. Найдем медиану ma треугольника из первого задания:

m b c aa = + - = × + × - =1
2

2 2 1
2

2 9 2 16 4 46
2

2 2 2 .

Ответ: ma = 46
2

.

9. Найдем высоту ha треугольника из второго задания:
h
c

B h c Ba
a= Þ = = × =sin sin .4 7 3

7
4 3

Ответ: ha = 4 3 .
10. Воспользуемся теоремой синусов (рисунок выполните само-

стоятельно):
l

C
b

C A

b

C A
la

asin
sin sin

=
° - +æ

èç
ö
ø÷

æ
èç

ö
ø÷

=
+æ

èç
ö
ø÷

Þ
180

2 2

=
+æ

èç
ö
ø÷

b C

C A
sin

sin
.

2

Ответ: l b C

C A
a =

+æ
èç

ö
ø÷

sin

sin
.

2

§ 5. Признаки подобия треугольников и метод
подобных треугольников

Признаки подобия треугольников являются обобщением призна-
ков равенства треугольников и приводят к новому методу — мето-
ду подобных треугольников.

5.1. Подобные треугольники

Два треугольника называются подобными, если у них соответст-
венные углы равны и соответственные стороны пропорциональны
(рис. 52).

Обозначение: DABC»DA B C1 1 1 .
Символическая запись определения:

DABC»DA B C
A A B B C C

A B
AB

B C
BC

A C
AC

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1Û
Ð = Ð Ð = Ð Ð = Ð

= = =

, , ,

k.

ì
í
ï

îï

Число k называется коэффициентом подобия треугольников.

— 34 —
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Если k = 1, то подобные треугольники окажутся равными. По-
этому равенство треугольников является частным случаем подобия
треугольников.

Подобные треугольники имеют одинаковую форму, но могут от-
личаться друг от друга размерами. Подобные треугольники находят
большие применения в элементарной геометрии. Как и метод рав-
ных треугольников, метод подобных треугольников позволяет про-
ще и рациональнее решить многие геометрические задачи. Опреде-
ление подобных треугольников подсказывает, что метод подобия
позволяет доказывать равенство углов, находить отношения сто-
рон, зная отношение сторон, находить сами стороны и т. д.

5.2. Признаки подобия треугольников
В определении подобных треугольников указываются шесть ра-
венств (три равенства для углов и три равенства для отношений сто-
рон). Подобие треугольников можно обеспечить меньшим числом
таких равенств. В признаках подобия треугольников указываются
именно такие равенства. Заметим, что признаки подобия треугольни-
ков являются обобщением признаков равенства треугольников.

Теоремы 4

1-й признак подобия треугольников

1. Если две стороны одного треугольника пропорциональны
двум сторонам другого треугольника и углы между ними рав-
ны, то треугольники подобны.

2-й признак подобия треугольников

2. Если два угла одного треугольника равны двум углам друго-
го треугольника, то такие треугольники подобны.

3-й признак подобия треугольников

3. Если стороны одного треугольника пропорциональны сторо-
нам другого, то треугольники подобны.

Доказательства. 1. Краткая запись теоремы (см. рис. 52):
A B
AB

A C
AC

k A A1 1 1 1
1= = Ð = Ðæ

èç
ö
ø÷

, Þ DABC»DA B C1 1 1 .

Воспользуемся теоремой косинусов. 1) Докажем, что
B C
BC

k1 1 = .

При этом учтем равенства

— 35 —
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A B kAB

A C kAC

A A

1 1

1 1

1

=
=

Ð = Ð

,

,

:

а) BC b c bc A= + -2 2 2 cos (для DABC);

б) ( ) ( ) ( )( )B C kb kc kb kc A1 1
2 2

12= + - =cos

= + -k b c bc A2 2 2 cos (для DA1B1C1);

в) поэтому
B C
BC

k1 1 = .

2) Докажем равенство Ð = ÐB B1 :

а) cos B a c b
ac

= + -2 2 2

2
(для DABC);

б) cos
( ) ( ) ( )

( )( )
B

ka kc kb
ka kc

1

2 2 2

2
= + - =

= + - =a c b
ac

B
2 2 2

2
cos

(для DA B C1 1 1 );

в) поэтому Ð = ÐB B1 .

3) Если Ð = ÐA A1 , Ð = ÐB B1 , то Ð = ÐC C1 .

4) Если
A B
AB

A C
AC

B C
BC

1 1 1 1 1 1= = и Ð = ÐA A1 , Ð = ÐB B1 , Ð = ÐC C1 , то

DABC»DA B C1 1 1 .

2. Краткая запись теоремы (см. рис. 52):

(Ð = ÐA A1 , Ð = ÐB B1 ) Þ DABC»DA B C1 1 1 .

1) Ясно, что Ð = ÐC C1 . Остается доказать пропорциональность
сторон данных треугольников.

2) Воспользуемся теоремой синусов:

а) a
A

b
Bsin sin

= (для DABC);

б)
a

A
b

B
1 1

sin sin
= (для DA B C1 1 1 , учли равенство углов A и A1 , B и B1 );

в) тогда a b A
B

a
b A

B
a
a

b
b

= =æ
èç

ö
ø÷

Þ =sin
sin

,
sin

sin1
1 1 1 .

3) Аналогично получаем:
a
a

c
c

1 1= .

— 36 —
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4) Итак, соответственные углы данных треугольников равны,
а стороны пропорциональны. Поэтому DABC»DA B C1 1 1 .

3. Краткая запись теоремы (см. рис. 52):
A B
AB

B C
BC

A C
AC

1 1 1 1 1 1= =æ
èç

ö
ø÷

Þ DABC»DA B C1 1 1 .

5.3. Примеры решения задач

Задача 1. Докажите, что в прямоугольном треугольнике h ab
cc = .

Доказательство. 1) Эта фор-
мула ранее выводилась с помо-
щью теоремы Пифагора, метода
площадей и векторного метода.
Докажем ее при помощи подо-
бия треугольников (рис. 53).
Итак, применим метод подо-
бия: DACC1» DABC (ÐA — об-
щий, Ð = ÐACC ABC1 );

2) из подобия треугольников

получаем:
h
b

a
c

h ab
c

c
c= Þ = .

Задача 2. Докажите, что в прямоугольном треугольнике квадрат
высоты, проведенной к гипотенузе, равен произведению отрез-
ков, на которые гипотенуза делится высотой.
Доказательство.
1) Применим метод подобия: DACC1» DСBС1 (см. рис. 53)

по двум углам;
2) из подобия треугольников получаем:

CC
BC

AC
CC

CC AC BC1

1

1

1
1
2

1 1= Þ = × .

Задача 3. Стороны параллелограмма рав-
ны a и b. Из одной его вершины проведе-
ны две высоты. Найдите одну из них, если
вторая равна H.
Решение.
1) Применим метод подобия:

DABB1»DABB1»DCBB2 (рис. 54) по двум уг-
лам: ÐА = ÐС, ÐАВВ1 = = ÐСВВ2;

— 37 —

Рис. 53

A

B Ñ

D

a

b

x

H
B

B
1

2

Рис. 54
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2) из подобия этих треугольников получаем: x
H

a
b

x aH
b

= Þ = .

Ответ: x aH
b

= .

Задача 4. В равнобедренном DАВС АВ = ВС = а, АС = b. Высота,
проведенная к основанию, равна hb. Найдите высоту, проведен-
ную к боковой стороне (рис. 55).

Решение.
1) Применим метод подобия:

DACA1»DBCB1 по двум углам (ÐC — общий,
Ð = ÐCAA CBB1 1 );

2) из подобия треугольников получаем:
AA
h

b
a

AA
bh

ab

b1
1= Þ = .

Ответ: h h
bh

aa c
b= = .

(Есть ли в задаче лишнее данное?)

Задача 5. (Обобщенная теорема Фалеса.) До-
кажите, что если стороны угла (ÐMON ,
рис. 56) пересечь параллельными прямыми,
то отношение отрезков, получившихся на
одной стороне угла, равно отношению соот-
ветствующих отрезков на второй стороне.

Доказательство. 1) Пусть на одной сторо-
не ÐMON образовались отрезки OA и AB,
а на второй стороне — отрезки OA1 и A B1 1 .

Докажем равенство OA
AB

OA
A B

= 1

1 1

. Проведем

A B1 2 ||OM. Применим метод подобия:
DA B B1 1 2»DOА А1 (по двум углам);

2) из их подобия получаем: OA
A B

OA
A B1 2

1

1 1

= ;

3) так как A B AB1 2 = (как противоположные стороны параллело-

грамма), то OA
AB

OA
A B

= 1

1 1

.
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Задача 6. В DАВС АВ = с, ВС = а, DE || AC, BD = EC (рис. 57). Най-
дите BD.
Решение.
1) Пусть BD = EC = x, тогда AD = c – x,

BE = a – x;
2) на основании предыдущей задачи:

BD
DA

BE
EC

x
c x

a x
x

= Þ
-

= - ,

x ac ax cx x2 2= - - + ,

( )x a c ac+ = , x ac
a c

=
+

.

Ответ: BD ac
a c

=
+

.

Задача 7. В трапеции ABCD стороны AD и BC — основания, О —
точка пересечения диагоналей, AO OC BD= = =3 2 2, , . Най-
дите OD (рис. 58).
Решение.
1) Применим метод подобия: DOAD» DOCB

по двум углам: ÐOAD = ÐBCO, ÐODA = ÐCBO;
2) из подобия треугольников следует:

AO
OC

OD
BO

x
x

= Þ =
-

3
2 2

,

2 3 3 2- =x x , ( )x 2 3 2 3+ = ,

( )

( ) ( )

x =
+

=
-

-
=

= - = -

2 3
2 3

2 3 2 3

1

2 3 3 2 2 3 6 .

Ответ: ( )2 3 6- .

Задача 8. В DABC (рис. 59) помещен ромб
AMNP, M ABÎ , N BCÎ , P ACÎ . Найдите
сторону ромба, если AB = c, AC = b.
Рeшение.
1) Применим метод подобия:

DABC»DMBN по двум углам;
2) обозначим сторону ромба через x. Из по-

добия треугольников следует:

— 39 —

A

B С

D

O

x

O

Рис. 58

Рис. 57

A

B

С

с − x

x

x

xM N

P

Рис. 59
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MN
AC

BM
BA

x
b

c x
c

= Þ = - ,

( )xc bc bx x b c bc= - Þ + = Þ x bc
b c

=
+

.

Ответ: bc
b c+

.

Задача 9. В DABC (рис. 60) помещен квадрат MNPQ, M ACÎ ,
N ABÎ , P BCÎ , Q ACÎ . Найдите сторону квадрата, если сторона
AC = b и высота BB hb1 = .

Решение.
1) Обозначим сторону квадрата через x;
2) воспользуемся тем, что DBNP»DBAC

и DBNB2»DBAB1 (почему?):
NP
AC

NB
AB

BB
BB

= = 2

1

, x
b

h x
h

xh bh xbb

b
b b= - = -, ,

( )x b h bhb b+ = .

Ответ: x
bh

b h
b

b

=
+

.

В следующей задаче показывается при-
менение метода подобия при решении зада-
чи на построение.

Задача 10. Постройте DABC, зная углы A и C и высоту hb (рис. 61).
Анализ. Вначале нетрудно построить некоторый DA BC1 1 ,

у которого Ð = Ð Ð = ÐA A C C1 1, . Этот треугольник будет подобен
DABC. Проведем высоту BK1 DA BC1 1 . С помощью DA BC1 1 можно

теперь построить DABC. Наглядно
ясно, что DA BC1 1 надо «уменьшить»
так, чтобы получился DABC с заданной
высотой BK = hb . Для этого на луче BK1

отложим отрезок BK = hb и через точ-
ку K проведем AC || A C1 1 . Убедитесь
в том, что DABC удовлетворяет усло-
вию задачи.

Построение, доказательство и иссле-
дование проведите самостоятельно.

Рис. 61

Рис. 60
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МЕТОД
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

§ 6.  Движение. Преобразование подобия

6.1. Теория
Отметим сразу, что геометрические преобразования вносят в школь-
ный курс «дух» современной геометрии. В этом состоит немалая
познавательная ценность данной темы. Геометрические преобразо-
вания могут служить методом решения многих задач. Этот метод
называется методом геометрических преобразований.

Что такое геометрическое преобразование плоскости? Это вза-
имно однозначное соответствие между точками плоскости. В гео-
метрии принято в таком случае говорить о взаимно однозначном
отображении плоскости на себя.

Итак, геометрическим преобразованием плоскости называется
взаимно однозначное отображение плоскости на себя.

При выполнении геометрического преобразования плоскости фи-
гура Ф отображается на фигуру Ф1. При этом говорят, что фигура Ф
переходит в фигуру Ф1 в данном преобразовании (или при выполне-
нии данного преобразования). В этом случае говорят также, что фи-
гура Ф1 является образом фигуры Ф в данном преобразовании.

Замечание. Геометрические преобразования являются примерами функ-
ций, только областью определений и областью значений в них являются не
числовые множества, а множества точек.

Приведем два основных определения.

Преобразованиe, сохраняющее расстояние между точками, назы-
вается движением. Преобразование, изменяющее расстояние ме-
жду точками в k раз, называется преобразованием подобия. Чис-
ло k называется коэффициентом подобия.

Примерами геометрических преобразований являются осевая
и центральная симметрии (рис. 62, а, б), которые часто встречаются
в архитектуре, живописи и природе.
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Наглядное представление о движении дает, например, поворот
каких-либо тел около точки (рис. 62, в). При движении тела сохра-
няют свои размеры и форму.

С преобразованием подобия встречаются при изготовлении ко-
пий предметов (с уменьшением или увеличением), фотографий,
географических карт, планов местности и т. д. На рисунке 62, г изо-
бражены фигурки рыбок. Размеры второй фигурки получаются уве-
личением размеров первой в одно и то же число раз. Эти две фигур-
ки подобны друг другу.

При изучении геометрических преобразований вначале выясня-
ют вид преобразования: является ли оно движением, или преобразо-
ванием подобия, или относится к другим видам преобразований.
Для этого берут две произвольные точки А и В, а также точки А1 и В1,
соответствующие точкам А и В в данном преобразовании (точки А1

и В1 называются образами точек А и В), сравнивают расстояние А1В1

с расстоянием АВ; выясняют, сохранилось расстояние АВ или изме-
нилось, если изменилось, то не остается ли постоянным отношение
А1В1 : АВ.

Если при преобразовании некоторые точки переходят в себя, то
они называются неподвижными точками. Наличие или отсутствие
неподвижных точек также является одним из возможных свойств
преобразования.
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Важно знать, сохраняет ли преобразование прямолинейное рас-
положение точек, переводит ли оно отрезок в отрезок, луч — в луч,
отрезок — в равный отрезок, угол — в равный угол и т. д.

При изучении преобразований существенно установить опреде-
ленные закономерности в расположении соответственных точек А
и А1, В и В1 и т. д. Не параллельны ли отрезки АА1 и ВВ1, не пересека-
ются ли они в одной точке, не перпендикулярны ли они к одной
какой-либо прямой, не лежат ли эти точки на некоторой окружно-
сти и т. д.

Пользуясь определениями движения и преобразования подобия
и свойствами расстояния между точками, можно доказать следую-
щие утверждения.

Следствие. Движение и преобразование подобия прямую перево-
дят в прямую, отрезок — в отрезок, окружность — в окружность.

(Доказательства этих утверждений опустим.)

Отметим также, что в данной теме мы познакомимся с еще од-
ним важным геометрическим методом — методом преобразований.
С помощью этого метода изящно решаются многие геометрические
задачи. Геометрические фигуры при этом рассматриваются в дина-
мике, что крайне важно для развития пространственного представ-
ления и воображения.

6.2. Примеры решения задач
Задача 1. Пусть дана некоторая прямая s (рис. 63, а). Зададим со-
ответствие между точками плоскости следующим образом:
1) каждую точку прямой s будем считать неподвижной (соответ-

ствующей самой себе);
2) каждой точке А Ïs по-

ставим в соответствие точ-
ку А1 такую, что АА1 ^ s

и АА1 = 1
2

АМ, где АМ — пер-

пендикуляр, проведенный
из точки А к прямой s.

Является ли это соот-
ветствие геометрическим
преобразованием плоско-
сти?
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Решение.
1) В этом соответствии каждая точка плоскости имеет, причем

единственный, образ (для точки А образом является точка А1, для
точки В — точка В1);

2) существенно, что каждая точка плоскости является образом не-
которой, причем единственной точки плоскости (точка А1 является
образом точки А, точка В1 — точки В);

3) значит, это соответствие — геометрическое преобразование
плоскости.

Задача 2. Установите, является ли геометрическое преобразова-
ние, данное в задаче 1, движением.

Решение.
Нет, не движение. Так как хотя отрезок АМ переходит в отрезок

А1М, но АМ ¹ А1М (рис. 63, б).
Задача 3. В условиях задачи 1 на прямой АВ найдите точку, кото-
рая в данном преобразовании остается неподвижной.
Задача 4. Выясните, является ли геометрическое преобразование,
данное в задаче 1, преобразованием подобия.
(Задачи 3—4 решите самостоятельно.)

§ 7.  Свойства движений и преобразований подобия

7.1. Теория
Из определений движения и преобразования подобия можно вы-
вести ряд следствий.

Следствия.
1. Движение переводит отрезок в равный отрезок, треугольник —

в равный треугольник, угол — в равный угол.
2. Преобразование подобия переводит треугольник в подобный

треугольник, угол — в равный угол.
3. Последовательное выполнение (композиция) двух движений (пре-

образований подобия) есть снова движение (преобразование подо-
бия).

Доказательства.
1. Пусть движение отрезок АВ (рис. 64) переводит в отрезок

А1В1. Так как движение сохраняет расстояние между точками, то
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АВ = А1В1. Значит, движение отрезок переводит в равный отрезок.
Рассмотрим DАВС (рис. 65). Пусть движение переводит DАВС
в DА1В1С1. Так как АВ = А1В1, ВС = В1С1, СА = С1А1 (на основании пре-
дыдущего свойства), то DАВС = DА1В1С1. Поэтому движение перево-
дит треугольник в равный треугольник.

Пусть движение переводит ÐА (рис. 66) в ÐА1. Докажем, что
ÐА = ÐА1. Для этого на сторонах угла А построим DАВС. При движе-
нии он перейдет в равный ему DА1В1С1. Поэтому ÐА = ÐА1.

2. Докажем, что преобразование подобия
так же, как и движение, переводит угол
в равный ему угол. Пусть преобразование
подобия переводит ÐА (рис. 67) и вместе
с ним DАВС соответственно в ÐА1 и DА1В1С1.
По определению преобразования подобия:
А1В1 = kAB, В1С1 = kВС, А1С1 = kАС. Отсюда
А B
АB

B C
BC

А C
АC

1 1 1 1 1 1= = . Значит, DАВС»DА1В1С1

и ÐА = ÐА1.
3. Докажите это следствие самостоятельно.

7.2. Примеры решения задач
Задача 1. Пусть при движении DАВС (рис. 68) перешел в DА1В1С1.
Докажите, что медиана АМ DАВС перейдет в медиану А1М1 DА1В1С1.

Доказательство. 1) В этом движении отрезок ВС переходит в отре-
зок В1С1. Точка М отрезка ВС перейдет в некоторую точку отрез-
ка В1С1;
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2) так как ВМ = 1
2

ВС = 1
2

В1С1 = В1М1, то

точка М1 будет именно той точкой, в кото-
рую перейдет точка М;

3) если точка А переходит в точку А1,
точка М — в точку М1, то медиана АМ
DАВС переходит в медиану А1М1 DА1В1С1.

Задача 2. Преобразование подобия
(рис. 69) DАВС переводит в DА1В1С1.
Докажите, что биссектриса AL DАВС
переходит в биссектрису A1L1 DА1В1С1.

Доказательство. 1) В данном преобра-
зовании подобия отрезок ВС переходит
в отрезок В1С1. Поэтому точка L отрез-
ка ВС перейдет в некоторую точку отрез-
ка В1С1;

2) так как ∠BAL = 1
2

∠BAC = 1
2

∠B1A1C1 =

= ÐB1A1L1, то точка L1 будет именно той
точкой, в которую перейдет точка L;

3) если точка А переходит в точку А1,
а точка L — в точку L1, то биссектриса AL
DАВС перейдет в биссектрису A1L1 DА1В1С1.

§ 8. Методы осевой и центральной симметрии

8.1. Теория
Каждое геометрическое преобразование дает свой метод, который
конкретизирует общий метод геометрических преобразований. В -
этой связи говорят о методе осевой симметрии, методе цент-
ральной симметрии и т. д.

Осевая и центральная симметрии (на примере треугольников)
представлены на рисунке 70. Дадим им определения.

Точки Х и Х1 называются симметричными относительно оси s
(см. рис. 70, а), если прямая s — серединный перпендикуляр к отрез-
ку ХХ1. Если точка А принадлежит прямой s, то она сама себе сим-
метрична.
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Преобразование, при котором каждая точка Х переходит в симмет-
ричную относительно прямой s точку Х1, называется осевой сим-
метри¢ей, прямая s называется осью симметри¢и.

Точки Х и Х1 называются симметричными относительно центра
О (см. рис. 70, б), если точка О — середина отрезка ХХ1.

Точка О сама себе симметрична.

Преобразование, при котором каждая точка Х переходит в точку
Х1, симметричную относительно точки О, называется централь-
ной симметрией, точка О называется центром симметрии.

Теорема 5

Осевая и центральная симметрии являются движениями.

Доказательство. 1-е утверждение. Пусть А и А1 (рис. 71, а), В
и В1 — точки, симметричные относительно оси s. Примем ось s
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за ось абсцисс. Тогда А(х1; у1), В(х2; у2), А1(х1; –у1), В1(х2; –у2). По-
этому

АВ2 = (х2 – х1)2 + (у2 – у1)2, А B1 1
2 = (х2 – х1)2 + (–у2 + у1)2.

Отсюда АВ2 = А B1 1
2 и, следовательно, АВ = А B1 1 .

2-е утверждение. Пусть А и А1, В и В1 — точки, симметричные от-
носительно центра О (рис. 71, б). Докажем, что АВ = А B1 1 . Равенст-
во этих отрезков следует из того, что DАОВ = DА1ОВ1 (по двум сто-
ронам и углу между ними).

Следствие. Центральная симметрия прямую переводит в па-
раллельную прямую.

Доказательство. Из равенства DАОВ = DА1ОВ1 (см. рис. 71, б) сле-
дует равенство накрест лежащих углов А и А1. Поэтому АВ || А1В1.
Это означает, что при центральной симметрии прямая АВ перехо-
дит в параллельную ей прямую А1В1.

8.2. Примеры решения задач
Задача 1. Даны прямая s — ось симметрии и некоторая прямая а,
пересекающая ось s в точке А (рис. 72). Докажите, что прямая а
при осевой симметрии с осью s переходит в прямую а1, которая
также проходит через точку А.

Доказательство. 1) Так как точка А лежит на
оси симметрии s, то при осевой симметрии отно-
сительно этой оси она перейдет сама в себя (явля-
ется неподвижной точкой преобразования);

2) это означает, что точка А1 — образ точки А
в этом преобразовании — совпадает с точкой А;

3) учтем также, что А1 Î а1;
4) так как точки А1 и А совпадают и А1 Î а1, то

А Î а1.

Следствие. Если две прямые симметричны от-
носительно оси и пересекаются, то точка пересе-
чения лежит на оси симметрии.

Задача 2. Пусть прямые а и а1 пересекаются в точке А и симмет-
ричны относительно оси s (рис. 73). На этих прямых отложены
равные отрезки АВ и АВ1. Докажите, что при симметрии с осью s
точка В переходит в точку В1.
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Доказательство. 1) Точка А в этом преобра-
зовании остается неподвижной. Так как пря-
мая а в данном преобразовании переходит
в прямую а1, то точка В прямой а перейдет
в некоторую точку прямой а1;

2) отрезок АВ перейдет в равный отрезок.
Таким отрезком является отрезок АВ1. Зна-
чит, отрезок АВ перейдет в отрезок АВ1, а точ-
ка В — в точку В1.

Задача 3. Пусть прямая а (рис. 74) при цен-

тральной симметрии с центром О перехо-
дит в прямую а1. Прямая b — произвольная
прямая, пересекающая прямые а и а1. При
пересечении образовались накрест лежащие
углы 1 и 2. Докажите, что Ð1 = Ð2.

Доказательство. 1) При центральной сим-
метрии прямая переходит в параллельную пря-
мую. Поэтому а || а1;

2) если прямые а и а1 параллельны, то на-
крест лежащие углы, образуемые при пересе-
чении указанных прямых прямой b, равны.
Значит, Ð1 = Ð2.

Задача 4. Пусть прямая а проходит через
центр симметрии О (рис. 75). Прямая b
перпендикулярна к прямой а и при сим-
метрии с центром О переходит в прямую b1.
Докажите, что b1^ а.

Доказательство. 1) Так как при симметрии
с центром О прямая b переходит в прямую b1,
то b || b1;

2) тогда
b b

b a
b a

| | ,1
1

^
ü
ý
þ

Þ ^ .

Задача 5. Пусть прямая s проходит через центр О данной окруж-
ности (рис. 76), точка А принадлежит этой окружности. При
симметрии относительно оси s точка А переходит в точку А1. До-
кажите, что точка А1 принадлежит данной окружности.
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Доказательство. 1) Так как О Î s, то точка О
при симметрии с осью s переходит сама в себя;

2) если точка О переходит в точку О, а точ-
ка А — в точку А1, то отрезок ОА переходит
в отрезок ОА1;

3) осевая симметрия является движением,
т. е. она отрезок переводит в равный отрезок.
Поэтому ОА1 = ОА = R — радиусу окружности;

4) если ОА1 = R, то точка А1 принадлежит
окружности.

Следствие. Прямая s, проходящая через центр окружности, яв-
ляется осью симметрии окружности, т. е. при симметрии относи-
тельно оси s окружность переходит сама в себя.

Задача 6. Пусть DАВС (рис. 77) — равнобедренный: АВ = ВС. К ос-
нованию АС проведен серединный перпендикуляр s. Докажите,
что прямая s является осью симметрии DАВС, т. е. при симмет-
рии относительно оси s DАВС переходит сам в себя.

Доказательство. 1) Так как АВ = ВС, то точ-
ка В равноудалена от концов отрезка АС. По-
этому точка В принадлежит серединному пер-
пендикуляру s к отрезку АС: В Î s;

2) получаем, что точка А в этой осевой сим-
метрии переходит в точку С, точка С — в точку
А. Значит, отрезок АС переходит в отрезок СА
(сам в себя);

3) так как В Î s, то точка В переходит сама
в себя. Поэтому отрезок ВА переходит в отрезок
ВС, а отрезок ВС — в отрезок ВА;

4) в итоге DАВС перешел сам в себя;
5) следовательно, прямая s является осью симметрии DАВС.

Задача 7. Даны параллельные прямые а и а1 и точки А и А1

(рис. 78): А Î а, А1 Î а1, О — середина отрезка АА1. Докажите, что
при центральной симметрии с центром О прямая а переходит
в прямую а1.

Доказательство (методом от противного). 1) Допустим, что пря-
мая а при симметрии с центром О переходит не в прямую а1, а в пря-
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мую а2. Так как точка А1 — образ точки А в этой
симметрии, то А1 Î а2;

2) кроме того, а2 || а (так как при централь-
ной симметрии прямая переходит в параллель-
ную прямую);

3) получили, что через точку А1 проходят
две прямые а1 и а2, параллельные прямой а (а1 || а
по условию, а2 || а по следствию, полученному
из допущения);

4) это противоречит аксиоме параллельных
прямых. Значит, при симметрии с центром О
прямая а переходит в данную прямую а1.

Задача 8. Пусть точка А принадлежит окружности с центром О
и при симметрии относительно точки О переходит в точку А1

(рис. 79). Докажите, что точка А1 принадлежит окружности.

Доказательство. 1-й способ. 1) Так как точ-
ка А при симметрии с центром О переходит
в точку А1 (по условию) и точка О остается
неподвижной в этом преобразовании, то от-
резок ОА переходит в отрезок ОА1;

2) симметрия относительно точки явля-
ется движением. Поэтому она сохраняет
расстояние между точками: ОА1 = ОА;

3) так как ОА = R — радиусу окружности,
то ОА1 = R. Значит, точка А1 принадлежит
данной окружности.

2-й способ. 1) Проведем диаметр АВ
(см. рис. 79). Так как ОА = ОВ, то при симметрии с центром О точка
А перейдет в точку В;

2) но образом точки А в этой симметрии является точка А1 (по
условию). Значит, точка А1 совпадает с точкой В и поэтому А1 при-
надлежит окружности.

Рассмотрим две более сложные задачи, показывающие примене-
ние метода геометрических преобразований.

Задача 9. Даны две окружности w1 и w2 и прямая s. Постройте от-
резок ХY, концы которого лежали бы на данных окружностях
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и для которого прямая s являлась бы
серединным перпендикуляром.

Решение.
1. Поиск решения. Допустим, что ис-

комый отрезок XY построен (рис. 80).
Так как прямая s является серединным
перпендикуляром к отрезку XY, то для
построения этого отрезка достаточно
построить один его конец, например
точку Y; второй конец — точка Х — после
этого сразу строится. Выясним, какими
свойствами обладает точка Y. Для этого

заметим, что прямая s является осью симметрии точек Х и Y (при
симметрии относительно оси s точка Х переходит в точку Y). Сде-
лаем теперь самый важный шаг в поиске решения: представим, что
при симметрии относительно оси s одновременно с точкой Х пере-
ходит окружность w1 в некоторую окружность ¢w1. Точка Y должна
лежать на окружности ¢w1. Итак, точка Y определяется как точка пе-
ресечения окружностей w2 и ¢w1 .

2. Построение. Строим (см. рис. 80):
1) окружность ¢w1 ; для этого строим точку ¢O1 , симметричную точ-

ке О1 относительно оси s, и проводим окружность ¢w1 с центром
в точке ¢O1 и радиусом, равным радиусу окружности w1;

2) точку Y — точку пересечения окружностей w2 и ¢w1 ;
3) точку Х — точку, симметричную точке Y относительно оси s.
Отрезок XY — искомый.

3. Доказательство. По построению точки Х и Y симметричны от-
носительно оси s, значит, прямая s является серединным перпенди-
куляром к отрезку ХY. Кроме того, по построению точка Y Î w2. Ос-
талось доказать, что точка Х Î w1. Это действительно так:
окружность ¢w1 при симметрии относительно оси s переходит в ок-
ружность w1, а значит, ее точка Y перейдет в точку Х Î w1. Таким об-
разом, построенный отрезок ХY полностью удовлетворяет услови-
ям задачи.

4. Исследование. Если окружности w2 и ¢w1 имеют общие точки,
то задача имеет решение. Если эти окружности общих точек не име-
ют, то и задача решения не имеет. По числу общих точек окружно-
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стей w2 и ¢w1 задача может иметь два решения, одно решение или
бесконечное множество решений (когда окружности w2 и ¢w1 совпа-
дают).

Задание. Подберите окружности w1 и w2 так, чтобы задача не име-
ла решения, имела одно решение, имела бесконечное множество
решений.

Задача 10. Даны две окружности w1 и w2 и точка О. Постройте от-
резок ХY, концы которого лежали бы на данных окружностях
и для которого точка О была бы серединой.

Решение.
1. Поиск решения. Допустим, что иско-

мый отрезок ХY построен (рис. 81). Так
как точка О является серединой отрезка
ХY, то для построения этого отрезка дос-
таточно построить один его конец, напри-
мер точку Y; второй конец — точка Х —
после этого строится сразу. Выясним, ка-
кими свойствами обладает точка Y. Для
этого охарактеризуем точку О иначе, чем
это сделано в условии задачи: точка О яв-
ляется центром симметрии точек Х и Y
(при симметрии относительно центра О
точка Х переходит в точку Y). Наступает главный момент в поиске
решения: представим, что одновременно с точкой Х при симметрии
относительно центра О окружность w1 переходит в окружность ¢w1 .
Точка Y должна лежать на окружности ¢w1 . Итак, точка Y находится
как точка пересечения двух окружностей w2 и ¢w1 .

2. Построение. Строим (см. рис. 81):
1) окружность ¢w1 ; для этого строим точку ¢O1 , симметричную точ-

ке О1 относительно центра О, и проводим окружность ¢w1 с центром
в точке ¢O1 и радиусом, равным радиусу окружности w1;

2) точку Y — точку пересечения окружностей w2 и ¢w1 ;
3) точку Х — точку, симметричную точке Y относительно цент-

ра О. Отрезок ХY — искомый.

3. Доказательство. По построению точки Х и Y симметричны от-
носительно центра О, значит, точка О является серединой отрезка
ХY. Кроме того, по построению точка Y Î w2. Осталось доказать, что
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точка Х Î w1. В самом деле, окружность ¢w1 при симметрии относи-
тельно центра О переходит в окружность w1, а значит, ее точка Y пе-
рейдет в точку Х Î w1. Это означает, что отрезок ХY удовлетворяет
условию задачи.

4. Исследование. Если окружности w2 и ¢w1 имеют общие точки,
то задача имеет решение. Если эти окружности не имеют общих то-
чек, то задача не имеет решения. По числу общих точек окружно-
стей w2 и ¢w1 задача может иметь два решения (как на рис. 81), одно
решение или бесконечное множество решений (если окружности w2

и ¢w1 совпадают).

Задание. Подберите окружности w1 и w2 так, чтобы задача не име-
ла решения, имела одно решение, имела бесконечное множество
решений.

§ 9.  Методы параллельного переноса и поворота

Познакомимся с двумя новыми методами — методами параллель-
ного переноса и поворота.

9.1. Теория
Приведем определения.

Пусть дан вектор
r
m. Преобразование (рис 82, а), при котором каж-

дая точка Х переходит в точку Х1 такую, что ХХ1

¾ ®¾
= r

m, называется
параллельным переносом. Вектор

r
m называется вектором парал-

лельного переноса.
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Пусть даны некоторая точка О и угол a.

Движение (рис. 82, б), при котором каждая
точка Х переходит в точку Х1 такую, что
ÐХОХ1 = a, называется поворотом около
данной точки О на угол a. Точка О при
этом остается неподвижной и называется
центром поворота. Угол a задается не
только величиной, но и направлением, и на-
зывается углом поворота.

Теорема 6

Параллельный перенос и поворот являются движениями.

Доказательство. Пусть точки А и В (рис. 83) при параллельном
переносе на вектор

r
m переходят соответственно в точки А1 и В1. На

основании определения параллельного переноса имеем:

АА m

BB m

АА BB1

1

1 1

¾ ®¾

¾ ®¾

¾ ®¾ ¾ ®¾=

=

ü
ý
ï

þï
Þ =

r

r

,
.

Далее выполним следующие преобразования: АА BB1 1

¾ ®¾ ¾ ®¾
= Þ

Þ = Þ
¾ ®¾ ¾ ®¾
АB А B1 1 АВ = А1В1.
Доказательство для поворота проведите самостоятельно.
Следствия.
1. При параллельном переносе прямая переходит в параллельную

ей прямую.
2. Центральная симметрия c центром О является поворотом

с центром О на угол в 180°.

Доказательства. 1. Было доказано, что АB
¾ ®¾

= А B1 1

¾ ®¾
(см. рис. 83). От-

сюда следует, что АВ || А1В1.
2. Докажите это следствие самостоятельно.

9.2. Примеры решения задач
Задача 1. При повороте около точки О на угол a (рис. 84) точка А
перешла в А1, В — в В1, С — в С1. Докажите, что точки А и А1, В и В1,
С и С1 лежат на концентрических окружностях с центром О.

Доказательство. Так как поворот около точки есть движение
и точка О — центр поворота — является неподвижной точкой, то
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ОA = ОА1, ОВ = ОВ1, ОС = ОС1. Отсюда следует требуемое утвержде-
ние.

Задача 2. В условиях предыдущей задачи (см. рис. 84) докажите,
что DАОА1» DВОВ1 » DСОС1.

Доказательство. 1) Эти треугольни-
ки равнобедренные, у них углы при вер-
шине О равны между собой (они рав-
ны углу поворота);

2) имеем: две стороны одного тре-
угольника пропорциональны двум
сторонам другого и углы между этими
сторонами равны. Значит, данные тре-
угольники подобны.

Задача 3. Пусть четырехугольник
ABCD — трапеция (рис. 85), AD
и ВС — основания трапеции. Извест-
ны все стороны трапеции: AD = а,
ВС = b, AB = c, CD = d. С помощью
параллельного переноса докажите,
что

|c – d| < a – b < c + d. (*)

Доказательство. Выполним параллель-

ный перенос стороны АВ на вектор BC
¾ ®¾

.
Точка А при этом перейдет в точку А1.
Получили DA1CD, в котором А1С = АВ =
= с, CD = d, A1D = a – b. Для DA1CD нера-
венства (*) справедливы.

Задача 4. Пусть при повороте вокруг точки О на угол a точка А пе-
реходит в точку А1, точка В — в точку В1. Докажите, что точка О
является точкой пересечения серединных перпендикуляров
к отрезкам АА1 и ВВ1.

Доказательство. Так как ОА = ОА1 (см. рис. 84), то точка О равно-
удалена от концов отрезка АА1. Поэтому точка О принадлежит сере-
динному перпендикуляру к отрезку АА1. Аналогично получаем, что
точка О принадлежит серединному перпендикуляру к отрезку ВВ1.
Отсюда следует доказываемое утверждение.
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Задание. Даны две пары соответственных точек при повороте во-
круг центра: точки А и А1, В и В1 (см. рис. 84). Постройте центр
поворота. (Воспользуйтесь предыдущей задачей.)

Приведем примеры более сложных задач.
Задача 5. Даны две окружности w1 и w2 и отрезок АВ (рис. 86). По-
стройте отрезок XY, равный и параллельный отрезку АВ, концы
которого лежат на данных окружностях.
Решение.
1. Поиск решения. Допустим, что иско-

мый отрезок XY построен (см. рис. 86).
Так как отрезок XY равен и паралле-
лен отрезку АВ, то возможны случаи:

а) либо XY
¾ ®¾

= AB
¾ ®¾

; б) либо XY
¾ ®¾

= BA
¾ ®¾

.

Пусть, например, XY
¾ ®¾

= AB
¾ ®¾

. Тогда

точка Y получается из точки Х парал-

лельным переносом на вектор AB
¾ ®¾

.

Представим, что параллельному пере-
носу подвергается (вместе с точкой Х)
и окружность w1. Пусть при этом параллельном переносе окруж-
ность w1 переходит в окружность ¢w1 . Тогда точка Х окружности w1

перейдет в точку Y окружности ¢w1 . Итак, точка Y находится как точка
пересечения окружностей w2 и ¢w1 .

Аналогично во втором случае, если XY
¾ ®¾

= BA
¾ ®¾

, то точка Y находится как
точка пересечения окружности w2 и окружности ¢¢w1 , получающейся из
окружности w1 при параллельном переносе на вектор BA

¾ ®¾
.

2. Построение. Строим (см. рис. 86):
1) окружность ¢w1 , получающуюся из окружности w1 при парал-

лельном переносе на вектор AB
¾ ®¾

; для этого строим точку ¢O1 , полу-

чающуюся из точки О1 при параллельном переносе на вектор AB
¾ ®¾

,
и проводим окружность ¢w1 с центром в точке ¢O1 и радиусом, равным
радиусу окружности w1;

2) точку Y — точку пересечения окружностей w2 и ¢w1 ;
3) точку Х — точку, в которую перейдет построенная точка Y при

параллельном переносе на вектор BA
¾ ®¾

;
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4) предыдущие построения повторяем для второго случая, когда
параллельный перенос окружности w1 совершается на вектор BA

¾ ®¾
.

Отрезок XY — искомый.

3. Доказательство проведите самостоятельно.

4. Исследование. Если окружности ¢w1 и ¢¢w1 имеют общие точки
с окружностью w2, то задача имеет решение. Если эти окружности
с окружностью w2 общих точек не имеют, то задача решения не име-
ет. Задача имеет бесконечное множество решений, если хотя бы
одна из окружностей ¢w1 и ¢¢w1 совпадает с окружностью w2. В осталь-
ных случаях задача более четырех решений иметь не может.

Задание. Подберите окружности w1 и w2 так, чтобы задача не име-
ла решения, имела одно решение (два, три, четыре, бесконечное
множество решений).
Задача 6. Даны окружность w, прямая а и точка О. Постройте
квадрат так, чтобы одна его вершина находилась в точке О, а со-
седние вершины Р и R: одна — на данной окружности, другая на
данной прямой.

Решение.
1. Поиск решения. Допустим, что

искомый квадрат OPQR построен
(рис. 87). У него одна вершина на-
ходится в точке О, Р Î w, R Î а. За-
дача сводится к построению вер-
шин Р и R, так как если эти верши-
ны будут построены, то по трем
вершинам нетрудно построить
вершину Q. Выясним, какими
свойствами обладают вершины Р
и R. Для этого заметим, что если

совершить поворот точки Р вокруг центра О на 90°, то точка Р пе-
рейдет в точку R. Представим, что вместе с точкой Р повороту под-
вергается и окружность w, на которой лежит точка Р. (Обратите
внимание на то, что этот прием неоднократно применялся и в пре-
дыдущих задачах.) Пусть при этом повороте окружность w перехо-
дит в окружность w¢. Окружность w¢ (что важно) пройдет через точ-
ку R. Итак, точка R находится как точка пересечения прямой а
и окружности w¢. Найдя точку R, точку Р можно получить как точ-
ку, в которую перейдет точка R при повороте вокруг того же центра О
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на угол, равный 90°, только в противоположном направлении. По-
сле этого можно построить оставшуюся вершину Q. Заметим, что
поворот точки Р вместе с окружностью w можно совершать на угол,
равный 90°, и в противоположном направлении. При этом получит-
ся окружность w¢¢, которая в решении играет такую же роль, как
и окружность w¢.

2. Построение. Строим (см. рис. 87):
1) окружность w¢: для этого поворачиваем центр О1 окружности

w на 90° вокруг точки О, получаем точку ¢O1 , далее строим окруж-
ность w¢ с центром в точке ¢O1 и радиусом, равным радиусу окружно-
сти w;

2) точку R — точку пересечения окружности w¢ с прямой а;
3) точку Р — точку, в которую перейдет точка R при повороте во-

круг центра О на 90° в противоположном направлении;
4) квадрат OPQR — искомый квадрат;
5) квадрат OP1Q1R1, который также является искомым.

3. Доказательство проведите самостоятельно.

4. Исследование. Если окружности w¢ и w¢¢ имеют общие точки
с прямой а, то задача имеет решения.

Если эти окружности с прямой а общих точек не имеют, то зада-
ча решения не имеет.

В зависимости от числа общих точек окружностей w¢ и w¢¢ с пря-
мой а задача может иметь одно, два, три или максимум — четыре ре-
шения.

§ 10.  Метод гомотетии

10.1. Теория
Гомотетия является еще одним видом геометрического преобразо-
вания. Это преобразование является преобразованием подобия.
Применение гомотетии при решении задач дает новый метод, кото-
рый называется методом гомотетии.

Гомотетия с центром О и коэффициентом k = 3 представлена на
рисунке 88, а. На рисунке 88, б показана гомотетия с центром О
и коэффициентом k = –3. Приведем определение гомотетии.
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Гомотетией с центром О и коэффициентом k ¹ 0 называется
преобразование, при котором каждая точка Х переходит в точку Х1

такую, чтоOХ kOХ1

¾ ®¾ ¾ ®¾
= .

Если k > 0, то гомотетия называется положительной (см. рис. 88, а),
если k < 0, то — отрицательной (см. рис. 88, б).

Теорема 7

Гомотетия является преобразованием подобия.

Доказательство. Пусть при гомотетии с центром О (рис. 89) и ко-
эффициентом k точки А и В переходят соответственно в точки А1 и В1.
Точки А и А1, В и В1 лежат на прямых, проходящих через центр
гомотетии О (так как векторы OА

¾ ®¾
и OА1

¾ ®¾
, OB

¾ ®¾
и OB1

¾ ®¾
— коллинеар-

ные). Рассмотрим треугольники ОАВ и ОА1В1. Так как у этих тре-
угольников угол О общий, а стороны, за-
ключающие этот угол, — пропорциональ-

ны:
OА
OА

OB
OB

k1 1= = | | , то DОАВ» DОА1В1.

Поэтому
А B
АB

k1 1 = | | . Значит, гомотетия

является преобразованием подобия.
Замечание. На основании доказанной теоре-

мы можно утверждать, что гомотетия обладает
всеми свойствами преобразования подобия
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(в частности, гомотетия сохраняет меру угла
и отношение двух отрезков). У гомотетии име-
ются и такие свойства, которые нельзя отнести
к общим свойствам преобразования подобия.
Например, при преобразовании подобия прямая,
вообще говоря, не переходит в параллельную
прямую. При гомотетии, как это утверждается
в приводимом ниже следствии, прямая всегда
переходит в параллельную прямую.

Следствие. При гомотетии прямая пе-
реходит в параллельную прямую.

Доказательство. Так как DОАВ»
» DОА1В1 (рис. 90), то ∠В = ∠В1. Отсюда
нетрудно получить, что сумма односторонних углов при прямых АВ
и А1В1 и секущей ОВ1 равна 180°. Значит, А1В1 || АВ.

10.2. Примеры решения задач методом подобия
Задача 1. Точки А и А1 являются соот-
ветственными в гомотетии с центром
О (рис. 91). Постройте точку В1 — об-
раз точки В в этой гомотетии
(В Ï АА1).
Построение. Строим:
1) ОВ;
2) А1K || АВ;
3) А1K I ОВ = В1 — искомая точка.

Доказательство проведите самостоя-
тельно.

Задача 2. Окружности с цен-
трами С и С1 касаются внеш-
ним образом в точке О
(рис. 92). Через точку О про-
ведены две произвольные
секущие, пересекающие пер-
вую окружность в точках А
и В, а вторую — соответст-
венно в точках А1 и В1. Дока-

жите, что
OА
OА

OB
OB

1 1= .
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Доказательство. Проведем диаметры OD и OD1 данных окружно-
стей. Треугольники OAD и OA1D1 — прямоугольные (углы А и А1 —
прямые как вписанные углы, опирающиеся на диаметр). Эти тре-
угольники подобны по двум углам (у них еще ÐAOD = ÐA1OD1). На
основании подобия:

OА
OА

OD
OD

1 1= , (1)

OB
OB

OD
OD

1 1= . (2)

Из (1) и (2) следует искомая пропорция.
Задача 3. Докажите, что окружности, данные в предыдущей зада-
че, гомотетичны относительно точки О.

Доказательство. Это утверждение следует из предыдущей задачи.

Задача 4. В условиях задачи 2 докажите, что А1В1 || АВ.

Доказательство. Так как данные окружности гомотетичны отно-
сительно точки О, то точки А и А1, В и В1 — гомотетичны в этой гомо-
тетии. Поэтому А1В1|| АВ.

Задача 5. Пусть АА1, ВВ1 и СС1 — ме-
дианы DАВС (рис. 93). Докажите, что
DА1В1С1 гомотетичен DАВС. Найдите
центр и коэффициент гомотетии.

Доказательство. По свойству медиан

треугольника МА1

¾ ®¾
= –1

2
МА
¾ ®¾

, МB1

¾ ®¾
= –1

2
МB
¾ ®¾

,

МC1

¾ ®¾
= –1

2
МC
¾ ®¾

. Поэтому DА1В1С1 гомоте-

тичен DАВС в гомотетии с центром М
и коэффициентом k = –1

2
.

Задача 6. В условиях предыдущей задачи докажите, что прямая,
проходящая через вершину В и перпендикулярная к стороне АС,
в гомотетии с центром М и коэффициентом k = –1

2
перейдет в се-

рединный перпендикуляр к этой же стороне.

Доказательство. В данной гомотетии (см. рис. 93) сторона АС
DАВС переходит в сторону А1С1 DА1В1С1. Так как гомотетия сохра-
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няет величину угла, то прямая, проходящая через вершину В и пер-
пендикулярная к АС, перейдет в прямую, проходящую через вер-
шину В1 и перпендикулярную к стороне А1С1. Эта прямая будет
перпендикулярна к АС (АС || А1С1) и проходит через середину сто-
роны АС.

Задача 7. Пусть М, О и Н — соответственно центроид, центр опи-
санной окружности и ортоцентр треугольника. Докажите,
что точка М расположе-
на между точками О и Н

и МО = 1
2

МН.

Доказательство. Пусть в DАВС

(рис. 94) А1, В1, и С1 — середи-
ны его сторон. Тогда

МА МА МB

МB МC МC

1 1

1

1
2

1
2

1
2

¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾

= - =

= - = -

,

,

(в силу теоремы о центроиде
треугольника).

Поэтому гомотетия с цент-
ром М и коэффициентом

k = –1
2

переводит точки А, В, С соответственно в точки А1, В1, и С1,

и, следовательно, эта гомотетия DАВС переводит в DА1В1С1. Убе-
димся в том, что в этой гомотетии точка Н переходит в точку О.
Возьмем высоту АА2. Выясним, в какую прямую перейдет прямая
АА2 в данной гомотетии. Эта прямая перейдет в прямую, проходя-
щую через точку А1 и перпендикулярную к В1С1. Но такая прямая
перпендикулярна к ВС (так как ВС || В1С1). Это значит, что прямая
АА2 в данной гомотетии переходит в серединный перпендикуляр
к стороне ВС. Аналогично: прямая ВВ2 переходит в серединный
перпендикуляр к стороне АС, прямая СС2 — в серединный перпен-
дикуляр к стороне АВ. Приходим к требуемому выводу. Действи-
тельно, точка Н в данной гомотетии переходит в точку О, которая
является точкой пересечения указанных серединных перпендику-
ляров. Так как точка О гомотетична точке Н в гомотетии с цен-
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тром М и коэффициентом гомотетии k = –1
2

, то МO MH
¾ ®¾ ¾ ®¾

= - 1
2

. Отсю-

да следует, что точка М лежит между точками О и Н и МО = 1
2

МН.

Заметим, что рассмотренная задача содержит один из самых кра-
сивых фактов элементарной геометрии, обнаруженных в свое вре-
мя знаменитым математиком Л. Эйлером.

Задача 8. Постройте треугольник по двум углам и медиане, прове-
денной из вершины третьего угла.

Решение.
1. Поиск решения. Допустим, что DАВС (рис. 95) удовлетворяет

условию задачи: он имеет заданные углы А и С и медиану mb. Выяс-
ним, какими свойствами обладают вершины этого треугольника. За-
мечаем, что нетрудно построить DВА1С1, который удовлетворяет
только части условий задачи: в нем Ð А1 = Ð А, Ð С1 = Ð С. На нашем
рисунке для этого достаточно провести А1С1 || АС.

Нельзя ли теперь с помощью DВА1С1 построить DВАС? Нагляд-
ные соображения подсказывают, что эти треугольники имеют оди-
наковую форму и отличаются линейными размерами. Напрашива-
ется применение гомотетии. Гомотетия позволяет сохранить вели-
чины углов и вместе с этим изменить линейные размеры, доводя их
до требуемых значений. За центр гомотетии естественно принять
точку В, а коэффициент гомотетии удобно задать не числом, а гео-
метрически — в виде двух соответственных (гомотетичных) точек.
Как это сделать? Для этого учтем, что гомотетия (как и вообще пре-
образование подобия) сохраняет отношение отрезков. Пусть

В1 — середина отрез-
ка А1С1. Если мы су-
меем с помощью го-
мотетии с центром В
отрезок А1С1 перевес-
ти в отрезок АС, то се-
редина В1 отрезка
А1С1 должна перейти
в середину В2 отрезка
АС. Это означает, что
в такой гомотетии ме-
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диана ВВ1 DВА1С1 переходит в медиану ВВ2 DВАС. Если это так, то то-
гда две гомотетичные точки В1 и В2 нетрудно построить. Для этого
в DВА1С1 стоим медиану ВВ1 (получим точку В1), затем на продол-
жении этой медианы отложим отрезок ВВ2 = mb (получим точку В2).

Выполнив теперь гомотетию, задаваемую центром В и парой го-
мотетичных точек В1 и В2, мы сможем DВА1С1 перевести в DВАС.
Пользуясь тем, что при гомотетии прямая переходит в параллель-
ную прямую, достаточно через полученную точку В2 провести пря-
мую, параллельную прямой А1С1. Эта прямая при пересечении с лу-
чами ВА1 и ВС1 даст вершины А и С DВАС.

2. Построение. Строим (см. рис. 95):
1) DВА1С1 по двум углам: ∠А1 = ∠А, ∠C1 = ∠C;
2) медиану ВВ1 DВА1С1;
3) на продолжении медианы ВВ1 отрезок ВВ2 = mb;
4) прямую а, проходящую через точку В2 и параллельную А1С1;
5) точки пересечения прямой а с лучами ВА1 и ВС1, получаем

точки А и С.
DАВС — искомый.

3. Доказательство проведите самостоятельно.

4. Исследование. Задача имеет решение, если ÐА + ÐС < 180°.
Если ÐА + ÐС ³ 180°, то задача не имеет решения, это решение един-
ственное (с точностью до равенства треугольников).

§ 11. Метод геометрических преобразований

Геометрические преобразования дают эффективный метод реше-
ния задач. Применяются при этом методы осевой и центральной
симметрии, параллельного переноса и поворота, гомотетии и др.
Суть метода геометрических преобразований состоит в том, что
данная фигура или ее элементы подвергаются некоторому преобра-
зованию. Получаемая при этом фигура часто помогает упростить
решение задачи. С некоторыми первыми задачами, решаемыми при
помощи геометрических преобразований, мы познакомились выше.
Рассмотрим новые задачи.
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11.1. Задачи на применение методов осевой
и центральной симметрий

Задача 1. С помощью осевой симметрии до-
кажите, что биссектриса, проведенная к ос-
нованию равнобедренного треугольника, яв-
ляется одновременно медианой и высотой
(рис. 96).

Доказательство. 1) Пусть l — биссектриса уг-
ла В. Воспользуемся тем, что биссектриса угла
является его осью симметрии. При симметрии
с осью l луч ВА переходит в луч ВС;

2) так как ВА = ВС, то точка А луча ВА пе-
рейдет в точку С луча ВС;

3) значит, точки А и С — симметричны от-
носительно оси l;

4) поэтому l ^ АС и l проходит через середи-
ну отрезка АС;

5) это значит, что биссектриса ВВ1 являет-
ся и высотой, и медианой DАВС.

Задача 2. Пусть произвольные линии а и а1,
b и b1 (рис. 97) симметричны относительно
оси s, а I b = А, а1 I b1 = А1. Докажите, что
точки А и А1 симметричны относительно оси s.

Доказательство. 1) Пусть А Î а, тогда образ
точки А — точка А1 — должен принадлежать
линии а1;

2) аналогично, если А Î b, то образ точки А — точка А1 — должен
принадлежать линии b1;

3) итак, А1∈ а1 и А1∈ b1. Поэтому А1 — точка пересечения а1 и b1;
4) значит, точки А и А1 симметричны относительно оси s.

Задача 3. В равнобедренный DАВС вписана окружность, Х и Y —
точки касания боковых сторон АВ и ВС с этой окружностью. До-
кажите, что точки Х и Y симметричны относительно биссектри-
сы угла В.

Доказательство. 1-й способ (рис. 98). 1) Так как центр О вписан-
ной окружности является точкой пресечения биссектрис, то точ-
ка О принадлежит биссектрисе l угла В;
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2) тогда окружность симметрична отно-
сительно прямой l;

3) если угол АВС и данная окружность
симметричны относительно прямой l, то их
общие точки (точки Х и Y) также симметрич-
ны относительно оси l.

2-й способ (см. рис. 98). 1) Так как l — ось
симметрии угла АВС, то луч ВА в этой сим-
метрии перейдет в луч ВС;

2) по свойству отрезков касательных,
проведенных к окружности из одной точки,
BX = BY;

3) поэтому точка Х луча ВА перейдет
именно в точку Y луча ВС. Значит, точки Х
и Y симметричны относительно биссектрисы l.

Задание. Докажите, что отрезок ХY (в ус-
ловиях предыдущей задачи) перпендику-
лярен к биссектрисе l и делится этой бис-
сектрисой пополам.

Задача 4. Пусть AD || BC — две хорды ок-
ружности. Докажите, что равны хорды
(дуги) АВ и CD (рис. 99).

Доказательство. 1) Проведем через центр
О окружности прямую s, перпендикулярную
к AD. Так как AD || BC, то s ^ ВС;

2) имеем: прямая AD симметрична относительно оси s и ок-
ружность симметрична относительно оси s. Значит, их точки пе-
ресечения — точки А и D — также симметричны относительно
оси s;

3) аналогично получаем, что точки В и С также симметричны от-
носительно оси s;

4) тогда отрезки АВ и DС симметричны относительно оси s
и АВ = DC;

5) если хорды АВ и DC равны, то и дуги, стягивающие их, также
равны.

Задание. В условиях предыдущей задачи докажите, что диагонали
АC и ВD трапеции равны.
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Задача 5. С помощью осевой симметрии докажите, что катет, ле-
жащий против угла в 30°, равен половине гипотенузы.

Доказательство. 1-й способ (рис. 100). 1) Вос-
пользуемся тем, что биссектриса угла является
его осью симметрии. Проведем биссектрису l
угла В (∠А = 30°, ∠В = 60°). Пусть l I АС = K.
Тогда ∠АВK = ∠KВС = 30°;

2) образом DВСK в симметрии с осью l будет
DВС1K, причем

С1 ∈ ВА и ∠ВС1K = ∠ВСK = 90°, ВС1 = ВС;

3) так как DАВK — равнобедренный (∠ВАK =
= ∠АВK = 30°) и KС1 — высота этого треуголь-
ника, то СK1 — медиана;

4) поэтому ВС1 = С1А.
Итак, ВС = ВС1 = С1А = 1

2
АВ.

2-й способ (рис. 101). 1) Пусть s — ось симметрии отрезка АВ,
s I АС = T;

2) при симметрии с осью s DАМТ переходит в равный DВМТ. По-
этому АМ = МВ и ∠ТВМ = ∠ТАМ = 30°;

3) тогда ∠ТВС = ∠АВС – ∠ТВМ = 60° – 30° = 30°;
4) поэтому DВМТ = DВСТ по гипотенузе и острому углу

и ВМ = ВС;

5) имеем: 1
2

АВ = ВМ = ВС.

Задача 6. Внутри острого ∠АОВ дана точка М (рис. 102). На сто-
ронах угла найдите точки X и Y такие, чтобы периметр DМХY
оказался наименьшим.

Решение.
Пусть точка М1 симметрична точке М относительно прямой ОА,

точка М2 — симметрична точке М относительно прямой ОВ. Прове-
дем отрезок М1М2. Точки пересечения его со сторонами угла обозна-
чим через X и Y. Полученный DМХY — искомый. Действительно,
МХ + XY + YM = M1X + XY + YM2 = М1М2 — кратчайшему пути между
фиксированными точками М1 и М2. (При других положениях точек
X и Y периметр DМХY будет равен длине ломаной, соединяющей
точки М1 и М2, и уже не будет наименьшим.)
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Задача 7. Пусть Н — ортоцентр остроугольного DАВС (рис. 103),
АВС — описанная окружность. Докажите, что точки, симметрич-
ные ортоцентру относительно прямых АВ, ВС и АС, лежат на ок-
ружности АВС.

Доказательство. 1-й способ. 1) Продолжим высоту АА1 до пересе-
чения с окружностью в точке Н1. Докажем, что НА1 = А1Н1. Рассмот-
рим DНСН1. Отрезок СА1 для этого треугольника является высотой.
Докажем, что одновременно он является и биссектрисой этого тре-
угольника (тогда СА1 окажется и медианой треугольника);

2) имеем: ÐВАН1 = ÐВСН1 как вписанные и опирающиеся на
одну дугу;

3) кроме того, H3СА1 = ÐВАН1 как острые углы со взаимно пер-
пендикулярными сторонами;

4) поэтому ÐНСA1 = ÐА1СН1;
5) итак, высота СА1 DНСН1 является биссектрисой этого тре-

угольника. Значит, СА1 — медиана DНСН1 и НА1 = А1Н1;
6) отсюда точки Н и Н1 симметричны относительно стороны ВС,

Н и Н2 симметричны относительно стороны АС, Н и Н3 симметрич-
ны относительно стороны АВ.

2-й способ. 1) Пусть Н1 — точка, симметричная ортоцентру Н от-
носительно стороны ВС. Докажем, что точка Н1 принадлежит ок-
ружности АВС (см. рис. 103). Пусть ÐВАС = a, тогда
ÐВНС = ÐС1НВ1 = 180° – a;

2) так как треугольники ВН1С и ВНС симметричны относитель-
но прямой, то они равны и ÐВН1С = ÐВНС = 180° – a;

3) получаем, что сумма противоположных углов четырехуголь-
ника АВН1С равна 180°: ÐВАС + ÐВН1С = a + (180° – a) = 180°;
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4) значит, четырехугольник АВН1С — описанный и точка Н1 при-
надлежит окружности АВС.

Задание. В условиях предыдущей задачи докажите, что DН1Н2Н3

гомотетичен DА1В1С1 в гомотетии с центром Н и коэффициентом
k = 2. (Докажите самостоятельно.)
Задача 8. В условиях предыдущей задачи (см. рис. 103) докажите,
что окружности ВНС и АВС имеют одинаковый радиус.

Доказательство. 1-й способ. 1) Так как треугольники ВНС и ВН1С
симметричны относительно стороны ВС, то они равны;

2) поэтому описанные около них окружности ВНС и ВН1С — ок-
ружности одинакового радиуса;

3) окружность ВН1С совпадает с окружностью АВС. Значит, ок-
ружности ВНС и АВС имеют равные радиусы.

2-й способ. 1) Воспользуемся тем, что в треугольнике отношение
стороны к синусу противолежащего угла равно диаметру описан-
ной окружности. Пусть R — радиус окружности АВС, R1 — радиус
окружности ВНС. Для DАВС и DВНС имеем соответственно:

BC R
sin a

= 2 ,
( )

BC
BHC

BC R
sin sinÐ

=
°-

=
180

2 1a
;

2) так как sin(180° – a) = sin a, то 2R = 2R1. Отсюда R = R1.
Задача 9. Пусть Н — ортоцентр остро-
угольного DАВС (рис. 104), М — сере-
дина стороны АС, Н1 — точка, симмет-
ричная ортоцентру относительно точ-
ки М. Докажите, что точка М1 принад-
лежит окружности АВС.

Доказательство. 1) Положим, что ∠В = b.
Тогда ∠А1НС1 = 180° – b. Поэтому ∠АНС =
= 180° – b как вертикальные;

2) так как четырехугольник АНСН1 —
параллелограмм (почему?), то ∠АН1С =
= ∠АНС = 180° – b;

3) поэтому в четырехугольнике АВСН1 сумма противоположных
углов равна 180°: ∠В + ∠АН1С = b + (180° – b) = 180°;

4) отсюда следует, что четырехугольник АВСН1 — описанный
и точка Н1 принадлежит окружности АВС.
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Задача 10. Через точку М, расположенную внутри угла (меньшего
развернутого, рис. 105), проведите прямую, отрезок которой, за-
ключенный между сторонами угла, делится в этой точке пополам.
Решение.
Допустим, что прямая АВ — искомая:

она проведена через точку М и АМ = МВ.
Какими свойствами обладает эта прямая?
Одна точка искомой прямой дана — это точ-
ка М. Значит, достаточно построить еще од-
ну ее точку, например точку А. Как постро-
ить точку А? Для этого выясним ее свойст-
ва. Во-первых, точка А лежит на стороне а
данного угла. Во-вторых, точка А симмет-
рична точке В относительно центра М. (По-
следнее обстоятельство требует отдельного
рассмотрения.) Так как точка В принадле-
жит прямой b, то симметричная ей точка — точка А — обязательно
принадлежит прямой b1, симметричной прямой b. Следовательно,
для решения задачи надо построить прямую b1, симметричную b от-
носительно центра М. Точка А строится как точка пересечения пря-
мой b1 со стороной а данного угла. Затем строится прямая АВ.

11.2. Задачи на применение методов параллельного переноса
и поворота

Задача 1. C помощью параллельного переноса докажите, что если
одна из параллельных прямых перпендикулярна к некото-
рой прямой, то и другая прямая также перпендикулярна к этой
прямой.

Доказательство. 1) Пусть а || b и а ^ с (рис. 106).
Докажем, что b ^ с. Пусть а I c = A, b I c = B. Рас-

смотрим параллельный перенос на вектор АB
¾ ®¾

.

При любом параллельном переносе прямая пере-
ходит в параллельную прямую. Поэтому прямая
а перейдет в прямую b, а прямая с сама в себя;

2) при любом движении мера угла сохраняет-
ся. Поэтому прямой угол между прямыми а и с
перейдет в прямой угол между прямыми b и с;

3) значит, b ^ с.
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Задача 2. C помощью параллельного переноса докажите, что если
две прямые (см. рис. 106) перпендикулярны к одной и той же
прямой, то они параллельны: (а ^ с и b ^ c) Þ a || b.

Доказательство. 1) Воспользуемся снова параллельным перено-
сом на вектор АB

¾ ®¾
. При этом движении прямая с переходит в себя;

2) так как прямой угол при движении переходит в прямой, то
прямая а перейдет в прямую, проходящую через точку В, перпенди-
кулярную к прямой с;

3) но такой прямой является прямая b. Значит, прямая b — образ
прямой а в данном параллельном переносе;

4) поэтому b || а.

Задача 3. Дан ∠АОВ, некоторая прямая а и отрезок l (рис. 107).
Постройте отрезок XY с концами, лежащими на сторонах угла,
параллельный прямой а и имеющий длину, равную l.

Решение.
1) Построим отрезок PQ, удов-

летворяющий части условий: он па-
раллелен прямой а, равен l, один
его конец (точка Q) лежит на сто-
роне данного угла;

2) проведем b || OB, получим точ-
ку Х = b I OA;

3) выполнив параллельный пе-
ренос отрезка РQ на вектор PХ

¾ ®¾
, по-

лучим искомый отрезок XY.

Задача 4. С помощью параллель-
ного переноса найдите диагональ
равнобедренной трапеции, если
угол между диагоналями равен
a, а основания трапеции равны
а и b.
Решение.
1) Положим, что АС = BD = x,

AD = a, BC = b, ∠AOD = a (рис. 108).
Выполнив параллельный перенос
отрезка BD на вектор BC

¾ ®¾
, получим

отрезок СD1;
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2) в DACD1 имеем: АС = CD1 = х, ∠ACD1 = a, AD1 = AD + DD1 = AD +
+ BC = a + b. Тогда по теореме косинусов:

(a + b)2 = 2x2 – 2x2 cos a, x = 2
2 1

2

4
2

2

( )
( cos )

( )

sin

a b a b+
-

= +
a a

.

Ответ: АС = BD = 2

4
2

2

( )

sin

a b+
a

.

Задача 5. Даны две окружности w1 и w2 и некоторая прямая а
(рис. 109). Постройте прямую х так, чтобы она была параллельна
прямой а и пересечение прямой с соответствующими кругами да-
вало бы две равные хорды.
Анализ (поиск решения).

1) Допустим, что искомая пря-
мая х построена: х || a и А1В1 =
= А2В2 (см. рис. 109);

2) так как отрезки А1В1 и А2В2

равны, то окружность w1 можно
перевести параллельным пере-
носом вдоль прямой х (все рав-
но, что вдоль прямой а) в ок-
ружность ¢w1 , которая проходит
через точки А2 и В2;

3) это означает, что точки А2

и В2 можно построить при по-
мощи окружности ¢w1 ;

4) необходимо только уточнить, на какой вектор совершается па-
раллельный перенос. Учтем, что серединный перпендикуляр s к хор-
де А2В2 пройдет через центрыO2 и ¢O1 окружностей w2 и ¢w1 и этот се-
рединный перпендикуляр будет перпендикулярен и к прямой а;

5) векторO O1 1¢
¾ ®¾

, на который совершается параллельный перенос,
определяется следующим образом: через центр О2 проводим пря-
мую s ^ a; через центр О1 проводим прямую b || a; точка ¢O1 получает-
ся как точка пересечения прямых s и b;

6) выполнив после этого параллельный перенос окружности w1

на векторO O1 1¢
¾ ®¾

, получим окружность ¢w1 ; точки пересечения окруж-
ностей w2 и ¢w1 дают точки А2 и В2. Тогда прямая А2В2 = х — искомая
прямая.
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Построение и доказательство проведите самостоятельно.

Исследование. Окружность ��1 может иметь с окружностью �2

одну точку или не иметь общих точек. В этих случаях задача реше�
ния не имеет. Если окружности ��1 и�2 пересекаются, то задача име�
ет единственное решение.

Задача 6. На сторонах АВ и ВС параллелограмма ABCD (рис. 110)
во внешнюю сторону построены квадраты ABMN и BCPQ. Дока�
жите, что �ABQ переводится в �МВС с помощью поворота. Най�
дите центр и угол поворота.

Решение.
1) Найдем соответственные сторо�

ны этих треугольников. Для стороны
АВ �ABQ соответственной естественно
посчитать сторону МВ �МВС, для сто�
роны BQ �ABQ — сторону ВС �МВС;

2) замечаем, что при повороте во�
круг точки В на 90� стороны АВ и BQ
первого треугольника переходят соот�
ветственно в стороны МВ и ВС второго
треугольника. Поэтому при указанном
повороте первый треугольник перево�
дится во второй треугольник.

Задание. В условиях задачи 6 докажите (самостоятельно), что
AQ � MC.
Задача 7. На сторонах АВ и ВС квадрата ABCD (рис. 111) во внеш�
нюю сторону построены равносторонние треугольники АВМ

и BCN. Докажите, что МС � AN. Найдите
угол между прямыми МС и AN.

Решение.
1) Как и при решении предыдущей за�

дачи, устанавливаем, что поворот вокруг
центра В на 60� против часовой стрелки
совмещает отрезок МС с отрезком AN;

2) значит, МС � AN;
3) если угол поворота острый, то угол,

образуемый прямой и ее образом, равен
углу поворота. Поэтому прямые МС и AN
пересекаются под углом в 60�.
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Задание. Хорды АВ и CD окружности
равны (рис. 112). Продолжения этих
хорд пересекаются под углом, равным
80°. Каким поворотом можно совмес-
тить одну хорду с другой? Найдите
центр и угол поворота. (Решите са-
мостоятельно.)
Задача 8. Через точку пересечения
диагоналей квадрата (рис. 113) про-
ведены два перпендикулярных отрез-
ка MN и PQ (М Î АВ, N Î CD, P Î BC,
Q Î AD). Докажите, что MN = PQ.

Доказательство. 1) При повороте во-
круг точки О на 90° по часовой стрелке
сторона АВ перейдет в сторону ВС, пря-
мая ОМ — в прямую ОР;

2) поэтому точка М — точка пересече-
ния АВ и прямой ОМ — перейдет в точку
пересечения ВС и прямой ОР, т. е. в точ-
ку Р;

3) аналогично точка N в этом поворо-
те переходит в точку Q;

4) в итоге отрезок MN переходит в от-
резок PQ. Значит, MN = PQ.

Задача 9. Даны прямые а, b, точка О
и угол a (рис. 114). Постройте равно-
бедренный DАОВ (АО = ОВ) с углом
АОВ, равным a, вершины А и В кото-
рого лежат соответственно на пря-
мых а и b.

1. Анализ (поиск решения). 1) Допус-
тим, что DАОВ искомый: АО = ОВ, ∠АОВ =
= a, А ∈ а, В ∈ b. При повороте вокруг
точки О на угол a отрезок ОА (точка А)
перейдет в отрезок ОВ (точку В);

2) представим, что вместе с точкой А
поворачивается прямая а, на которой лежит эта точка. Пусть пря-
мая а переходит при этом движении в прямую а1;

— 75 —

Рис. 114

Рис. 113

80°

A

B С

D

O

Рис. 112

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв» 
Скачано с сайта www.aversev.by



3) прямая а1 обязана пройти через точку В. Итак, точка В опреде-
ляется как точка пересечения прямых b и а1;

4) построив точку В, нетрудно построить точку А. Для этого по-
вернем отрезок ОВ на угол a в противоположном направлении.
Точка В при этом перейдет в точку А. Получим искомый DАОВ.

2—3. Доказательство и построение проведите самостоятельно.

4. Исследование. Если прямая а1 не пересечет прямую b, то точка
В существовать не будет и задача решения не имеет. Если прямая а1

совпадет с прямой b, то в качестве точки В можно взять любую точ-
ку прямой b. Задача в этом случае имеет бесконечное множество ре-
шений. Если прямая а1 пересекает прямую b, то точка В определяет-
ся единственным образом и задача имеет единственное решение.

Задача 10. Треугольники АВС и CDE
(рис. 115) правильные. Докажите,
что АD = ВЕ.

Доказательство. 1) При повороте во-
круг центра С на 60° по часовой стрелке
точка А переходит в точку В, точка D —
в точку Е;

2) значит, отрезок АD переходит
в отрезок ВЕ. Поэтому АD = ВЕ.

11.3. Задачи на применение метода гомотетии
Задача 1. Постройте DАВС по углу В, отношению сторон АВ и ВС,
равному отношению двух данных отрезков p и q и медиане ma.

Решение.
1) Воспользуемся уже известным нам приемом. Построим вна-

чале DА1В1С1 (рис. 116), который удовлетворяет части условий за-
дачи: ÐВ1 в нем имеет заданную меру, А1В1 = p, В1С1 = q (в итоге А1В1 :
В1С1 = p : q). Проведем медиану А1М1 DА1В1С1;

2) искомый DАВС имеет такой же ÐВ, такое же отношение сто-
рон АВ и ВС. Как видно, задача свелась к тому, чтобы суметь перей-
ти от DА1В1С1 к DАВС, сохранив при этом меру угла В1 и отношение
сторон;

3) это можно сделать с помощью гомотетии. Необходимо только
правильно выбрать ее центр и коэффициент. За центр гомотетии ес-
тественно принять точку А1;
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4) выберем коэффициент гомотетии k. Зададим его в геометри-
ческой форме, удобной для построения, указав две гомотетичные
точки М1 и М. Для этого на продолжении медианы А1М1 отложим
отрезок А1М = ma (убедитесь в том, что точки М и М1 лежат на одной
прямой с центром гомотетии!);

5) через точку М проведем прямую ВС || В1С1;
6) DАВС является искомым. В силу гомотетии он имеет задан-

ные ÐВ и отношение сторон АВ и ВС. Кроме того, при гомотетии ме-
диана переходит в медиану. Значит, АМ — медиана DАВС (имеющая
заданное значение ma).

Задача имеет единственное решение, если ÐВ < 180°. В против-
ном случае задача решения не имеет.

Задача 2. Постройте DАВС по биссектрисе la и отношению трех его
сторон, равному отношению трех данных отрезков p, q и s (рис. 117).

Решение.
1) Как и выше, построим вначале вспомогательный DАВ1С1, в ко-

тором АВ1 = p, В1С1 = q, АС1 = s. Этот треугольник имеет заданное от-
ношение трех его сторон. Осталось суметь перевести его в треуголь-
ник с таким же отношением сторон и заданной биссектрисой la;

2) отношение сторон треугольника сохраняется при гомотетии.
При гомотетии также биссектриса угла переходит в биссектрису
угла. Эти соображения подсказывают, что необходимо воспользо-
ваться гомотетией. Как задать эту гомотетию? В качестве центра го-
мотетии удобно выбрать точку А;

3) коэффициент гомотетии, как и выше, зададим геометриче-
ски — с помощью пары гомотетичных точек. Для этого построим
биссектрису AL1 DАВ1С1, на ее продолжении отложим отрезок AL = la.
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В результате получим точку L. Рассмотрим гомотетию с центром А
и парой гомотетичных точек L1 и L (L1 � L);

4) построим точки В и С, гомотетичные соответственно точкам
В1 и С1 в указанной гомотетии (для этого достаточно через точку L
провести прямую а || В1С1; прямая а, пересекаясь с лучами АВ1 и АС1,
даст точки В и С);

5) �АВС — искомый. В самом деле, он имеет такое же отношение
сторон, что и вспомогательный, а значит, — заданное отношение.
Кроме того, AL � la и AL является биссектрисой �АВС, так как AL яв#
ляется отрезком, в который переходит в указанной гомотетии бис#
сектриса �АВ1С1.

Задача имеет решение, причем единственное, если выполняются
неравенства треугольника: p q s p s q q s p� � � � � �, , .

В противном случае задача не имеет решения.

Задача 3. Дан остроугольный �АВС (рис. 118). Требуется «впи#
сать» в этот треугольник квадрат таким образом, чтобы две его

вершины лежали бы на стороне АС,
одна — на стороне АВ и одна — на сто#
роне ВС.

Решение.
1) Построим вначале квадрат MNPQ,

который частично удовлетворяет ус#
ловию задачи: М � АС, Q � AC,
N �AB. Вершина Р этого квадрата не
лежит на стороне ВС;

2) построим точку Р1 — точку пе#
ресечения луча АР со стороной ВС.
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Воспользуемся гомотетией, задаваемой центром А и парой гомоте-
тичных точек Р и Р1;

3) квадрат MNPQ перейдет при этом в квадрат M1N1P1Q1, кото-
рый полностью удовлетворяет условию задачи.

Задача 4. Докажите, что точка пересечения продолжений боко-
вых сторон трапеции, точка пересечения ее диагоналей и середи-
ны оснований трапеции лежат на одной прямой.

Доказательство. 1) Требуется доказать,
что точки О, О1, М1 и М2 лежат на одной
прямой (рис. 119). Рассмотрим гомоте-
тию, задаваемую центром О и парой го-
мотетичных точек А и В (А ® В). При
этой гомотетии отрезок AD переходит
в отрезок ВС, а середина отрезка AD (точ-
ка М1) — в середину отрезка ВС (точку
М2). Поэтому точки М1, М2 и О лежат на
одной прямой;

2) воспользуемся теперь гомотетией,
задаваемой центром О1 и парой гомоте-
тичных точек А и С (А ® С). При этой гомотетии отрезок AD пере-
ходит в отрезок СВ, а середина отрезка AD (точка М1) — в середину
отрезка СВ (точку М2). Значит, точки О1, М1 и М2 лежат на одной
прямой;

3) итак, точки О и О1 лежат на прямой М1М2, т. е. все данные че-
тыре точки лежат на одной прямой.

§ 12.  Равенство фигур

12.1. Теория
Равные фигуры показаны на рисунках 120, а, б. Приведем определе-
ние.

Две фигуры называются равными, если существует движение,
которое одну из них переводит в другую.

Обратим внимание на то, что для равенства отрезков, углов
и треугольников мы имеем по два определения. Первые определе-
ния (без использования движения) приводились в курсе геометрии
7 класса. Только что было показано, как эти понятия определяются
при помощи движения. Можно доказать, что «старые» и «новые»
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определения эквивалентны. Центральным в решении этого вопроса
является следующее.

Следствие. Если треугольники равны по первому определению,
то существует движение, которое совмещает один из них с другим
(т. е. треугольники равны по второму определению).

Доказательство. Пусть DАВС = DА1В1С1 (рис. 121) в смысле перво-
го определения. Переведем DВАС в DВ2А1С2 параллельным перено-
сом на вектор АА

¾ ®¾
1 . Далее выполним осевую симметрию относитель-

но оси s1 — серединного перпендикуляра к отрезку В1В2. Так как
АВ = А1В1 и АВ = А1В2, то А1В1 = А1В2. Поэтому А1О Î s1. Значит,
при осевой симметрии DА1В2С2 перейдет в DА1В1С3. Если DА1В1С1

и DА1В1С3 оказались в одной полуплоскости от прямой А1В1, то они
совпадут (в противном случае в этой полуплоскости оказались бы
отложенными два различных, но равных между собой угла). Если

— 80 —

Рис. 121

Ф

Ф

Ф

1

a) б)

A

B

С

D

E

A

B С

D

E

1

1
1

1

1

A

B

С

D

A

B

С

D
Ф1

1

1

1

1

Рис. 120

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв» 
Скачано с сайта www.aversev.by



вершины С1 и С3 лежат по разные стороны от прямой А1В1, то доста-
точно выполнить осевую симметрию с осью А1В1. В итоге DАВС со-
вместится с DА1В1С1.

12.2. Примеры решения задач
Задача 1. Докажите, что если две смежные стороны одного прямо-
угольника соответственно равны двум смежным сторонам дру-
гого, то такие прямоугольники равны.

Доказательство. Пусть АВ = А1В1, AD = A1D1 (рис. 122). Докажем ра-
венство прямоугольников ABCD и A1B1C1D1. Для этого проведем диа-
гонали BD и B1D1. Так как DBAD = DB1A1D1

(по двум катетам), то на основании до-
казанного выше следствия существует
движение, которое совмещает эти тре-
угольники. Докажем, что в этом движе-
нии вершина С совместится с верши-
ной С1. В самом деле, так как движение
параллельные прямые переводит в па-
раллельные и точка С лежит на прямых
СВ и CD, соответственно параллельных
прямым DA и ВА, то точка С в указан-
ном движении должна перейти в точку,
лежащую на прямой, проходящей через
точку В1 и параллельной D1A1, и на прямой, проходящей через точку
D1 и параллельной B1A1. Но такой точкой является точка С1. Значит,
точка С переходит в точку С1. Итак, мы указали движение, которое
прямоугольник ABCD переводит в прямоугольник A1B1C1D1. Следова-
тельно, эти прямоугольники равны.

Задача 2. Докажите равенство двух окружностей одинакового ра-
диуса. (Докажите самостоятельно.)

§ 13.  Подобие фигур

13.1. Теория
Две фигуры называются подобными, если существует преобразова-
ние подобия, которое одну из них переводит в другую. Обозначе-
ние: Ф»Ф1 (Ф и Ф1 — подобные фигуры).
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Подобные фигуры имеют одинаковую форму. Такими являются,
например, две карты одной и той же местности, выполненные в раз-
ных масштабах. Пример подобных фигур был приведен ранее (см.
рис. 62, г).

Следующая теорема устанавливает связь между новым определе-
нием подобных треугольников и тем, которое было известно ранее.

Теорема 8 (о признаках подобия треугольников)

Два треугольника подобны (и в смысле нового определения!),
если:

1) два угла одного соответственно равны двум углам другого;

2) две стороны одного пропорциональны двум сторонам друго-
го и углы между этими сторонами равны;

3) стороны одного пропорциональны сторонам другого.

Доказательство. Подвергнем DАВС преобразованию гомотетии

с произвольным центром О и коэффициентом k = А B
АB
1 1 . Получим

DА2В2С2 = DА1В1С1 (рис. 123).
В самом деле:
1) ∠А2 = ∠А = ∠А1, ∠В2 = ∠В =

= ∠В1 — на основании следствия
1 из § 7, утверждающего, что при
преобразовании подобия угол пе-
реходит в равный угол; условия
теоремы;

2) А2В2 = kАВ = А B
АB
1 1 ⋅ АВ =

= А1В1 — на основании определе-
ния гомотетии и выбора ее коэф-
фициента k;

3) п. 1)—2) Þ ∆А2В2С2 = DА1В1С1 — на основании признака равен-
ства треугольников по стороне и двум прилежащим углам.

Аналогично доказываются два других признака.

Следствие. Если DАВС» DА1В1С1, то:
1) ∠А = ÐА1, ÐВ = ÐВ1, ∠С = ÐС1;
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2)
А B
АB

B C
BC

А C
АC

1 1 1 1 1 1= = .

Это следствие непосредственно следует из определения подоб-
ных фигур и свойств преобразования подобия.

13.2. Примеры решения задач с помощью методов равенства
и подобия треугольников

Задача 1. Докажите равенство двух треугольников по двум сторо-
нам и биссектрисе, выходящим из одной вершины (рис. 124).

Дано: АВ = A1B1 = с,
ВС = B1C1 = а,
BL = B1L1 = lb — биссектрисы.
Доказать:
DАВС = DА1В1С1.

Замысел доказательства.
Докажем, что ÐВ = ÐВ1. То-
гда DАВС = DА1В1С1 на ос-
новании 1-го признака ра-
венства треугольников.

Доказательство. 1) Гомо-
тетия, задаваемая центром
А и парой гомотетичных точек L и С (L ® С), отрезок BL переводит
в отрезок KС (KС || BL);

2) аналогично построим отрезок K1С1 для второго треугольника;
3) нетрудно установить, что ВС = ВK = а, В1С1 = В1K1 = а;
4) найдем третьи стороны треугольников ВСK и В1С1K1:

KC
BL

AK
AB

KC BL AK
AB

l a c
c

b= Þ = × = +( )
;

K C
B L

A K
A B

K C
B L A K

A B
l a c

c
b1 1

1 1

1 1

1 1
1 1

1 1 1 1

1 1

= Þ = × = +( )
;

5) значит, DВСK = DВ1С1K1 по трем сторонам;
6) отсюда ÐСВK = ÐС1В1K1. Тогда смежные с ними углы также

равны: ÐАВС = ÐА1В1С1;
7) вывод: DАВС = DА1В1С1 по двум сторонам и углу, заключенно-

му между ними (АВ = A1B1, ВС = B1C1, ÐАВС = ÐА1В1С1).
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Задача 2. Докажите, что стороны треугольника обратно пропор-

циональны его высотам: а : b : с = 1 1 1
h h ha b c

: : .

Доказательство. Применяя первый
признак подобия треугольников и пре-
дыдущее следствие, получим (рис. 125):

1) DВСВ1 » DАСА1 Þ = ÞBC
AC

BB
АА

1

1

Þ = Þ =а
b

h
h

a
b h h

b

a a b

1 1: ;

2) DАСС1 » DАВВ1 Þ

Þ = ÞAC
AB

CC
BB

1

1

b
c

h
h

b
c h h

c

b b c

= Þ = 1 1: ;

3) п. 1)—2) Þ а : b : с = 1 1 1
h h ha b c

: : .

Примечание. Эту задачу можно решить, также используя метод площа-
дей.

Задача 3. Постройте треугольник по трем его высотам ha, hb и hc.

Решение.
1. Поиск решения. 1) Попробуем воспользоваться утверждением

предыдущей задачи. Пусть DАВС — искомый, ha, hb и hc (рис. 126) —
его высоты;

2) построим DА¢В¢С¢ со сторонами, равными ha, hb и hc;
3) проведем в этом треугольнике высоты ¢ha , ¢hb и ¢hc . Тогда на

основании задачи 1 стороны DАВС обратно пропорциональны сто-
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ронам DА¢В¢С¢, которые обратно пропорциональны высотам ¢ha , ¢hb

и ¢hc . Это означает, что стороны DАВС прямо пропорциональны вы-
сотам ¢ha , ¢hb и ¢hc ;

4) поэтому, если из высот ¢ha , ¢hb и ¢hc построить DАВ¢¢С¢¢, то он бу-
дет (по третьему признаку) подобен DАВС;

5) поэтому можно построить вначале DАВ¢¢С¢¢, затем с помощью
гомотетии преобразовать его в искомый DАВС.

2. Построение. Строим (см. рис. 126):
1) DА¢В¢С¢ по трем сторонам ha, hb и hc;
2) высоты ¢ha , ¢hb и ¢hc DА¢В¢С¢;
3) DАВ¢¢С¢¢ по трем сторонам ¢ha , ¢hb и ¢hc ;
4) АМ¢¢ — высоту DАВ¢¢С¢¢;
5) отрезок АМ = ha (на продолжении отрезка АМ¢¢);
6) прямую, проходящую через точку М и параллельную В¢¢С¢¢;

эта прямая при пересечении с лучами АВ¢¢ и АС¢¢ даст точки В и С
(выполнили гомотетию с центром А и парой гомотетичных точек
М¢¢ и М). DАВС — искомый.

3. Доказательство проведите самостоятельно.

4. Исследование. Задача имеет решение, причем единственное,
если для данных высот ha, hb и hc выполняются неравенства тре-
угольника.

§ 14.  Дальнейшее развитие метода подобия:
свойства подобных многоугольников,
пропорциональные отрезки в окружности

14.1. Теория
Следствия.
1. Отношение периметров (площадей) подобных многоугольников

равно коэффициенту (квадрату коэффициента) подобия.
2. Если две хорды окружности пересекаются, то произведение

отрезков одной хорды равно произведению отрезков другой хорды.
3. Если из точки, лежащей вне круга, проведены секущая и каса-

тельная, то произведение длин отрезков секущей от данной точки
до точек пересечения ее с окружностью равно квадрату отрезка ка-
сательной.
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Доказательства. 1. Пусть да-
ны два подобных многоуголь-
ника:
А1А2А3 … Ап» ¢ ¢ ¢ ¢А А А Аn1 2 3 ... с пе-
риметрами Р и Р ¢. Докажем, что
P
P

k¢ = — коэффициенту подо-

бия (рис. 127). Так как много-
угольники подобны, то ¢ ¢А А1 2 =
= kА1А2, ¢ ¢А А2 3 = kА2А3,… , ¢ ¢-А Аn n1 =
= kАn–1Аn. Поэтому

P
P

kA A kA A kA A
A A A A A A

kn n

n n

¢ = + + +
+ + +

=-

-

1 2 2 3 1

1 2 2 3 1

...
...

.

Пусть S и S ¢ — площади подобных многоугольников (см. рис. 127).
Докажем, что S

S
k¢ = 2 . Проведем диагонали из вершин А1 и ¢A1 и ра-

зобьем многоугольники на одинаковое число соответственных тре-
угольников. Установим, что S kA A A¢ ¢ ¢ =

1 2 3
2 S A A A1 2 3

. Имеем:

S A A A A kA A kA AA A A¢ ¢ ¢ = ¢ ¢ × ¢ ¢ = × =
1 2 3

1
2

1
21 2 1 3 1 2 1 3sin sina a

= × × × =k A A A A k S A A A
2

1 2 1 3
21

2 1 2 3
sin a .

Такие равенства справедливы и для других соответственных
треугольников. Поэтому

S
S

k S k S k S

S S
A A A A A A A A A

A A A A

n n¢ =
+ + +
+

-
2 2 2

1 2 3 1 3 4 1 1

1 2 3 1

...

A A A A AS
k

n n3 4 1 1

2

+ +
=

-...
.

2. Пусть хорды АВ и CD пересекаются в точке М (рис. 128). Дока-
жем, что AM × = ×MB CM MD .Проведем хорды АС и ВD. Так как впи-
санные углы 1 и 2 опираются на ÈВС, то Ð1 = Ð2. Аналогично Ð3 =
= Ð4 (они опираются на ÈАD). Тогда DАМС » DDMB. В подобных
треугольниках стороны, лежащие против равных углов, пропор-
циональны. Поэтому

AM
MD

CM
MB

АМ МB CМ MD= Þ × = × .

3. Пусть РМ — секущая, PN — внешняя часть секущей, РТ — каса-
тельная (рис. 129). Докажем, что РМ × PN = PT 2. Проведем хорды MT
и NT. В DМТР и DTNP ÐP — общий, Ð1 = Ð2 (так как каждый из них
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измеряется 1
2

ÈTKN). Значит, DMTP» DTNP. В подобных треуголь-

никах стороны, лежащие против равных углов, пропорциональны.
Поэтому PM

PT
PT
PN

PM PN PT= Þ × = 2 .

14.2. Примеры решения задач
Задача 1. Пусть S — площадь DABC, Sx — площадь треугольника,
сторонами которого являются медианы данного. Докажите, что

Sx = 3
4

S .

Доказательство. 1) Рассмотрим «вспо-
могательный» DMCA1 (рис. 130), где А1 —
точка, симметричная точке М относи-
тельно середины стороны ВС; заметим,
что площадь DMCA1 достаточно просто
выражается через S и Sx;

2) в треугольниках МСА1 и МСА
равны основания МА1 и МА и высоты,
проведенные к ним. Поэтому
S S SMCA MCA1

1
3

= = ;

3) далее заметим, что стороны DMCA1 равны 2
3

соответствующих

медиан DABC и, значит, 2
3

соответствующих сторон треугольника,

сторонами которого являются медианы данного;
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4) поэтому (см. следствие 1)
S

S
S SMCA

x
x MCA

1
1

2
3

9
4

2

= æ
èç

ö
ø÷

Þ = ;

5) отсюда S S S Sx MCA= = × =9
4

9
4

1
3

3
41

.

Задача 2. Спутник находится на расстоянии 400 км над Землей.
Найдите наибольшее видимое расстояние от спутника до точек
поверхности Земли (радиус Земли равен примерно 6370 км).
Решение.
1) Пусть P (рис. 131, а, б) — местонахождение спутника, РТ (от-

резок касательной) — наибольшее видимое расстояние;

2) тогда PT PM PN= × » × + × »( )6370 2 400 400 2293 (км).
Замечание. Разумеется, расстояние в 2293 км является видимым только

с помощью приборов.

§ 15.  Метод подобия

Задача 1. (Обобщенная теорема Фалеса.) Докажите, что если сто-
роны угла (ÐMON, рис. 132) пересечь несколькими параллельны-
ми прямыми, то отношение любых двух отрезков, получившихся
на одной стороне угла, равно отношению соответствующих отрез-
ков на второй стороне.

Доказательство. 1) Пусть на одной стороне ÐMON образовались
отрезки ОА, АВ, ВС, CD, … ; на второй стороне — отрезки ОА1, А1В1,
В1С1, С1D1, … . Докажем равенства

OА
АB

OА
А B

АB
BC

А B
B C

BC
CD

B C
C D

= = =1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

, , и т. д.;
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2) проведя вспомогательные
прямые А1В2, В1С2, … , параллель-
ные ОМ, получим треугольни-
ки ОА1А, А1В1В2, В1С1С2, … , ко-
торые подобны друг другу, так
как их соответственные углы
равны (в силу параллельности
прямых);

3) из их подобия следует:

OА
А B

OА
А B

А B
B C

А B
B C

B C
C D

B C
C D1 2

1

1 1

1 2

1 2

1 1

1 1

1 2

1 2

1 1

1 1

= = =, , ;

4) заменив в этих равенствах отрезки А1В2, В1С2, … равными от-
резками АВ, ВС, … (пользуемся равенством противоположных сто-
рон параллелограмма), получим искомые равенства.

Задача 2. Постройте стороны (!) треугольника, если известны два
его угла и периметр.

Решение.
1) По двум углам можно построить DАВС, подобный треуголь-

нику с искомыми сторонами (рис. 133);
2) далее отложим на продолжении

стороны АВ отрезки BD и DE, равные
сторонам ВС и АС; получим отрезок АЕ,
равный периметру DАВС. На луче АС
отложим отрезок АK, равный данному
периметру;

3) осталось разбить отрезок АK на
части, которые находятся в таких же
отношениях, как и отрезки АВ, BD
и DE. Для этого через точки В и D про-
ведем прямые, параллельные ЕK;

4) отрезки АХ, XY и YK являются ис-
комыми сторонами. Треугольник, по-
строенный по этим сторонам, будет подобен вспомогательному
DАВС, а значит, иметь углы, соответственно равные углам А и В;
кроме того, этот треугольник имеет заданный периметр.
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Задача 3. (Теорема Птолемея.) Докажите, что если четырехуголь-
ник ABCD — вписанный, то произведение его диагоналей равно
сумме произведений противоположных сторон:

AC BD AB CD BC AD× = × + × .

Доказательство. 1) Построим ÐАВР = ÐCBD (рис. 134). Тогда
DABP » DDBC, так как вписанные углы BAP и BDC опираются на

одну и ту же дугу и, следовательно, равны;
2) поэтому

АВ : DB = AP : DC ⇒ AB × DC = AP × DB;
3) с другой стороны, ÐADB = ÐPCB как

вписанные и опирающиеся на одну и ту же
дугу, а ÐABD = ÐCBP как дополняющие
один и тот же угол до равных углов;

4) тогда DADB» DPCB. Поэтому
CB : DB = CP : DA ⇒ CB × DA = CP × DB;
5) сложив полученные равенства, при-

дем к доказываемой теореме Птолемея:
AB × CD + BC × AD = AP × BD + CP × BD = AC × BD.

Задача 4. Биссектрисы АА1, ВВ1 и СС1 (рис. 135) DАВС пересека-
ются в точке О, причем АО : ОА1 = ВО : ОВ1 = СО : ОС1. Докажите,
что DАВС — равносторонний.

Доказательство. Рассмотрим треугольни-
ки ОАВ и ОА1В1:

1) Ð = Ð

=

ü
ý
ï

þï
Þ

АOB А OB

АO OА BO OB

1 1

1 1

( ),

: :

как вертикальные

Þ DАОВ» DА1ОВ1 (по второму признаку);
2) DАОВ» DА1ОВ1 ⇒ ∠В1А1О = ∠ВАО;
3) ∠В1А1О = ∠ВАО ⇒ А1В1 || AB;
4) аналогично получаем, что А1С1 || АС,

С1В1 || СВ;
5) тогда четырехугольники АС1А1В1 и В1С1А1С — параллелограм-

мы. Поэтому АВ1 = С1А1 = В1С. Отсюда АВ1 = В1С;
6) это означает, что биссектриса ВВ1 является медианой. Следо-

вательно, DАВС — равнобедренный: АВ = ВС;
7) аналогично доказывается, что АВ = АС. Так как АВ = ВС = АС, то

DАВС — равносторонний.

A

B

С

С

A

B1

1

1O

1
2

Рис. 135

Рис. 134
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ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ.
ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ.
ПЛОЩАДЬ КРУГА

§ 16. Определение правильного многоугольника.
Сумма углов многоугольника

16.1. Теория
Многоугольник называется выпуклым, если он лежит в одной по-
луплоскости относительно каждой прямой, содержащей его сторо-
ну (рис. 136).

Выпуклый многоугольник называется правильным, если у него
все стороны и все углы равны.

На рисунке 137, например, изображен правильный пятиугольник.
Из теоремы о сумме углов треугольника можно получить ряд

следствий.

Следствия.
1. Сумма углов выпуклого многоугольника равна 180°(п – 2).

2. Каждый угол правильного п-угольника равен
180 2° -( )n

n
.

Доказательства.
1. Разобьем многоугольник на треугольники так, как показано

на рисунке 138. Первый и последний треугольники содержат по две
стороны многоугольника, а вместе — четыре. Число оставшихся

— 91 —

Рис. 136 Рис. 137

Тема 3

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв» 
Скачано с сайта www.aversev.by



сторон многоугольника равно п – 4. Ка-
ждой оставшейся стороне соответствует
один треугольник. Значит, многоуголь-
ник разбит на 2 + (п – 4) треугольников,
т. е. на п – 2 треугольников. Сумма уг-
лов треугольников дает сумму углов
многоугольника. Обозначим ее через Qn.
Тогда

Qn= 180°(п – 2).

2. Докажите это следствие самостоя-
тельно.

Замечание. Если в формуле

Qn = 180°(п – 2)

взять п = 3, то получим известный результат для суммы углов треуголь-
ника

Q3 = 180°(3 – 2) = 180°.

Поэтому формула суммы углов выпуклого многоугольника есть обоб-
щение теоремы о сумме углов треугольника

16.2. Примеры решения задач
Задача 1. Докажите, что число диагоналей в выпуклом п-уголь-
нике равно

n n( )-3
2

.

Доказательство. Представим, что из вершины А (рис. 139) в каж-
дую другую вершину проведен отрезок (считаем пока диагона-

ли вместе со сторонами). Таких отрезков
из вершины А будет проведено п – 1. От
этого количества отнимем два отрезка,
являющиеся сторонами, получим число
диагоналей: п – 3. Если из каждой верши-
ны выходят п – 3 диагонали, а всего вер-
шин п, то таким способом насчитываем
всего п(п – 3) диагоналей. Но это еще не
окончательный результат! Заметим, что
при указанном подсчете каждая диагональ
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оказывается сосчитанной дважды. Значит, искомое число диаго-
налей равно

n n( )-3
2

.

Задание. Проверьте справедливость выведенной выше формулы
числа диагоналей для треугольника, четырехугольника, пяти-
угольника и шестиугольника.
Задача 2. В многоугольник с равными сторонами вписана окруж-
ность. Будет ли этот многоугольник правильным?

Решение.
Мы уже знаем, что в ромб можно вписать окружность. Получаем

пример многоугольника с равными сторонами, в который вписана
окружность. Ромб в общем случае правильным многоугольником не
является. Поэтому на вопрос задачи надо дать отрицательный ответ:
если в многоугольник с равными сторонами вписана окружность, то
из этого не следует, что многоугольник является правильным.

Задача 3. В многоугольник с равными углами вписана окруж-
ность (рис. 140). Будет ли этот многоугольник правильным?

Решение.
1) Пусть ÐА = ÐВ = ÐС = … = a —

углы многоугольника, О — центр впи-
санной окружности, K1, K2, … — точки ка-
сания вписанной окружности со сторо-
нами многоугольника;

2) так как ОK1 = ОK2, то точка О рав-
ноудалена от сторон угла АВС. Поэтому
точка О принадлежит биссектрисе угла В.
Аналогично получаем, что точка О при-
надлежит биссектрисам остальных углов
данного многоугольника;

3) поэтому ÐОАK1 = ÐОВK1 = ÐОВK2 = ÐОСK2 = … =
a
2

;

4) тогда прямоугольные треугольники ОАK1, ОВK1, ОВK2, ОСK2, …
равны по катету и противолежащему острому углу;

5) из равенства треугольников следует, что

АK1 = ВK1 = ВK2 = СK2 = … ;

6) тогда АВ = ВС = … ;
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7) так как в данном многоугольнике все стороны и углы равны,
то по определению многоугольник является правильным. Итак, ес-
ли в многоугольник с равными углами вписана окружность, то мно-
гоугольник является правильным.

Задача 4. В окружность вписан многоугольник с равными углами.
Будет ли этот многоугольник правильным?

Решение.
Мы знаем, что в окружность можно вписать прямоугольник. По-

лучаем пример многоугольника с равными углами, который вписан
в окружность. Прямоугольник в общем случае правильным много-
угольником не является. Поэтому на вопрос задачи надо дать отри-
цательный ответ: если в окружность вписан многоугольник с рав-
ными углами, то из этого не следует, что многоугольник является
правильным.

Задача 5. В окружность вписан многоугольник с равными сторо-
нами (рис. 141). Будет ли этот многоугольник правильным?

Решение.
1) Так как треугольники ОАВ, ОВС,

OCD, … — равнобедренные, то углы при
их основаниях в каждом треугольнике
равны;

2) кроме того, эти треугольники равны
по трем сторонам. Поэтому все углы при
основаниях треугольников равны между
собой;

3) если положить, что ÐОАВ = a, то по-
лучаем:

ÐА = ÐВ =ÐС = … = 2a;
4) так как в данном многоугольнике все стороны и углы равны,

то по определению многоугольник является правильным. Итак, ес-
ли в окружность вписан многоугольник с равными сторонами, то
многоугольник является правильным.

Задача 6. На сторонах правильного шестиугольника ABCDEF вне
его построены квадраты, и их вершины соединены отрезками,
как показано на рисунке 142. Докажите, что двенадцатиугольник
A1A2B1B2 … F1F2 — правильный.
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Решение.
1) Так как в данном шестиугольнике

все стороны равны, то квадраты, постро-
енные на этих сторонах, имеют равные
стороны. Поэтому АA1 = АA2 , и DА1АА2 —
равнобедренный;

2) ÐА1АА2 = 360° – (ÐFАB + ÐFАA1 +
+ ÐBАA2) = 360° – (120° + 90° + 90°) = 60°;

3) поэтому DА1АА2 — равносторон-
ний, и A1A2 оказывается равно стороне
данного правильного шестиугольника.
Значит, все стороны двенадцатиуголь-
ника равны между собой;

4) очевидно, что все углы двенадцатиугольника равны между со-
бой, так как каждый из них равен 60° + 90° = 150°;

5) так как в двенадцатиугольнике все стороны и углы оказались
равными, то он является правильным.

§ 17. Центр правильного многоугольника

Теоремы 9

1. Около правильного многоугольника можно описать окруж-
ность.

2. В правильный многоугольник можно вписать окружность.

Доказательства. 1. Пусть О (рис. 143) —
точка пересечения биссектрис углов А
и В. Соединим точку О с вершинами
многоугольника А, В, С, D ... . Докажем,
что ОА = ОВ = ОС = ОD = … . Рассмот-
рим DАОВ и DВОС.

Имеем: Ð1 = Ð2 как половины рав-
ных углов А и В, поэтому DОАВ — рав-
нобедренный и ОА = ОВ. Далее. Так как
ОА = ОВ, АВ = ВС и Ð1 = Ð3, то DОАВ =
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= DОВС. Значит, DОВС — тоже равнобедренный и ОВ = ОС. Получа-
ем, что ОА = ОВ = ОС. Аналогично доказываются остальные равен-
ства: ОА = ОВ = ОС = ОD = … . Поэтому окружность с центром О
и радиусом ОА пройдет через все вершины правильного много-
угольника. Следовательно, точка О — центр описанной окружно-
сти.

2. Из точки О (рис. 144), получен-
ной при доказательстве предыдущей
теоремы, в треугольниках АОВ, ВОС,
СОD, … проведем высоты h1, h2, h3, … .
Эти высоты равны, что следует из ра-
венства прямоугольных треугольников
АОА1, ВОВ1, СОС1, … . Проведем ок-
ружность с центром О и радиусом h1.
Сторона АВ перпендикулярна к ради-
усу h1 в конце его, лежащем на окруж-
ности. Поэтому сторона АВ касается
этой окружности. Аналогично полу-
чаем, что все стороны данного много-

угольника касаются построенной окружности. Следовательно,
точка О — центр вписанной окружности.

Следствие.
В правильном многоугольнике центры описанной и вписанной ок-

ружностей совпадают и являются точкой пересечения биссектрис
углов этого многоугольника.

В правильном многоугольнике точка О (см. рис. 144), являю-
щаяся центром описанной и вписанной окружностей, называется
центром правильного многоугольника.

Угол АОВ (см. рис. 144) называется центральным углом правиль-
ного многоугольника. Перпендикуляры h1, h2, h3, … , проведенные из
центра правильного многоугольника к его сторонам, называются
апофемами правильного многоугольника.

Следствие.

Центральный угол правильного многоугольника равен 360°
n

.

Задача. Докажите, что серединные перпендикуляры к сторонам
правильного многоугольника пересекаются в его центре.
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Доказательство. По установленному в те-
ореме 9.1 ОА = ОВ = ОС = … . Если точка О
равноудалена от концов стороны АВ
(рис. 145), то она лежит на серединном
перпендикуляре к этой стороне. Анало-
гично точка О лежит на серединном пер-
пендикуляре к любой другой стороне
данного многоугольника. Поэтому все
серединные перпендикуляры к сторонам
правильного многоугольника пересека-
ются в одной точке — центре этого много-
угольника.

§ 18.  Построение некоторых правильных много-
угольников, вписанных в окружность

Задача 1. Постройте правильный шестиугольник, вписанный в ок-
ружность.

Решение.
Как и при решении любой задачи на

построение, предположим, что правиль-
ный шестиугольник ABCDEF (рис. 146)
построен. В DАОВ все углы по 60° (по-
чему?), значит, этот треугольник, рав-
носторонний и сторона шестиугольни-
ка равна радиусу R. Поэтому чтобы по-
строить правильный вписанный шес-
тиугольник, нужно построить хорды
AB = BC = CD = DE = EF, равные ра-
диусу R; шестиугольник ABCDEF —
искомый.

Следствие.
Сторона правильного вписанного шестиугольника равна радиусу

описанной окружности: а6 = R.
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Задача 2. Постройте правильный тре-
угольник, вписанный в окружность.

Решение.
Впишем в данную окружность

(рис. 147) правильный шестиугольник
ABCDEF и проведем хорды АС, СЕ и ЕА.
Эти хорды равны (в силу равенства
треугольников ABC, CDE, EFA). Сле-
довательно, DАЕС — правильный (ис-
комый).

Следствие.
Сторона правильного треугольника выражается через радиус опи-

санной окружности следующим образом: а3 = R 3.

Доказательство. Четырехугольник АВСО (см. рис. 147) — ромб
(так как АВ = ВС = СО = ОА = R), АС ⊥ BO как диагонали ромба
и ОK = KВ, АK = KС.

По теореме Пифагора ОА2 = AK2 + OK2 и, учитывая чтоOK OА=
2

(как катет, лежащий против угла в 30°), получим:

R AK R AK R a AK R2 2
2

32 2
3 2 3= + æ

èç
ö
ø÷

Þ = Þ = = .

Задача 3. Постройте квадрат, вписанный в окружность, и вырази-
те его сторону а4 через радиус R описанной окружности. (Решите
самостоятельно.)

Рассмотрим вопрос о построении правильного пятиугольника
и десятиугольника, вписанных в окружность. На примере двух пре-
дыдущих задач можно заметить, что иногда проще построить мно-
гоугольник с удвоенным числом сторон. Поэтому начнем с пра-
вильного десятиугольника.

Задача 4. Постройте правильный вписанный десятиугольник и пя-
тиугольник.
1. Поиск решения. Допустим, что хорда АВ, равная стороне правиль-

ного десятиугольника, построена (рис. 148). Рассмотрим углы DАОВ:

Ð = ° = °АOB 360
10

36 , Ð = Ð = °- ° = °А B
180 36

2
72 .
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Если ÐА разделить пополам, то полу-
чим угол в 36°; тогда DAZO оказывается
равнобедренным… Эти соображения на-
водят на мысль о том, что, возможно, по-
лезно построить биссектрису AZ угла А.
Итак, построим эту биссектрису. Отметим
также, что AZ = OZ.

Обратимся к DAZB. Два угла его из-
вестны (72° и 36°), находим третий угол:
180° – (72° + 36°) = 72°. Это значит, что
DAZB — равнобедренный и АВ = AZ.

Приходим к выводу, что AB = AZ = OZ.
Этот вывод представляет интерес, если
учесть, что мы стремимся выразить сторону АВ через радиус окруж-
ности.

«Зацепка» за биссектрису ÐА оказалась полезной. Но все ли ее
возможности были использованы? Что еще мы знаем о биссектри-
се? Мы знаем, что биссектриса треугольника делит противополож-
ную сторону на части, пропорциональные прилежащим сторонам.
Для записи пропорции введем обозначения: ОА = ОВ = R, AB = OZ = x.

Тогда x
R x

R
x

x Rx R x R R R
-

= Þ + - = Þ = + -2 2
2

20
4 2

.

Поиск решения почти завершен. Остается выяснить, каким образом,
считая данным отрезок R, построить отрезок х. Но сделать это уже не-

сложно: выражение R R
2

2

4
+

строится как гипотенуза прямо-
угольного треугольника с катетами,

равными R
2

и R; затем из построен-

ной гипотенузы вычтем половину
радиуса. Получен отрезок, равный
стороне десятиугольника.

2. Построение. Строим отре-
зок х указанным выше способом
(рис. 149), затем последовательно
строим десять хорд окружности, равных отрезку х, и получаем пра-
вильный десятиугольник.
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Если вершины десятиугольника соединим отрезками через од-
ну, то построим правильный пятиугольник.

3. Доказательство следует из предыдущих рассуждений.

4. Исследование. Так как уравнение х2 + Rx – R2 = 0 всегда имеет
единственный положительный корень, то задача всегда имеет реше-
ние. Первую вершину А на окружности можно выбрать произволь-
но. Для каждого выбора точки А получится свой многоугольник.
Поскольку эти многоугольники отличаются друг от друга только
расположением их вершин на окружности (а сами они имеют оди-
наковые размеры), то все они считаются как одно решение. Итак,
данная задача всегда имеет решение, причем единственное.

Следствие.
Стороны а10 и а5 правильного десятиугольника и пятиугольника,

вписанных в окружность радиуса R, выражаются следующим образом:

а10 = R 5 1
2
- , a5 = R 5 5

2
- .

Первая из этих формул непосредственно следует из полученно-
го выше выражения для отрезка х, вторая формула требует отдель-
ных рассуждений.

§ 19.  Выражение элементов правильного
многоугольника через радиус описанной
или вписанной окружности

1. Выразим сторону ап правильного п-угольника через радиус R опи-
санной окружности.

Пусть ап = АВ (рис. 150) — сторона
правильного п-угольника, ÐАОВ — цен-
тральный угол, ÐАKВ — вписанный,

ÐАKВ = 1
2

180Ð = °АOB
n

.По следствию из

теоремы синусов

аn = AB = 2R sin 180°
n

. (1)

2. Тогда периметр

Рn = 2Rn sin 180°
n

. (2)
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3. Выразим площадь Sn правильного n-угольника. Имеем
(см. рис. 150):

S АO OB AOB R
nAOB = × × Ð = × °1

2
1
2

3602sin sin ;

S R nn = 1
2

2 sin 360°
n

. (3)

Задача. (Решите самостоятельно.) Пусть ¢ ¢ ¢а P Sn n n, и — соответст-
венно сторона, периметр и площадь правильного n-угольника,
описанного около окружности радиуса r. Докажите, что

¢ =a rn 2 tg 180°
n

, ¢ =P rn 2 n tg 180°
n

, ¢ =S r nn
2 tg 180°

n
.

§ 20.  Определение длины окружности
и площади круга

Длину окружности и площадь круга определим как числа, к кото-
рым стремятся члены определенных последовательностей. Только
что упомянутые понятия «последовательность», «члены последо-
вательностей стремятся к определенному числу» относятся к мате-
матическому анализу. Метод, основанный на этих понятиях, назо-
вем условно методом математического анализа. В школьной гео-
метрии эти понятия полностью не формализуются по причине серь-
езных трудностей. Тем не менее интересно отметить присутствие
этого метода, хотя и незначительное.

20.1. Какое число называется длиной окружности?

п Рп n Pn

6

12

24

48

96

6,00000

6,21166

6,26526

6,27870

6,28206

192

384

768

1536

3072

…

6,28290

6,28312

6,28317

6,28318

6,28318

…
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Измерить длину окружности откла-
дыванием на ней единичного отрезка
нельзя (отрезок «не прикладывается»
к окружности). Для измерения длины
окружности необходим совсем иной спо-
соб. В чем же он заключается? На рисун-
ке 151 нетрудно заметить, что при увели-
чении числа сторон многоугольника его
ломаная все ближе «приближается» к ок-
ружности. Поэтому еще в древности воз-
никла мысль о том, что охарактеризовать
понятие длины окружности можно с по-

мощью периметров правильных многоугольников, вписанных в ок-
ружность. Для простоты рассмотрим окружность единичного ра-
диуса. Итак, пусть R = 1. Пользуясь формулой (2) из предыдущего
параграфа, найдем периметры некоторых правильных n-угольни-
ков, вписанных в окружность (рекомендуем воспользоваться про-
граммируемым микрокалькулятором).

Рассмотрим последовательность периметров Р6, Р12, Р24, … . Ука-
жем некоторые ее свойства. Она является (см. табл. и рис. 151):

1) бесконечной;
2) возрастающей, т. е. при любом n P2n > Pn;
3) ограниченной, т. е. при любом n периметр Рn меньше некоторо-

го числа (например, периметра описанного многоугольника).
В таком случае (это устанавливается в вузовском курсе матема-

тического анализа) существует единственное число С такое, что
модуль разности |Рn – C| при неограниченном увеличении n может
сделаться сколь угодно малым. Говорят, что члены данной последо-
вательности стремятся к числу С.

Число С, к которому стремятся члены последовательности пери-
метров правильных n-угольников, вписанных в окружность, при
неограниченном увеличении n, называется длиной окружности.

20.2. Какое число называется площадью круга?

n Sn n Sn

6

12

24

2,59808

3,00000

3,10583

192

384

768

3,14103

3,14145

3,14156
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n Sn n Sn

48

96

3,13263

3,13935

1536

3072

…

3,14158

3,14159

…

Площадь круга определяется с помощью последовательности
площадей правильных n-угольников, вписанных в круг (при неог-
раниченном увеличении числа сторон n).
Как и выше, для простоты рассмотрим
окружность единичного радиуса. Пусть
R = 1 (рис. 152). Пользуясь формулой Sn =
= 1

2
3602nR

n
sin °, вычислим площади неко-

торых правильных n-угольников, вписан-
ных в круг (рекомендуем воспользовать-
ся программируемым микрокалькуля-
тором).

Рассмотрим последовательность пло-
щадей S6, S12, S24, …, Sn, … . Наглядно видно,
что чем больше номер n, тем все большую
часть круга будет покрывать многоугольник (см. рис. 152). После-
довательность этих площадей обладает следующими тремя свойст-
вами — она: 1) бесконечная; 2) возрастающая и 3) ограниченная
(члены этой последовательности меньше площади многоугольника,
описанного около окружности). Для такой последовательности, как
отмечалось выше, существует единственное число S такое, что раз-
ность |Sn – S| при неограниченном увеличении n может сделаться
меньше любого сколь угодно малого положительного числа. Число
S — это число, к которому стремятся члены бесконечной последова-
тельности площадей правильных n-угольников, вписанных в круг.
Это число и называют площадью круга.

Итак, площадь круга есть число, к которому стремятся члены
последовательности площадей правильных n-угольников, вписан-
ных в круг (при неограниченном увеличении числа сторон много-
угольников).

Задача. Продолжите составление приведенных выше таблиц для
Рn и Sn (для n = 6144). (Решите самостоятельно.)
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§ 21.  Длина окружности и ее дуг

21.1. Теория

Теоремы 10

1. Отношение длины окружности к диаметру постоянно для
всех окружностей.

2. Длина окружности С = 2pR.

3. Длина дуги окружности в n° находится по формуле l = pRn
180

.

Доказательства. 1. Воспользуемся методом подобия. Впишем
в каждую окружность (рис. 153) по правильному n-угольнику со
сторонами аn = АВ и ¢an = A B¢ ¢. Отмеченные на рисунке центральные

углы равны (каждый из них равен 360°
n

). Кроме того, стороны, за-

ключающие эти углы, пропорциональны: R
R

R
R

¢ = ¢ . Следовательно,

DАОВ » DA O B¢ ¢ ¢. Из подобия этих треугольников следует, что
¢
¢

=a
R

a
R

n n . Тогда

¢
¢

=a
R

a
R

n n Þ ¢
¢

= Þ ¢
¢

= Þ ¢
¢

=na
R

na
R

na
R

na
R

P
R

P
R

n n n n n n

2 2 2 2
.
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Если в последнем равенстве вместо ¢Pn и Pn подставитьC ¢ и С —
длины окружностей, к которым стремятся эти периметры, то
равенство не нарушится. Поэтому C

R
C
R

¢
¢

=
2 2

.Это и требовалось до-

казать.
Определение числа p.
Число p — это число, равное отношению длины окружности к ее

диаметру: p = C
R2

.

Это число не является рациональным. Оно представляет собой
бесконечную десятичную непериодическую дробь (иррациональ-
ное число): p = 3,141 592 653 589 793… . Пять верных десятичных
знаков приближенного значения числа p можно найти с помощью
таблицы, приведенной в предыдущем параграфе. Для этого возь-
мем Pn » 6,28318 и разделим его на 2. Получим p » 3,14159.

2. Так как по определению C
R2

= p, то отсюда приходим к иско-

мой формуле: С = 2pR.
3. Длина дуги окружности в 1° равна 2

360 180
p pR R= , а длина искомой

дуги в n° равна: l = pRn
180

.

21.2. Примеры решения задач
Задача 1. Диаметр полуокружности разделен на n равных отрез-
ков, и на каждом отрезке как на диаметре построено по полуок-
ружности (рис. 154). Докажите, что
сумма длин построенных полуок-
ружностей равна длине данной по-
луокружности.
Доказательство. 1) Радиус одной ма-

ленькой полуокружности равен R
n

.

Тогда длина такой полуокружности

равна pR
n

;

2) сумма длин n маленьких полуокружностей равна pR;
3) длина данной полуокружности также равна pR;
4) из п. 2)—3) следует искомый вывод.
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Задача 2. В сегмент с дугой, равной 120°, вписана окружность

(рис. 155). Докажите, что ее длина равна 3
4

длины дуги сегмента.

Доказательство. 1) Пусть R — радиус дуги
сегмента. Тогда длина дуги сегмента равна
2 120

360
2
3

p pR R× = ;

2) пусть х — радиус вписанной окружно-
сти. Тогда

2х = ОС – ОK = R – R R
2 2

=

(учли, что катет ОK равен половине гипоте-
нузы ОВ);

3) длина вписанной окружности равна
2pх = 1

2
pR;

4) приходим к искомому отношению: 1
2

pR : 2
3

pR = 3
4

.

Задача 3. Пусть È АВ — четверть дуги окружности с центром О
и радиусом R (рис. 156), s — серединный перпендикуляр к отрез-
ку ОВ, ÈА1О симметрична ÈАВ относительно оси s, Т — точка пе-
ресечения дуг АВ и А1О. Найдите периметр криволинейного
«треугольника» АОТ.

Решение.
1) Так как ОВ = ОТ = ТВ = R, то DОТВ — равно-

сторонний. Поэтому ÐТОВ = 60°, ÐАОТ = 30°;
2) значит, ÈТВ = 2

3
ÈАВ = 2

3
× 2

4
pR = 1

3
pR, ÈАТ =

= 1
6

pR;

3) на основании симметрии ÈТО = ÈТВ =
= 1

3
pR;

4) находим периметр криволинейного «тре-
угольника» АТО:

ÈАТ + ÈТО + ОА = 1
6

pR + 1
3

pR + R = R 1
2

+æ
èç

ö
ø÷

p .

Ответ: R 1
2

+æ
èç

ö
ø÷

p .
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Задача 4. (С межпредмет-
ным содержанием.) Ок-
ружность радиуса R каса-
ется сторон прямого угла,
окружность меньшего ра-
диуса также касается сто-
рон этого угла и первой ок-
ружности (рис. 157). Ана-
логично строятся третья,
четвертая и т. д. окружно-
сти. Представьте, что про-
цесс построения таких ок-
ружностей является неогра-
ниченным. Найдите сумму
длин всех таких окружно-
стей.

Решение.
1) Длина первой окружности равна 2pR;
2) пусть r — радиус второй окружности. Из прямоугольного

DО1О2А находим:
R r
R r

-
+

= sin 45° = 2
2

3 2 2Þ = -r
R

;

3) поэтому r = R(3 2 2- );
4) так как радиусы «соседних» окружностей отличаются на один

и тот множитель 3 2 2- , то получим бесконечную убывающую по-
следовательность радиусов окружностей c знаменателем, равным
3 2 2- :

R, R(3 2 2- ), R(3 2 2- )2, R(3 2 2- )3, R(3 2 2- )4, … ;

5) им соответствует бесконечно убывающая геометрическая по-
следовательность длин окружностей с таким же знаменателем:

2pR, 2pR(3 2 2- ), 2pR(3 2 2- )2, 2pR(3 2 2- )3, 2pR(3 2 2- )4, … ;

6) по формуле суммы членов бесконечной убывающей геометри-
ческой прогрессии находим сумму длин окружностей:

2
1 3 2 2

1 2p pR R
- -

= +
( )

( ) .

Ответ: ( )1 2+ pR.
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Задача 5. (С межпредметным содержанием.) Прямые у = 2х + 4
и y x= - +1

2
4 при пересечении друг с другом и осью абсцисс об-

разуют треугольник (рис. 158). Найдите длины описанной и впи-
санной окружностей.

Решение.
1) Построим DАВС, данный в ус-

ловии задачи. Так как произведе-
ние угловых коэффициентов пря-
мых у = 2х + 4 и y x= - +1

2
4 равно –1,

то эти прямые перпендикулярны
и, значит, ÐВ = 90°;

2) находим координаты точек пе-
ресечения данных прямых с осью аб-
сцисс: А(–2; 0), С(8; 0). Тогда АС = 10;

3) по координатной формуле рас-
стояния между двумя точками (или
по теореме Пифагора) находим:

АВ = 4 16 2 5+ = , BC = + =64 16 4 5;

4) зная гипотенузу треугольника, находим радиус описанной ок-
ружности и ее длину: R = 1

2
AC = 5, C = 2p × 5 = 10p;

5) находим радиус r окружности, вписанной в прямоугольный
треугольник, и ее длину L:

r = AB BC AC+ - = - = -
2

6 5 10
2

3 5 5, L = 2p(3 5 5- ).

Ответ: 10p, 2p(3 5 5- ).

Задача 6. (С практическим содержанием.) Докажите, что длина ка-
беля (каната), намотанного на барабан, вычисляется по формуле
L = pmn(D + nd), где L — длина кабеля, n — число слоев намотки,
m — число витков, укладывающихся на длине барабана в один
ряд, D — диаметр барабана, d — диаметр сечения кабеля (рис. 159).

Доказательство. 1) Найдем длину одного витка соответственно
в 1-м, 2-м, … , n-м слое (для записи последней воспользуемся фор-
мулой общего члена арифметической прогрессии):

p(D + d), p(D + 3d), p(D + 5d), p(D + 7d), … ,
p(D + (2n – 1)d);
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2) умножив на m каждую из этих величин, найдем
длину кабеля отдельно в каждом слое:

mp(D + d), mp(D + 3d), mp(D + 5d), mp(D + 7d), … ,
mp(D + (2n – 1)d);

3) сложив полученные величины, найдем L (уч-
тем, что таких слагаемых n и воспользуемся также
формулой суммы n членов арифметической прогрес-
сии):

L = nmpD + mpd n d
n

+ - ×( )2 1
2

= nmpD + mpn2d =

= pmn(D + nd).

§ 22. Площадь круга и его частей

22.1. Теория
Введем понятия сектора и сегмента круга
(рис. 160).

Сектором называется часть круга, ограни-
ченная двумя радиусами и дугой окружности.

Сегментом называется часть круга, огра-
ниченная хордой и дугой окружности.

Теоремы 11

1. Площадь правильного многоугольника равна половине про-
изведения его периметра на радиус вписанной окружности

(рис. 161): Sn = 1
2

P rn n .

2. Площадь круга (рис. 162) S = pR2.

3. Площадь сектора в n° находится по формулам (рис. 163):

S = pR n2

360
= 1

2
lR, где R — радиус, l — длина дуги.

4. Площадь сегмента (рис. 164) S
R l a ah= - +( )

2
, где l — дуга, а —

хорда, h — высота сегмента.
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Доказательства. 1. Многоугольник состоит
из n треугольников, равных DАОВ. Поэтому

S a r S a nr P rAOB n n n n n n n= Þ = =1
2

1
2

1
2

.

2. При неограниченном увеличении числа
сторон правильного многоугольника, впи-
санного в данный круг, его периметр Рn стре-
мится к длине окружности, равной 2pR, rn —
к радиусу R круга, Sn — к площади круга S
(см. рис. 162):

Sn = 1
2

× ×P rn n

Ø
S 2pR R

Поэтому S R R R= × × =1
2

2 2p p .

3. Площадь сектора, соответствующего 1°,

равна pR 2

360
. Поэтому площадь сектора, соответ-

ствующего n°, S R n= p 2

360
.

Если учесть, что pRn l
180

= — есть длина дуги

сектора, то предыдущую формулу можно запи-
сать так (см. рис. 163):

S lR= 1
2

.

4. Площадь сегмента находится как раз-
ность между площадью соответствующего сек-
тора и площадью треугольника, ограниченного
хордой и радиусами, проведенными к концам
хорды (см. рис. 164):

S lR a R h

lR aR ah R l a ah

= - - =

= - + = - +

1
2

1
2

2 2

( )

( )
.
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22.2. Примеры решения задач
Задача 1. Пусть АВ – диаметр полукруга с центром О (рис. 165).
Точки С и D делят полуокружность на три равные части: ÈАС =
= ÈСD = ÈDВ. Докажите, что площадь фигуры, ограниченной
хордами АС и АD и дугой СD, равна 1

3
площади полукруга.

Доказательство. 1) Треугольники ОАС
и ОСD — равнобедренные (равны сто-
роны, являющиеся радиусами полу-
круга) и имеют по углу, равному 60°.
Поэтому они — равносторонние тре-
угольники;

2) так как накрест лежащие углы
АОС и ОСD равны (каждый из них ра-
вен 60°), то СD || АО;

3) тогда треугольники АСD и ОСD — равновелики (у них одно и то
же основание СD и равны высоты, проведенные к этому основанию);

4) значит, площадь фигуры, ограниченной хордами АС и АD
и дугой СD, равна площади сектора СОD;

5) площадь сектора СОD равна 1
3

площади полукруга.

Ответ: площадь фигуры, ограниченной хордами АС и АD и ду-
гой СD, равна 1

3
площади данного полукруга.

Задача 2. Прямоугольный треугольник повернут на 90° около
вершины прямого угла. Докажите, что сумма площадей сек-
торов, описанных катетами,
равна площади круга, опи-
санного около треугольника
(рис. 166).

Доказательство. 1) Пусть
в DСАВ угол С — прямой. По-
строим DСА1В1, в который пе-
рейдет DСАВ в повороте около
центра С на 90°;

2) катет СА при повороте опи-
шет сектор АСА1, а катет СВ —
сектор ВСВ1;
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3) площадь сектора АСА1 равна p×CA 2

4
, площадь сектора ВСВ1

равна p×CB 2

4
.

Сумма площадей секторов равна p p
4 4

2 2 2( )CA CB AB+ = × ;

4) правая часть полученного равенства есть площадь описанного
круга. Поэтому утверждение задачи справедливо.

Задача 3. На диаметре полукруга радиуса R построен правильный
треугольник, имеющий с полукругом общую часть. Найдите
площадь части треугольника, расположенной вне полукруга.

Решение.
1) Так как вписанный угол АВС равен

60° (рис. 167), то дуга DEC, на которую он
опирается, равна 120°. Поэтому дуга ВD
равна 60°;

2) так же находим, что и дуга СЕ рав-
на 60°;

3) поэтому треугольники ОВD и ОСЕ —
также правильные;

4) площадь каждого из них равна 1
4

пло-

щади DАВС;
5) значит, площадь четырехугольника АDOE равна половине

площади DАВС;
6) если теперь из площади четырехугольника АDOE вычесть

площадь сектора DOE, то получим искомую площадь:

SADE = SADOE – Sceкт. DOE = 1
2

3 1
6

3
2 6

2 2 2R R R- = -æ
èç

ö
ø÷

p p .

Ответ: R 2 3
2 6

-æ
èç

ö
ø÷

p .

Задача 4. В круг радиуса R вписаны три равных круга, касающие-
ся друг друга и большего круга. Найдите их площадь.

Решение.
1) Пусть О — центр данного круга (рис. 168) А, В, С — центры

вписанных кругов, Р — точка касания кругов с центрами А и В, Q —
точка касания кругов с центрами О и А;
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2) в правильном �АВС:

АВ � АР � ВР � х � х � 2х,

r � ОА � ОQ – AQ � R – x;

3) так как в правильном �АВС сторона

АВ � r 3, то приходим к уравнению

2х � (R — х) 3;

4) отсюда х � R(2 3 – 3).

Ответ: искомая площадь равна: �х2
� � R2(2 3 – 3)2.

Задача 5. Отрезок АВ при повороте около центра О на угол �

(рис. 169) описывает некоторую криволинейную фигуру. Най�
дите ее площадь, если ОА � R, OB � r.

Решение.
1) Пусть данный поворот переводит от�

резок АВ в отрезок А1В1. Криволинейная
фигура с искомой площадью ограничена от�
резками АВ и А1В1 и дугами АА1 и ВВ1;

2) пусть лучи ОВ и ОВ1 пересекают боль�
шую окружность соответственно в точках Р
и Р1;

3) при повороте фигура, ограниченная
отрезками АВ и ВР и дугой АР, переходит
в фигуру, ограниченную отрезками АА1,
В1Р1 и дугой А1Р1. Поэтому эти фигуры равны и, значит, они имеют
равные площади (равновелики);

4) поэтому фигура с искомой площадью равновелика фигуре, ог�
раниченной отрезками ВР и В1Р1 и дугами РР1 и ВВ1;

5) площадь последней найдем как разность площадей секторов
РОР1 и ВОВ1:

� � � � ��R r R r2 2 2 2

360 360 360
� �

�( )
.

Ответ:
��( )R r2 2

360
�

.

Задание. Установите, зависит ли ответ в предыдущей задаче от
длины отрезка АВ.
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§ 23.  Задачи на комбинацию круга
и многоугольников

Задача 1. Общей хордой двух кругов стягиваются дуги в 60°
и 120°. Найдите отношение площадей этих кругов.

Решение.
1) Так как центральный угол измеряет-

ся дугой, на которую он опирается, то
ÐAO1B = 120°, ÐAO2B = 60° (рис. 170);

2) в четырехугольнике О1АО2В сумма
двух противоположных углов О1 и О2 рав-
на 180°, поэтому сумма его углов А и В так-
же равна 180° (воспользовались тем, что
сумма углов четырехугольника равна 360°);

3) кроме того, DО1АО2 = DО1ВО2 (они симметричны относитель-
но линии центров О1О2);

4) значит, Ð = Ð = ° = ° Ð = °A B AO O180
2

90 302 1, ;

5) воспользуемся свойством катета, лежащего против угла в 30°:
если положить О1О2 = 2а, то О1А = а, О2А2 = 3а2;

6) получаем:
S
S

a
a

2

1

2

2

3 3= ×
×

=p
p

.

Ответ: S
S

2

1

3= .

Задача 2. В равнобедренную трапецию вписана окружность. Рас-
стояние от центра окружности до точки пересечения диагоналей
трапеции относится к радиусу как 3 : 5. Найдите отношение пе-
риметра трапеции к длине вписанной окружности.

Решение.
1) Проведем высоту трапеции, про-

ходящую через точку пересечения диа-
гоналей (рис. 171). Из соображений
симметрии следует, что центр вписан-
ной окружности находится на этой вы-
соте;
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2) обозначения: РK — высота трапеции, О — центр вписанной
окружности, М — точка пересечения диагоналей, ОР = ОK = 5х,
ОМ = 3х, МР = 2х;

3) ранее установлено, что диаметр вписанной в трапецию окруж-
ности есть средняя пропорциональная между ее основаниями a и b.
Поэтому (10х)2 = ab;

4) так как DВМС»DАМD и высота МР = 2х в четыре раза меньше
высоты МK = 8х, то a = 4b;

5) тогда записанное выше равенство можно представить в таком
виде:

100х2 = 4b × b = 4b2, b = 5x;
6) поэтому a = 4b = 20x, a + b = 25x;
7) так как суммы противоположных сторон в описанном четы-

рехугольнике равны, то периметр трапеции равен 50х;
8) теперь можно вычислить искомое отношение периметра тра-

пеции к длине окружности: 50
2 5

5x
xp p×

= .

Ответ: периметр трапеции относится к длине вписанной окружно-
сти как 5 : p.

Задача 3. В трапеции ABCD известны: основания AD = 40 cм,
ВС = 15 см и боковые стороны АВ = 15 см, CD = 20 см. Найдите
длину окружности, которая проходит через вершины А и В и ка-
сается прямой CD.

Решение.
1) Достроим трапецию до DAРD (рис. 172).

Так как DВРС » DAРD, то находим, что
ВР = 9 см, СР = 12 см;

2) замечаем, что AР 2 + РD 2 = AD 2. Поэто-

му на основании теоремы, обратной теореме
Пифагора, ÐР = 90°;

3) пусть О — центр данной окружности
и K — точка касания ее с прямой СD. Прове-
дем перпендикуляр ОМ на РА. Тогда че-
тырехугольник ОМРK — прямоугольник
и ОK = РМ;

4) учитывая, что М — середина стороны АВ, получим:

ВМ = 7,5 см, РМ = 9 + 7,5 = 16,5 см;
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5) значит, радиус окружности ОK = 16,5 см и длина окружности
равна 2p × ОK = 2p ×16,5 = 33p.

Ответ: 33p.

Задача 4. (С практическим содержанием.) В подшипнике нахо-
дится 20 стальных шариков (рис. 173), ОА = R1 и ОВ = R2 — ра-
диусы внешнего и внутреннего круга катания, r – радиус сталь-
ного шарика. Найдите r и R2, если R1 = 150 мм (считать, что
шарики лежат вплотную друг к другу).

Решение.
1) Так как точка касания окружностей ле-

жит на линии их центров, то точки О1, С и О2

лежат на одной прямой и О1С = СО2 = r;
2) так как DО1ОО2 — равнобедренный

и ОС — медиана, проведенная к основанию, то
ОС — высота этого треугольника и DОО1С —
прямоугольный;

3) имеем: ОО1 = R1 – r, ÐО1ОО2 = 360
20

18° = °,

ÐО1ОC = 9°;

4) тогда
O C
OO

r
r

r1

1

= °Þ
-

= °Þ = °
+ °

»sin 9
150

sin9
150 sin 9
1 sin9

20 ,3 мм;

5) R2 = ОВ = ОА – АВ » 150 – 40,58 » 109,4 мм.

Ответ: r » 20,3 мм, R2 » 109,4 мм.

Задача 5. (С межпредметным содержанием.) Пусть равенство
1

1 1 1 12 2( )( )x x
ux v
x

w
x+ +

= +
+

+
+

(1)

выполняется при любых значениях x ¹ –1. Докажите, что треуголь-
ник со сторонами u v w2 2 2, , — равносторонний. Найдите радиусы
описанной и вписанной окружностей, а также площадь этого тре-
угольника. Образуют ли значения радиуса описанной окружности,
площади и радиуса вписанной окружности арифметическую про-
грессию? Чему равна разность этой прогрессии?

Решение.
1) Сложив дроби, стоящие в правой части равенства (1), полу-

чим ux v
x

w
x

ux v x w x
x x

+
+

+
+

= + + + +
+ +2

2

21 1
1 1

1 1
( )( ) ( )

( )( )
, т. е.
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1
1 1

1 1
1 12

2

2( )( )
( )( ) ( )

( )( )

( )

x x
ux v x w x

x x

u w

+ +
= + + + +

+ +
=

= + x u v x v w
x x

2

2 1 1
+ + + +

+ +
( ) ( )

( )( )
;

(2)

2) равенство (2) справедливо при любых x ¹ –1. В частности, оно
справедливо при x = 0, x = 1 и x = 2. Подставляя эти значения в раве-
нство (2), получаем систему уравнений

v w

u v w

u v w

+ =
+ + =
+ + =

ì
í
ï

î
ï

1

2 2 2 1

6 3 5 1

,

,

.

Откуда u v w= - = =1
2

1
2

1
2

, , ;

3) итак, равенству (1) может удовлетворять только полученная
тройка чиселu v w= - = =1

2
1
2

1
2

, , .Непосредственной проверкой убе-

ждаемся, что эта тройка чисел действительно удовлетворяет равен-
ству (1);

4) так как u v w2 2 2 1
4

= = = , то треугольник с указанными сторо-

нами является равносторонним. Найдем радиусы его описанной
и вписанной окружностей, а также площадь треугольника:

R
a

r R

= = =

= =

3 3
3

1
4

3

3
3

12

2
3

24

,

,

S
a= = =3

2 3
4

1
4

3

4
3

16
;

5) нетрудно видеть, что числа 3
12

3
16

3
24

, , образуют арифмети-

ческую прогрессию с разностью d = - 3
48

.

Ответ: R r= =3
12

3
24

, , S = 3
16

, d = - 3
48

.
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ
РАБОТЫ

Тема 1. ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ ТРЕУГОЛЬНИКА
И ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА. НОВЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО МЕТОДА:
РЕШЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

§ 1. Замечательные точки треугольника: разнообразие
геометрических методов

1. В равнобедренном DABC (AB = BC) проведена медиана AA1 ,
M — центроид DABC. Докажите, что DAMC — равнобедренный.
Найдите боковые стороны DAMC, если: 1) AA1 7= ; 2) AA ma1 = .

2. В прямоугольном треугольнике катет, равный a, лежит на
оси y, катет, равный b, — на оси x. Найдите координаты центроида
треугольника. Сколько решений имеет задача?

3. Найдите стороны прямоугольного треугольника, если извест-
ны его медианы ma и mc , проведенные соответственно к катету и ги-
потенузе.

4. Пусть M — центроид DABC, ma , mb и mc — медианы этого тре-
угольника. Медиану AA1 продолжили за точку A1 и на продолже-
нии отложили отрезок A D A M1 1= . Найдите стороны DMBD.

5. Докажите, что для медиан ma , mb и mc выполняются неравен-
ства:

m m m

m m m

m m m

a b c

a c b

b c а

+ >
+ >
+ >

,

,

.

6. В прямоугольном DABC гипотенуза и острый угол равны c и a.
Найдите медианы треугольника.

7. Известны hc и mc — соответственно высота и медиана, прове-
денные из вершины прямого угла треугольника. Найдите стороны
треугольника.

8. В прямоугольном DABC известны медиана mc , проведенная
к гипотенузе, и медиана ma , проведенная к катету. Найдите sin A.
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9. Через центроид треугольника проведены прямые, параллель-
ные его сторонам. Докажите, что каждая сторона треугольника де-
лится этими прямыми на три равные части.

10. Дан равносторонний треугольник. Постройте описанную ок-
ружность. Можно ли (без задания длины стороны) найти угол меж-
ду стороной и радиусом окружности, проведенным к вершине тре-
угольника?

11. Можно ли найти длину перпендикуляра, проведенного из
центра описанной окружности на сторону равностороннего тре-
угольника, если радиус окружности равен: 1) 5 см; 2) R.

12. Можно ли найти сторону равностороннего треугольника,
зная радиус R описанной окружности? (Полученную формулу по-
лезно запомнить.)

13. Найдите радиус окружности, описанной около равносторон-
него треугольника, зная его: 1) высоту h; 2) сторону a.

14. Найдите радиус окружности, описанной около прямоугольно-
го треугольника, если известны оба катета: 1) 12 см и 16 см; 2) a и b.

15. Один из острых углов прямоугольного треугольника равен
25°. Найдите углы, под которыми видны катеты из центра описан-
ной окружности. Нельзя ли воспользоваться свойством внешнего
угла треугольника?

16. В равнобедренном DABC (AB = BC) Ð = °B 100 . Найдите углы,
образуемые боковой стороной AB с радиусами OA и OB описанной
окружности.

17. В DABC AB = BC = 2 см, Ð = °B 120 . Найдите диаметр описан-
ной окружности.

18. Постройте треугольник, зная радиус R описанной окружно-
сти и две его стороны, равные a и c.

19. Какую фигуру образуют центры окружностей, если эти ок-
ружности касаются данной прямой в данной на ней точке?

20. Постройте окружность с центром в данной точке и касаю-
щейся данной прямой.

21. В равнобедренном треугольнике высота, проведенная к осно-
ванию, равна 20 см, основание равно 30 см. Найдите радиус вписан-
ной окружности.

22. В равнобедренном треугольнике высота, проведенная к осно-
ванию, равна 10 см, основание относится к боковой стороне как 4 : 3.
Можно ли по этим данным найти радиус вписанной окружности?

23. а) Докажите, что радиус r окружности, вписанной в прямо-
угольный треугольник с катетами a и b и гипотенузой c, находится
по формуле ( )r a b c= + -1

2
.
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б) Найдите периметр прямоугольного треугольника, гипотенуза
которого равна 26 см, а радиус вписанной окружности равен 4 см.

в) Катеты прямоугольного треугольника равны 3 и 4. Найдите
расстояние между центрами вписанной и описанной окружностей.

24. а) Боковая сторона равнобедренного треугольника равна a,
угол при основании равен a. Найдите радиус вписанной окружно-
сти. (Воспользуйтесь тригонометрией.)

б) Основание равнобедренного треугольника равно b, угол при
основании равен a. Найдите радиус вписанной окружности.

25. В равнобедренном треугольнике боковая сторона делится
точкой касания вписанной окружности в отношении 7 : 5 считая от
вершины основания. Найдите отношение:

1) боковой стороны к основанию;
2) радиуса вписанной окружности к основанию;
3) радиуса вписанной окружности к радиусу описанной окруж-

ности.
26. а) Углы треугольника относятся как 3 : 5 : 7. Под какими угла-

ми видны его стороны из центра вписанной окружности?
б) В равнобедренном треугольнике высота, проведенная к осно-

ванию, равна 16 см; боковая сторона относится к основанию как
4 : 3. Найдите расстояния от центра вписанной окружности до вер-
шин треугольника.

27. а) В каком треугольнике пересекаются не сами высоты, а их
продолжения?

б) Какова особенность расположения ортоцентра (относительно
треугольника) в случае остроугольного и прямоугольного тре-
угольника?

в) Докажите, что если ортоцентр лежит вне треугольника, то тре-
угольник тупоугольный.

28. а) На рисунке сохранилась только сторона AB и ортоцентр H
DABC. Восстановите стороны этого треугольника.

б) У пластинки, имеющей форму остроугольного треугольника,
отломали кусок вместе с одной вершиной. Можно ли на пластинке
начертить часть высоты, проведенной к стороне, противолежащей
«отломанной» вершине?

§ 2. Вписанные и описанные четырехугольники
29. Докажите, что во вписанном четырехугольнике внешний угол

равен противолежащему внутреннему. (Внешний угол многоуголь-
ника определяется так же, как и для треугольника.)
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30. Около четырехугольника ABCD описана окружность, на об-
разовавшихся дугах взяты точки M ABÎÈ , N BCÎÈ , P CDÎÈ ,
Q ADÎÈ . Докажите, что сумма Ð + Ð + Ð + ÐAMB BNC CPD DQA
остается постоянной и равной 540°.

31. Точка А делит ÈBC окружности пополам. Из точки А прове-
дены две хорды AD и АЕ, пересекающие ВС соответственно в точках
М и K. Докажите, что около четырехугольника DEKM можно опи-
сать окружность.

32. Около четырехугольника ABCD описана окружность. Дока-
жите, что биссектриса угла А и биссектриса внешнего угла при вер-
шине С пересекаются в точке X, лежащей на окружности.

33. К двум внешне касающимся окружностям проведены каса-
тельные AB и CD. Докажите, что около четырехугольника ABCD
можно описать окружность.

34. Две окружности касаются внешне в точке A. Через точку A
проведена их общая касательная, на которой взяты две точки, рас-
положенные по разные стороны от точки А. Через полученные точ-
ки и проведены касательные к обеим окружностям. Докажите, что
эти касательные, пересекаясь, образуют четырехугольник, в кото-
рый можно вписать окружность.

§ 3. Дальнейшее развитие тригонометрического метода:
теоремы косинусов и синусов, формулы площади треугольника

35. Найдите неизвестную сторону DABC по следующим данным:
1) а = 2, b = 3, Ð = °C 45 ;
2) а = 4,1, с = 5,2, ÐВ = 120°;
3) b = 2 2, с = 3, ÐА = 135°.
36. Стороны треугольника равны:
1) 10, 11 и 12;
2) 11, 12 и 13;
3) 12, 13 и 14.
Найдите косинусы углов треугольника и приближенные значе-

ния углов.
37. Стороны параллелограмма равны 2 см и 5 см, угол между

ними равен 45°. Найдите диагонали параллелограмма.
38. Докажите, что биссектриса треугольника делит его сторону

на части, обратно пропорциональные синусам прилежащих углов.
39. Найдите неизвестные стороны и углы треугольника, если:

а » 370,0, ÐВ » 86°30¢, ÐС » 50°50¢.
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40. (Формула синуса двойного угла.) Докажите, что

sin 2a = 2sin a cos a, где 2a £ 180°.

41. а) В треугольнике известны сторона а и два угла a и b. Най-
дите произведение его сторон.

б) В условиях предыдущей задачи найдите площадь треугольника.
42. а) Найдите площадь треугольника со сторонами: 1) 10, 12, 13;

2) 10, 17, 21.
б) Найдите меньшую (большую) высоту треугольника со сторо-

нами: 1) 13, 14, 15; 2) 37, 13, 40.
в) Стороны треугольника равны а, b, c. Найдите радиусы описан-

ной и вписанной окружностей.
43. а) В треугольнике известны сторона с и два угла a и b. Найди-

те радиус описанной окружности.
б) В условиях предыдущей задачи найдите неизвестные стороны

треугольника.
в) Найдите площадь треугольника, данного в задаче а).
г) Найдите радиус вписанной окружности для треугольника из

задачи а).
д) В треугольнике известны два угла a и b и сумма двух сторон:

а + b = n. Найдите радиус описанной окружности.
е) В треугольнике известны две стороны а и b и угол g. Найдите

высоту, проведенную к третьей стороне.
44. а) Зная медианы ma, mb и mc, найдите площадь треугольника.
б) Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 6, вы-

сота, проведенная к основанию, равна 4. Найдите радиус описанной
окружности.

в) Известны две стороны а и b треугольника и площадь S. Найди-
те третью сторону.

§ 4. Тригонометрический метод решения произвольных треугольников
45. а) Найдите неизвестные стороны и углы треугольника, если:

а = 2, b = 1, ÐС = 60°.
б) Стороны треугольника равны 5, 7 и 8. Найдите угол, лежащий

против средней по величине стороны.
в) Найдите медиану ma треугольника АВС, если с = 2, b = 3 2,

ÐА = 45°.
г) Найдите сторону и синусы неизвестных углов треугольника

АВС, если а = 3, b = 2 2, ÐВ = 135°.
д) В условиях задачи а) найдите радиус описанной окружности.
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46. Найдите медиану ma, биссектрису la и высоту ha треугольни-
ка, данного в задаче 45 б).

47. а) Диагональ параллелограмма равна d и образует с его сто-
ронами углы a и b. Найдите стороны, углы и площадь параллело-
грамма (d = 1, a = 45°, b = 60°).

б) Диагонали параллелограмма равны d1 и d2, j — угол между
ними. Найдите стороны, углы и площадь параллелограмма (d1 = 12,
d2 = 8, j = 120°).

в) Боковая сторона равнобедренной трапеции равна а, d — диаго-
наль трапеции, a — угол при нижнем основании. Найдите площадь
трапеции (а = 5, d = 8, a = 60°).

г) Найдите площадь параллелограмма по двум его диагоналям d1

и d2 и одной из сторон, равной а (d1 = 6, d2 = 4, a = 4).
д) В трапеции меньшее основание и боковые стороны равны а,

a — острый угол трапеции. Найдите ее площадь и радиус описанной
окружности (a = 2, a = 60°).

48. а) Один из острых углов прямоугольного треугольника равен
a, а высота, проведенная из вершины прямого угла на гипотенузу,
равна hc. Найдите площадь треугольника (a = 30°, hc = 5).

б) Два угла треугольника равны соответственно a и b, R — ради-
ус описанной окружности. Найдите площадь треугольника.

в) Приведите различные способы доказательства известного вам
утверждения: биссектриса треугольника делит противоположную
сторону на части, пропорциональные прилежащим сторонам.

г) Найдите площадь равнобедренной трапеции, если ее диаго-
наль равна d и наклонена к основанию под углом a.

д) Найдите угол при вершине равнобедренного треугольника,
если его площадь равна квадрату основания.

49. а) Даны две параллельные прямые и точка А между ними, от-
стоящая от этих прямых на расстояния m и n. Рассмотрите прямо-
угольные треугольники с вершиной прямого угла в точке А, две дру-
гие вершины которых перемещаются произвольно по каждой из
данных прямых. Как изменяется площадь этих треугольников? Най-
дите треугольник, имеющий наименьшую площадь.

б) На сторонах параллелограмма во внешнюю сторону построе-
ны квадраты. Докажите, что центры этих квадратов являются вер-
шинами нового квадрата. Найдите его площадь, если стороны па-
раллелограмма равны а и b и образуют угол, равный a. При каком
условии эта площадь окажется наибольшей?
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в) На сторонах равностороннего треугольника во внешнюю сто-
рону построены квадраты. Докажите, что центры этих квадратов
являются вершинами нового равностороннего треугольника. Най-
дите его площадь, если сторона данного треугольника равна а.

50. а) (Задачи с астрономическим содержанием.) Найдите:
1) радиус r небесного светила (рис. 174), зная радиус Земли R

и углы р и r, полученные в результате измерений;
2) радиус Луны, если r » 15¢, р » 57¢, R » 6370 км;

3) расстояние от Земли до Луны;
4) расстояние от Земли до Солнца,

если угол р » 8,8¢¢;
б) (Задачи с физическим содержанием.)

1) Найдите длину равнодействующей двух
данных сил

r
P1 и

r
P2 , образующих между

собой угол a (величину сил считать из-
вестной). 2) Тяжелое тело весом

r
P нахо-

дится на плоскости, наклоненной под уг-
лом a к горизонту. Коэффициент трения
между телом и плоскостью равен k. При
каком значении угла a данное тело будет:
двигаться вниз; находиться в равновесии?

51. Мы знаем, что около треугольника всегда можно описать ок-
ружность. Эта закономерность не распространяется уже на четы-
рехугольники: существуют четырехугольники, около которых нель-
зя описать окружность. В этой связи полезно рассмотреть две зада-
чи: а) около четырехугольника можно описать окружность тогда
и только тогда, когда сумма его противоположных углов равна 180°;
б) в четырехугольник можно вписать окружность тогда и только то-
гда, когда суммы противоположных сторон равны.

Замечание. Задачи к § 5 см. в теоретическом материале.

Тема 2. МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

§ 6—7. Движение. Преобразование подобия.
Свойства движений и преобразований подобия

52. а) Все точки плоскости сначала передвинули на 3 см вправо,
затем на 2 см вниз. Является ли соответствие между данными
и «преобразованными» точками геометрическим преобразованием
плоскости?
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б) Геометрическое преобразование плоскости квадрат со сторо-
ной а переводит в прямоугольник со сторонами а и 2а. Является ли
это преобразование движением?

в) Движение окружность переводит в окружность. Почему?
г) Геометрическое преобразование окружность радиуса R пере-

водит в окружность радиуса 3R. Является ли это преобразование
движением?

д) Движение отрезок АВ (рис. 175, а) переводит в отрезок А1В1.
Дана некоторая точка С, принадлежащая отрезку АВ. Постройте
точку С1, в которую переходит точка С.

е) Преобразование подобия отрезок АВ = а (рис. 175, б) перево-
дит в отрезок А1В1 = 2а. Дана некоторая точка С, принадлежащая от-
резку АВ. Постройте точку С1, в которую переходит точка С.

ж) Является ли геометрическое преобразование, указанное в за-
даче а), движением; преобразованием подобия?

53. а) Движение и преобразование подобия
перпендикулярные прямые переводят в пер-
пендикулярные прямые. Почему?

б) Верно ли, что движение и преобразова-
ние подобия квадрат (прямоугольник) пере-
водят в квадрат (прямоугольник)?

в) Может ли движение или преобразование
подобия перевести правильный треугольник
в прямоугольный треугольник?

г) Преобразование подобия окружность пе-
реводит в окружность. Почему?

д) Движение DАВС переводит в DА1В1С1

(рис. 176). Внутри DАВС дана некоторая точ-
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ка М. Постройте точку М1, в которую перей-
дет точка М в данном движении.

е) Преобразование подобия DАВС
(рис. 177) со сторонами, равными а, b и с,
переводит в DА1В1С1 со сторонами 2а, 2b и 2с.
Внутри DАВС дана некоторая точка М. По-
стройте точку М1, в которую переходит точ-
ка М в этом преобразовании подобия.

ж) Выполните задания д)—е) при усло-
вии, что точка М является:

1) центроидом DАВС;
2) ортоцентром DАВС;

3) точкой переечения биссектрис DАВС;
4) центром описанной окружности.
з) Все точки плоскости сдвинуты на 5 единиц вверх. В какие фи-

гуры перейдут при этом:
1) точка; 2) прямая; 3) луч;
4) отрезок; 5) угол; 6) треугольник;
7) квадрат? (Выполните построения.)
и) К данному прямоугольному треугольнику последовательно

применили два преобразования движения. Какая фигура получи-
лась в результате?

54. а) Преобразование плоскости каждую точку М переводит
в точку М1 по следующему закону:

1) М(х; у) ® М1(2х; у);
2) М(х; у) ® М1(х + 5; у + 5);
3) М(х; у) ® М1(3х; 3у);
4) М(х; у) ® М1(х; –у);
5) М(х; у) ® М1(kх; kу).
Какие из этих преобразований являются движением (преобра-

зованием подобия)?
б) В какую линию переведут прямую у = х преобразования, ука-

занные в предыдущем задании? Запишите уравнение этой линии.
55. а) Сколько осей симметрии имеет равносторонний треугольник?
б) Докажите, что если треугольник имеет две оси симметрии, то

он имеет и третью ось симметрии.
56. а) Через концы диаметра окружности проведены две парал-

лельные хорды. Докажите, что они симметричны относительно цент-
ра окружности.
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б) Две окружности пересекаются в точках А и В. Докажите, что
эти точки симметричны относительно прямой, проходящей через
центры окружностей.

57. а) В равнобедренной трапеции большее основание равно
20 см, один из углов 60°, боковая сторона 8 см. Найдите меньшее
основание. Воспользуйтесь параллельным переносом одной из бо-
ковых сторон трапеции.

б) Поворот вокруг точки М(2; 1) переводит точку А(3; –1) в точ-
ку В. Найдите расстояние АВ, если угол поворота равен 30°.

Замечание. Задачи к § 8—9 см. в теоретическом материале.

§ 10—11. Метод гомотетии. Метод геометрических преобразований
58. а) Даны три произвольные точки A, В и С, центр гомотетии О

и коэффициент гомотетии k (k = -1
4

2 3; ; ). Постройте точки А1, В1

и С1, гомотетичные соответственно точкам А, В и С.
б) Гомотетия задана центром О и парой гомотетичных точек А

и А1. Возьмите произвольную точку В и постройте точку В1, гомоте-
тичную этой точке. Рассмотрите два случая: 1) точка В не лежит на
прямой АА1; 2) точка В лежит на этой прямой.

59. а) В трапеции диагонали перпендикулярны и равны d1 и d2.
Найдите сумму оснований.

б) Площадь данного треугольника равна S. Найдите площадь
треугольника, сторонами которого являются медианы данного.

в) Точки А и В лежат по одну сторону от прямой а. На этой пря-
мой постройте точку Р такую, чтобы сумма расстояний АР и РВ ока-
залась наименьшей.

§ 12—14. Равенство и подобие фигур. Подобие треугольников.
Свойства подобных многоугольников. Пропорциональные
отрезки в окружности

60. а) Даны координаты вершин треугольников АВС и А1В1С1:
А (–2; 1), В (–4; 2), С (–2; 5), А1 (3; 2), B1 (1; 3), C1 (3; 6). Докажите,
что эти треугольники могут быть совмещены параллельным пере-
носом. Укажите вектор параллельного переноса.

б) Могут ли быть совмещены симметрией относительно
какой-нибудь из координатных осей треугольники АВС и А1В1С1,
если А (3; 2), В (1; 3), С (3; 6), А1 (3; –2), В1 (1; –3), С1 (3; –6)?

в) Стороны одного треугольника относятся как 2 : 3 : 4. Найдите
стороны подобного треугольника, если большая из них равна 3 см.
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г) Стороны одного треугольника равны 10 см, 9 см и 7,5 см. Боль-
шая сторона подобного треугольника равна 5 см. Найдите осталь-
ные стороны этого треугольника.

61. а) Стороны одного треугольника равны 0,8 см, 1,6 см и 2 см.
Периметр подобного ему треугольника равен 5,5 см. Найдите сто-
роны второго треугольника.

б) Наибольшие стороны двух подобных многоугольников равны
35 м и 14 м, а разность их периметров равна 60 м. Найдите перимет-
ры этих многоугольников.

в) Стороны двух правильных одноименных многоугольников
соответственно равны а и b. Как относятся периметры и площади
этих многоугольников?

г) Площадь плана земельного участка равна 100 см2. Найдите
площадь самого участка, если масштаб плана равен 1 : 10 000.

§ 15. Метод подобия
62. а) Из точки окружности проведен перпендикуляр к диамет-

ру. Найдите его длину, если диаметр разделился на отрезки 12 см
и 3 см.

б) Перпендикуляр, проведенный из точки окружности на ради-
ус, равный 34 см, делит его в отношении 8 : 9 (начиная от центра).
Найдите длину перпендикуляра.

в) Ширина кольца, образованного двумя концентрическими ок-
ружностями, равна 8 дм; хорда большей окружности, касательная
к меньшей, равна 4 м. Найдите радиусы окружностей.

г) Две хорды окружности пересекаются так, что отрезки одной
хорды равны 24 см и 14 см; один из отрезков другой хорды равен
28 см. Найдите второй ее отрезок.

д) Из двух пересекающихся хорд окружности первая равна
32 см, а отрезки другой хорды равны 12 см и 16 см. Найдите отрезки
первой хорды.

е) Из одной точки проведены к окружности секущая и касатель-
ная. Найдите длину отрезка касательной, если внешний и внутрен-
ний отрезки секущей соответственно равны 4 см и 5 см.

63. а) Пусть АА1 и BB1 — высоты DАВС. Докажите, что

DА1В1С» DАВС.

Чему равен коэффициент подобия?
б) В параллелограмме ABCD из вершины В проведена высота

BB1 к стороне AD и высота BB2 к стороне CD. Докажите, что
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DАBB1»DСВВ2. Выразите коэффициент подобия через: 1) стороны
параллелограмма; 2) высоты параллелограмма.

в) Из вершины С прямого угла DАВС проведена высота СD. Най-
дите три пары подобных треугольников. Докажите, что

h AD DBc
2 = × .

г) Пусть О — точка пересечения диагоналей трапеции АВСD
(ВС и AD — основания трапеции). Докажите, что DВОС» DDОА.

д) Почему данный треугольник и треугольник, образованный
его средними линиями, подобны? Чему равен коэффициент подо-
бия?

е) Пусть BB1 — биссектриса DАВС. На продолжении стороны АВ
за точку В отложили отрезок ВK, равный стороне ВС. Докажите, что
DАВВ1 » DАKС.

64. а) Из вершины С остроугольного DАВС проведена высота
СС1; из точки С1 проведены перпендикуляры С1М и C1K соответст-
венно к сторонам ВС и АС. Докажите, что DМKС» DАВС.

б) На стороне AD параллелограмма ABCD взята точка Р так, что
АР : AD = 1 : п; K — точка пересечения прямых АС и ВР. Докажите,
что DАРK » DСВK. Найдите коэффициент подобия этих треуголь-
ников.

в) Пусть BL — биссектриса внешнего угла DАВС; из точек А и С
проведены перпендикуляры АK и СМ к прямой BL. Докажите, что
DLCM» DLAK и DАВK»DСМВ. (L — точка пересечения биссектри-
сы или ее продолжения с прямой АС.)

г) В трапецию ABCD (BC || AD) вписана окружность; K, Т, Н и М —
соответственно точки касания со сторонами АВ, ВС, CD и DA; Р —
точка пересечения прямых AT и ВМ. Докажите, что DАМВ» DKВР.

д) В равнобедренный DАВС (АВ = ВС) вписана окружность;
М и K — точки касания этой окружности соответственно с основа-
нием АС и боковой стороной ВС, О — центр окружности. Докажите,
что DВМС» DВKО.

е) В параллелограмм вписан ромб, стороны которого параллель-
ны диагоналям параллелограмма. Найдите несколько пар подоб-
ных треугольников.

ж) (Занимательная задача.) Найдите длину солнечной тени, от-
брасываемой в пространстве проволокой, диаметр которой равен
4 мм. (Диаметр Солнца 1 400 000 км, расстояние Земли от Солнца
150 000 000 км.)
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65. а) Приведите новое доказательство формулы высоты прямо-
угольного треугольника, проведенной к гипотенузе: hc = ab

c
.

б) С помощью подобия треугольников докажите, что биссектри-
са треугольника делит сторону на отрезки, пропорциональные при-
лежащим сторонам. Какое дополнительное построение необходимо
выполнить?

в) Пусть ВС и AD – основания трапеции ABCD, О — точка пере-
сечения диагоналей, АО = 8 см, ОС = 10 см и BD = 27 см. Найдите ОВ
и OD.

г) Около данного треугольника и треугольника, образованного
его средними линиями, описаны окружности. Найдите отношение
их радиусов.

66. а) В условиях задачи 64 б) найдите отношение АK : АС.
б) В условиях задачи 64 в) докажите, что AL : CL = AB : ВС.
в) В условиях задачи 64 г) докажите, что KP || AD.
г) Найдите радиус окружности, вписанной в равнобедренный

треугольник с основанием, равным 6 см, и боковой стороной, рав-
ной 8 см.

67. а) В условиях задачи 64 е) найдите сторону ромба, если диа-
гонали параллелограмма равны d1 и d2.

б) На стороне ВС правильного DАВС как на диаметре во внеш-
нюю cторону треугольника построена полуокружность. Дуга СK
равна 1

3
этой полуокружности. Прямая АK пересекает сторону ВС

в точке Р. Докажите, что РС × АР = РK × ВР.
68. (Задачи о геометрическом цветке.) а) Через точку Т, взятую

произвольно внутри DАВС, проведены три прямые, параллельные
сторонам треугольника: ЕK || AВ, Е ÎАС, KÎBC; XY || BC, Х ÎАВ,

Y ÎAC; РМ || АС, Р ÎАВ, М ÎВС (рис. 178).
При этом треугольник оказался разбитым
на шесть частей, из которых три являются
треугольниками. Объединение этих треуголь-
ников представляет собой красивый «гео-
метрический цветок». Введем обозначения:
S — площадь DАВС, S1 — площадь DTPX, S2 —
площадь DTEY, S3 — площадь DTKM. Дока-
жите, что

S
S

AE
AC

S
S

EY
AC

S
S

YC
AC

1 2 3= = =, , .
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б) В условиях предыдущей задачи (см. рис. 178) докажите, что

S
S

S
S

S
S

1 2 3 1+ + = .

в) В условиях задачи 68 а) (см. рис. 178) докажите, что

S = ( )S S S1 2 3
2

+ + .

Тема 3. ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ.
ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ. ПЛОЩАДЬ КРУГА

§ 16. Определение правильного многоугольника.
Сумма углов многоугольника

69. а) Сколько сторон в правильном многоугольнике, если его
внутренний угол равен 144°?

б) Можно ли построить пятиугольник, углы которого были бы
равны 110°, 110°, 103°, 116°, 100°?

в) Сколько сторон в правильном многоугольнике, если сумма
его внутренних углов равна 1980°?

г) Верна ли теорема, обратная теореме о сумме углов треуголь-
ника?

Указание. Сформулируйте ее с помощью слова «многоугольник».
д) Почему нельзя построить многоугольник (за исключением

треугольника), все углы которого были бы острыми?
е) Приведите примеры неправильных многоугольников, у кото-

рых: 1) все углы равны; 2) все стороны равны.
70. а) Пусть O — центр окружности, описанной около правиль-

ного DABC. Докажите, что эта окружность и окружность, описанная
около DOAB, имеют одинаковый радиус.

б) Пусть DABC — правильный, даны три точки A1, B1 и C1, при-
надлежащие соответственно сторонам BC, CA и AB, причем

BA1 = CB1 = AC1 =
1
3

AB.

Найдите отношение площадей треугольников A1B1C1 и ABC.
в) На каждой стороне квадрата внутрь его построен прямо-

угольный треугольник с углом в 30°. Докажите, что получивший-
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ся при этом четырехугольник
также является квадратом. Ка-
кую часть составляет площадь
этого квадрата от площади дан-
ного?

г) На катетах прямоугольного
DABC построены два квадрата
(рис. 179). Из вершин D и H этих
квадратов на продолжение гипо-
тенузы проведены два перпенди-

куляра DK и HM. Докажите, что DABC можно составить из тре-
угольников BDK и AHM.

§ 17—19. Центр правильного многоугольника. Построение
некоторых правильных многоугольников, вписанных
в окружность. Выражение элементов правильного многоугольника
через радиус описанной или вписанной окружности

71. а) Докажите, что площади правильных одноименных много-
угольников относятся как квадраты радиусов описанных окруж-
ностей или как квадраты радиусов вписанных окружностей.

б) Докажите, что сумма расстояний от точки, взятой внутри пра-
вильного многоугольника, до прямых, содержащих его стороны, по-
стоянна.

72. Паркетом будем называть такое покрытие плоскости пра-
вильными многоугольниками, при котором два многоугольника име-
ют либо общую сторону, либо общую вершину, либо совсем не име-
ют общих точек. Можно ли составить паркет из:

1) правильных треугольников;
2) квадратов;
3) правильных пятиугольников;
4) правильных восьмиугольников и квадратов;
5) правильных шестиугольников, квадратов и правильных тре-
угольников;
6) квадратов и правильных треугольников;
7) правильных десятиугольников?

§ 20—23. Длина окружности и ее дуг. Площадь круга и его частей.
Задачи на комбинацию круга и многоугольников

73. а) Найдите радиус окружности, если отрезки касательных,
проведенных из одной точки, равны а и образуют угол, равный 120°.
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б) Найдите длину окружности, описанной около прямоугольно-
го треугольника, катеты которого равны а и b. Чему равна площадь
круга?

в) Найдите длину окружности, вписанной в прямоугольный треу-
гольник, катеты которого равны а и b. Чему равна площадь круга?

г) Около круга радиуса r описан прямоугольный треугольник,
гипотенуза которого равна с. Найдите отношение: 1) периметра тре-
угольника к длине окружности; 2) площади треугольника к площа-
ди круга.

д) Дан ромб со стороной а и острым углом a. Найдите площадь
вписанного круга. Чему равно отношение длины окружности к пе-
риметру ромба?

е) В правильный треугольник вписана окружность. Найдите от-
ношение площади треугольника к площади круга.

ж) В окружность вписан правильный шестиугольник. Найдите
отношение площади шестиугольника к площади круга.

74. а) Спутник вращается вокруг Земли со скоростью 7,9 км/с.
За какое время спутник обернется вокруг Земли? (Землю считать
шаром с радиусом в 6370 км, высоту орбиты положить равной
500 км.)

б) Период обращения Земли вокруг Солнца примерно равен
365 сут. Расстояние от Земли до Солнца равно примерно 150 млн км.
Найдите скорость вращения Земли вокруг Солнца. Сравните ее со
скоростью вращения точки поверхности Земли вокруг земной оси,
которая приближенно равна 448 м/с.

в) Две трубы с диаметрами d1 и d2 требуется заменить одной трубой
с той же пропускной способностью. Найдите диаметр этой трубы.

г) Радиус закругления полотна железной дороги равен 1000 м,
дуга закругления содержит 20°. Найдите длину дуги.

д) По рисунку 180 рассчитайте пло-
щадь оцинкованного железа, необходимо-
го на изготовление ведра, если ÐАОВ = 115°,
ОВ = ВС = 300 мм, диаметр дна ведра ра-
вен 220 мм.

е) 22 июня 1976 г. в СССР произведен
запуск орбитальной научной станции «Са-
лют-5». Ее максимальное удаление от по-
верхности Земли (в апогее) — 260 км, ми-
нимальное (в перигее) — 219 км. Найдите
угол, под которым наблюдается Земля со
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станции в тот момент, когда она находится в апогее. Какова длина
дуги земной поверхности (в плоскости орбиты станции), наблюдае-
мой из этой же точки?

ж) Радиус Земли равен примерно 6370 км. Чему равна длина
экватора Земли?

з) Найдите длину параллели Земли на широте, равной 40°. (Ши-
рота отсчитывается от экватора.)

75. (Занимательная задача.) Вообразим, что Земля обтянута по
экватору обручем и что подобным образом обтянут и футбольный
мяч. Допустим, что окружность каждого обруча удлинилась на 1 м.
Тогда обручи отстанут от поверхности тел, которые они стягивали,
и образуется некоторый зазор. В каком случае этот зазор больше —
для Земли или для мяча?

Интуиция, скорее всего, говорит о том, что увеличение обруча на
1 м для маленького мяча даст большее увеличение радиуса, а для
огромной Земли увеличение экватора на 1 м существенно не ска-
жется на длине его радиуса.

Однако проведем следующее рассуждение. Пусть R — радиус
произвольного шара. Длина его экватора С = 2pR. Увеличим ее на 1 м,
получим окружность длины 2pR + 1. Радиус новой окружности ра-
вен 2 1

2
p

p
R + . Найдем величину, на которую увеличился первона-

чальный радиус шара: 2 1
2

p
p

R + – R =
2 1 2

2
1

2
p p

p p
R R+ - = . Если в этих

рассуждениях нет ошибки, то придется сделать вывод о том, что для
маленького мяча и для огромной Земли зазор оказывается одинако-
вым и равным 1

2p
» 16 см. Выясните, правильны ли эти рассуждения

и какой окончательный ответ надо дать
на вопрос задачи.

76. а) Полуокружность радиуса R раз-
делена на три равные части, точки деле-
ния соединены отрезками с одним кон-
цом диаметра. Найдите площадь сред-
ней части полукруга.

б) Дан правильный треугольник. По-
строена окружность с центром, совпа-
дающим с центром треугольника. Эта
окружность пересекает стороны тре-
угольника так, что внешние дуги содер-
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жат по 90° (рис. 181). Найдите площадь фигуры, ограниченной
внутренними дугами и средними отрезками сторон, если сторона
треугольника равна а.

в) Дан квадрат со стороной а. Построен круг с центром в верши-
не квадрата и радиусом а. Найдите площадь части квадрата, находя-
щейся вне круга.

г) Два угла треугольника равны 45° и 60°, площадь этого тре-
угольника равна S. Найдите длину описанной окружности.

д) В условиях предыдущей задачи найдите площадь вписанного
круга.

е) Две стороны треугольника и угол между ними соответственно
равны а, b и g. Найдите площадь описанного круга.

ж) В условиях предыдущей задачи найдите длину вписанной
окружности.

з) Стороны треугольника равны а, b и с. Найдите длину описан-
ной окружности.

и) В условиях предыдущей задачи найдите площадь вписанного
круга.

77. а) Сторона правильного многоугольника равна а, радиус
вписанного в него круга равен r. Найдите площадь описанного
круга.

б) Каждая сторона правильного треугольника, равная а, разделе-
на на три равные части. Первые точки деления (считая в одном на-
правлении) соединены отрезками. Получили новый треугольник.
Найдите площадь круга, вписанного в этот треугольник.

в) Касательная и секущая, проведенные к окружности из одной
точки, соответственно равны 20 см и 40 см. Секущая удалена от цен-
тра на 8 см. Найдите площадь круга.

г) Из одной точки к окружности проведены касательная и наи-
большая секущая, которые соответственно равны 2 см и 5 см. Най-
дите площадь круга.
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ОТВЕТЫ
И УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЯМ ЗАДАЧ

1. 1) 14
3

; 2) 2
3

ma . 2. Если треугольник лежит в первой или второй

четверти, то соответственно M b a
3 3

;æ
èç

ö
ø÷

или M b a-æ
èç

ö
ø÷3 3

; . Найдите коор-

динаты точки М в остальных двух случаях. 3. Сразу можно найти
гипотенузу: АВ = 2mс. Далее естественно воспользоваться теоремой
Пифагора. Однако, зная гипотенузу и медиану, проведенную к ка-
тету, сразу найти какой-либо катет не удается. Возникает предполо-
жение о необходимости введения вспомогательной величины. На-
пример, положим, что СА1 = х. 4. Поиск решения подсказывается
рисунком. Замечаем, что стороны DМBD сравнительно несложно
выразить через медианы данного DABC. Вначале находим ВМ, затем
замечаем, что MD = AM и BD = MC. 5. Решение подсказывается пре-
дыдущей задачей. Для DМBD (как для каждого треугольника) нера-
венства треугольника выполняются: ВМ + BD > MD, ВМ + BD > MD,
ВМ + BD > MD. Осталось выразить стороны этого треугольника че-
рез медианы данного (что сделано при решении предыдущей зада-
чи). 6. Без использования тригонометрии сразу можно найти ме-
диану mс (она равна половине данной гипотенузы). Остальные
медианы будем искать с помощью тригонометрии. 7. АВ = 2mc , АС =

( )= × + -2 2 2m m m hc c c c , ВС ( )= × - -2 2 2m m m hc c c c . 8. Для нахож-

дения sin А достаточно знать противолежащий катет и гипотенузу.
Не встречалась ли вам задача с таким же условием? Встречалась, это
задача 3 а). При решении этой задачи были получены такие ответы:

2mc , 2
3

2 2m ma c-
, 2

4
3

2 2m mc a-
. Дальнейшее решение становится оче-

видным. 9. Обозначим основание данного треугольника через а.
С помощью подобия треугольников устанавливаем, что центроид
делит отрезок, параллельный основанию, на части, равные a

3
. После

этого нетрудно завершить решение задачи. 10. 30°. 11. 1
2

R. 12. R 3.

13. 1) R h= 2
3

. 14. 1) 10 см. 15. 130°, 50°. 16. ÐOАB =ÐАВО = 50°. 17. 4 см.
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18. Допустим, что DАВС удовлетворяет условию задачи. В нем:
ВС = а, АВ = с, OA = OB = OC = R. Выясним, какими свойствами об-
ладают вершины А, В, С. Все три вершины лежат на окружности
данного радиуса, причем одну из них, например вершину В, можно
взять на этой окружности произвольно. Для построения вершин А
и С учтем, что они удалены от вершины В соответственно на рас-
стояния с и а, т. е. вершина А лежит на окружности (В, с), а вершина
С — на окружности (В, а). Это означает, что вершина А — точка пе-
ресечения окружностей (О, R) и (В, с), а точка С — точка пересече-
ния окружностей (О, R) и (В, а). 19. Центры этих окружностей об-
разуют фигуру, которой является прямая b с удаленной из нее
точкой А. 21. 15

2
. 22. 4. 23. а) Воспользуйтесь свойством отрезков

касательных, проведенных к окружности из одной точки. б) Если
находить отдельно а и b, то задача окажется довольно сложной.
Оказывается, проще найти а + b. в) 1

2
5.

24. а)
( )
a sin

cos
2

2 1
a
a+

= a( cos )ctg1- a a. б)
( )

b sin
cos cos

2
4 1

a
a a+

. 25. 1) 6
5

.

28. а) Сделаем чертеж-набросок, считая, что на нем по данным АВ
и Н построен DAВС. Решение задач сводится к построению верши-
ны С. Выясняем, какими свойствами обладает эта вершина. Замеча-
ем, что сразу можно построить прямые АН и ВН. Далее вершина С
лежит на прямой b^BH и на прямой а^АН. Следовательно, вершина
С определяется как точка пересечения прямых а и b. После этого
строится DAВС. б) 1-й случай: ортоцентр H находится на оставшей-
ся части пластины. 2-й случай: ортоцентр Н находится на отломан-
ной части, причем на оставшейся части пластины имеются углы
A и С. 3-й случай: ортоцентр H находится на отломанной части, при-
чем на отломанной части находится и сторона ВС (на оставшейся
части сохранилась лишь точка С). Восстановить «копию» DAВС по
стороне АС и одному только углу А нельзя. 35. 1)—3) 13 6 2- ;

65 17, ; 0,9. 36. cos a = 165
264

» 0,625, откуда a » 51,3°; cos b = 123
240

»

» 0,5125, откуда b » 59,2°; cos g = 77
220

» 0,35, откуда g » 69,5°.

37. 17 см, 37 см. 39. 42,7°; 544 5, ; 422 8, . 40. Воспользуемся мето-
дом площадей. Пусть в DАОВ ОА = ОВ = 1 и ÐO = 2a, ОС — высота
этого треугольника. Запишем равенство SAOB = SAOC + SBOC с помощью
тригонометрических функций. 42. а) 15

4
231. б) ha =12 12

13
.
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44. а)
S m m m m m m m m m m m mABC a b c a b c a c b b c a= + + + - + - + -1

3
( )( )( )( ) .

б) 4 5, . в) ( )a b a b S2 2 2 2 22 4+ -m . 46. Для решения задачи можно

воспользоваться формулами для произвольного треугольника. Для
вычисления медиан — формулой ma = 1

2
2 22 2 2b c a+ - . Для вычис-

ления биссектрис — формулой la = 2
b c

bcp p a
+

-( ). Для нахождения

высот можно воспользоваться площадью треугольника и с ее помо-
щью найти высоту: S =

1
2

ab sin C , ha = 2S
a

. Однако необходимо учесть,

что данный треугольник является прямоугольным и все вычисле-
ния можно провести по более простым формулам. 47. а) ÐB = ÐD =

= a + b, ÐA = ÐC = 180° – (a + b); b d=
+

sin
sin( )

a
a b

; a
d=

+
sin

sin( )
b

a b
.

в) a sina d a2 2- sin a. 48. а) hc
2

2sin a
. б) 2R2 sin a sin b sin (a + b).

в)

sin sin sin
sin

,

sin sin( )

b a b
a

b a
AD AB

AD
AB

DC BC
D

= Þ =

= °- Þ180 C
BC

=

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ
...

... . г) 1
2

d 2 sin 2a. 49. а) mn
sin2a

.

в)
a 2 2 3 3

8
( )+

. 50. а) Обозначим расстояние между центрами небес-

ных тел через х. Тогда r
x

= sinr, R
x

p= sin , r
R p

= sin
sin

r
. Находим радиус

Луны: r =
sin
sin

r
p

R =
sin
sin

,
,

15
57

6370
0 0044
0 0166

6370 1680¢
¢

× » × » (км). Расстоя-

ние х между центрами Земли и Луны найдем из равенства R
x

p= sin :

x R
p

= »
¢

» »
sin sin ,

6370
57

6370
0 0166

380000 (км). Для нахождения расстоя-

ния от Земли до Солнца учтем, что для углов, выраженных в секун-
дах, в астрономии часто применяют следующее приближенное

равенство: sin р² » р² sin 1² » p¢¢
206265

. С помощью этого равенства

найдем расстояние l от Земли до Солнца: l =
¢¢

» × »R
p

R
sin

206265
8 , 8
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» × »6370 206265
8 , 8

15 × 106 (км). 52. а) При решении данной и ряда сле-

дующих задач можно в целях экономии времени обойтись без их
краткой записи. При решении данной задачи выполняем рисунок,
соответствующий условию задачи, и записываем: A ® A1 ® A2,
B ® B1 ® B2, C ® C1 ® C2 … . Делаем вывод: получили соответствие
между точками плоскости, при котором каждой точке плоскости со-
ответствует единственная точка этой плоскости (A ® A2, B ® B2,
C ® C2 ...), и наоборот, каждая точка (A2, B2, C2, ...) оказывается соот-
ветствующей только одной точке плоскости. Значит, это соответст-
вие является геометрическим преобразованием плоскости. б) Одна
сторона квадрата, равная а, переходит в сторону прямоугольника,
равную 2а: а ¹ 2а. Если преобразование изменяет длину хотя бы од-
ного отрезка, то оно не является движением. г) При решении пре-
дыдущей задачи установлено, что при движении окружность перехо-
дит в окружность равного радиуса. Поэтому, если геометрическое
преобразование переводит окружность радиуса R в окружность ра-
диуса 3R, то это преобразование не является движением. д) На от-
резке А1В1 нужно отложить отрезок А1С1 = AC. е) Коэффициент пре-
образования подобия k = 2. Поэтому должно выполняться равенство
А1С1 = 2AC. Отсюда построение: на отрезке А1В1 от точки А1 последо-
вательно откладываем два раза отрезок АС, получаем искомую точ-
ку С1. 53. в) Для этого необходимо, чтобы угол в 60° переходил
в угол, равный 90°, чего при движении и преобразовании подобия
быть не может. Следовательно, в указанных преобразованиях пра-
вильный треугольник не может перейти в прямоугольный тре-
угольник. д) Проведите МK^АВ, KÎАВ. Пусть K ® K1, M ® M1. По-
стройте вначале точку K1, а затем точку M1. Желательно все
построения выполнить непосредственно, начиная с построения
треугольников АВС и А1В1С1. з) С помощью свойств параллело-
грамма устанавливаем, что данное преобразование является движе-
нием. После этого, на основании свойств движений, даем ответы.
В данном движении: а) точка переходит в точку; б) прямая — в пря-
мую; в) луч — в луч; г) отрезок — в отрезок; д) угол — в угол; е) тре-
угольник — в треугольник. 54. а) Возьмем две точки А(х1; у1)
и В(х2; у2). Пусть при указанном преобразовании эти точки перехо-
дят соответственно в точки А1 и В1. Запишем координаты точек А1

и В1, найдем и сравним расстояния АВ и А1В1 (или квадраты этих
расстояний). Квадрат расстояния АВ можно записать сразу:
AB2 = (x2 – x1)2 + (y2 – y1)2. 55. а)Равносторонний треугольник имеет
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три оси симметрии. Докажем это. Пусть s1 — ось симметрии отрезка
AC: s1(А) = С. Тогда s1— серединный перпендикуляр отрезка АС.
Так как ВА = ВС (в силу условия), то BÎs1. Поэтому s1(АB) = СB,
s1(CB) = AB, s1(АC) = СA. Следовательно, s1 — ось симметрии равно-
стороннего треугольника. Аналогично серединные перпендикуля-
ры s2 и s3 соответственно сторон АВ и ВС также являются осями
симметрии равностороннего треугольника. б) Докажите вначале,
что если треугольник имеет две оси симметрии, то он равносторон-
ний. 56. а) Задача сводится к установлению симметричности точек
С и D относительно центра О. Для этого рассмотрим точку С как
точку пересечения прямой а и окружности. Тогда точка, симмет-
ричная точке С относительно центра О, должна лежать на фигурах,
симметричных указанным. б) Учесть, что если точка А — точка пе-
ресечения двух линий l и m, а точка В — точка пересечения линий l1

и m1, симметричных соответственно l и m относительно оси s, то точ-
ки А и В симметричны относительно оси s. 57. а) 12. б) 10 5 3- .

58. а) Воспользуемся равенствами: OA OA
¾ ®¾ ¾ ®¾

=1
1
4

, OB OB1
1
4

¾ ®¾ ¾ ®¾
= ,

OC OC1
1
4

¾ ®¾ ¾ ®¾
= . 59. а) Построение трапеции ABCD лучше начать с диа-

гонали СА, затем проводим боковую сторону АВ, диагональ BD
(перпендикулярно АС) и, наконец, основания AD и ВС. б) 3

4
S. Пусть

DАВС — данный треугольник, АА1, ВВ1, СС1 — его медианы. Постро-
им DВВ1С2, составленный из медиан данного треугольника. Как по-
строить этот треугольник? Выполним параллельный перенос ме-

дианы СС1 на вектор C B1

¾ ®¾
. Медиана СС1 перейдет в некоторый

отрезок С2В. Осталось выяснить, не окажется ли сторона В1С2 тре-
угольника ВВ1С2 равной медиане АА1. Из построений следует, что
четырехугольник С1ВС2С — параллелограмм. Точка А1 — середина
диагонали ВС — является точкой пересечения диагоналей паралле-
лограмма. Поэтому вторая диагональ С1С2 проходит через точку А1.
Отсюда следует: А1С2 = А1С1 = АВ1 и А1С2 || А1С1 || АВ1. Поэтому четы-
рехугольник АА1С2В1 — параллелограмм и B1С2 = АА1. Итак, DВВ1С2

составлен из медиан DАВС. в) Воспользуемся методом
симметрии-спрямления. Сумма отрезков АР и РВ оказывается наи-
меньшей (почему?), если точка Р строится как точка пересечения
отрезка АВ1 и прямой а, где В1 — точка, симметричная точке В отно-
сительно прямой а. 60. а) Для доказательства возможности совме-
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щения DАВС и DА1В1С1 параллельным переносом сравним векторы

AA BB CC1 1 1

¾ ®¾ ¾ ®¾ ¾ ®¾
, , . Для этого найдем координаты этих векторов. б) Уста-

новим, что: 1) точки А и А1, В и В1, С и С1 симметричны относительно
оси х; 2) DАВС и DА1В1С1 симметричны относительно оси х; 3) DАВС
и DА1В1С1 могут быть совмещены симметрией относительно оси х.
в) А1С1 = 1,5 см, С1B1 = 2,25 см. г) А1В1 = 4,5 см, В1С1 = 3,75 см.
61. а) А1В1 = 1 см, В1С1 = 2 см, А1С1 = 2,5 см. б) PABCD . . . ,= 100 м
PA B C D1 1 1 1

40. . . = м. в) Воспользуемся подобием двух правильных од-
ноименных многоугольников. Для нахождения отношения пери-
метров и площадей подобных многоугольников достаточно знать

коэффициент подобия и применить формулы:
P

P
kA B C D

ABCD

1 1 1 1 . . .

. . .

= ,

S

S
kA B C D

ABCD

1 1 1 1 2. . .

. . .

= . г) S уч =1010 см2 = 1 км2. 63. в) Выясняем, подобны или

нет пары треугольников: 1) DАВС и DАCD; 2) DАВС и DCBD;

3) DАСD и DСBD. 69. а) n
n

n

= ° -180 2( )
a

, где an — внутренний угол

правильного п-угольника. г) Обратная теорема: «Если сумма углов
выпуклого многоугольника равна 180°, то этот многоугольник яв-
ляется треугольником». Для доказательства воспользуемся форму-
лой для числа п из задачи 69 а). 71. а) Воспользуемся формулами
Sn = 1

2
2R n sin 360°

n
и ¢ =S rn

2 ntg 180°
n

. 72. Предположим, что мы нача-

ли «замащивать» плоскость в одной какой-либо точке. Необходи-
мо, чтобы сумма углов всех многоугольников при выбранной вер-
шине была равна 360°. Проверьте выполнимость этого условия для
различных комбинаций правильных многоугольников. 73. д) Пло-
щадь вписанного круга S = 1

4
2 2a p asin ; отношение длины окружно-

сти к периметру ромба равно p asin
4

. Решение задачи сводится к на-

хождению радиуса ОЕ вписанной окружности: 1) В какой
треугольник входит ОЕ? (В DОВЕ.) 2) Что в этом треугольнике из-
вестно? (ÐОВЕ =

a
2

.) 3) Нельзя ли найти OВ? Какой треугольник

для этого необходимо рассмотреть? (DВОС.) 4) Что в этом тре-
угольнике известно? (Гипотенуза ВС = а и ÐОВЕ =

a
2

.) 5) Можно ли
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по этим данным найти OВ? (Можно.) В итоге составляется план ре-
шения задачи. Находим: 1) ОВ из DВОС; 2) ОЕ из DОВЕ; 3) отвечаем

на вопросы задачи. ж) 3 3
2

0 8
p

» , . 74. а) 2 6870
7 9

5463 9p
,

,» »(c) 1,5 (ч).

б) Скорость вращения Земли вокруг Солнца находится по формуле
v =

C
T

, где С — длина окружности, по которой Земля движется вокруг

Солнца, а Т — время совершения одного оборота. Найдем длину ок-

ружности С = 2πR = 2π ⋅ 150 ⋅ 106 ⇒ v = × ×
×

»2 150 10
365 24

108000
6p км/ч ≈

» 29886 м/c. Сравним скорости: 29886 : 448 ≈ 67. Это означает, что
скорость движения Земли вокруг Солнца в 67 раз больше скорости
вращения точки поверхности Земли вокруг земной оси. г) » 349 м.
д) 27,13 дм2. е) l ≈ 3579,9 км. з) l ≈ 30660 км.
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