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Предисловие

Книга написана в соответствии с методической концепцией 
учебника, нацеленного на достижение учащимися тех результатов 
обучения, которые прописаны в ФГОС как тре бо вание к освоившим 
основную образовательную программу ос нов ного общего образова-
ния. Это относится как к предметным ре зуль татам, т. е. к полу-
чению и накоплению учащимися гео мет рических знаний, так и 
к не менее важным метапредметным и личностным результатам, 
включающим умение применять по лу ченные знания в практической 
деятельности, способность к твор ческой работе, стремление к полу-
чению образования более высокого уровня, всестороннее развитие 
личности.

Учебник можно использовать как на базовом, так и на углуб-
лённом уровне изучения математики. Ниже приведено примерное 
тематическое планирование учебного материала по геометрии для 
каждого из двух уровней. В поурочных разработках по каждой теме 
сформу лированы задачи уроков, обсуждается примерный план их 
проведения, приведены комментарии по вопросам теории, реше-
ния некоторых задач из учебника, задания для самостоя тельных 
и контрольных работ, образцы слайдов, карточки-задания для про-
ведения зачётов по разным темам.

Эти разработки ориентированы на тот вариант, когда на гео-
метрию отводится два часа каждую неделю (всего 68 часов за учеб-
ный год). Но приведённые рекомендации пригодны и для базового 
уровня. Теоретический материал и задачи, не являющиеся обяза-
тельными на базовом уровне, отмечены в тексте учебника. В тех 
классах с углублённым изучением математики, где на геометрию 
отведено три часа в неделю, дополнительное время можно посвя-
тить разбору задач повышенной трудности, а также изучению 
дополнительного материала по планиметрии, содержащегося в 
главе VIII.

Изучение курса стереометрии базируется на сочетании нагляд-
ности и логической строгости. Опора на нагляд ность — непременное 
условие успешного усвоения материала, и в связи с этим нужно 
уделить большое внимание пра вильному изображению на чертеже 
пространственных фигур. Хотя правила изображения приведены 
в конце учебника в При ложении 1, с самого начала необходимо 
показывать учащимся, как нужно изображать те или иные фигуры, 
поскольку при работе по данному учебнику уже на первых уроках 
появляются куб, параллелепипед, тетраэдр.

Однако наглядность должна быть пронизана строгой логикой. 
Курс стереометрии предъявляет в этом отношении более высокие 
требования к учащимся. В отличие от курса планиметрии здесь уже 
с самого начала формулируются аксиомы о взаимном расположе-
нии точек, прямых и плоскостей в пространстве, и далее изучение 
свойств взаимного расположения прямых и плоскостей проходит на 
основе этих аксиом. Тем самым задаётся высокий уровень строго-
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сти в логических рассуждениях, который должен выдерживаться 
на протяжении всего курса.

Теоретический материал в учебнике изложен доступно для боль-
шинства учащихся. Это способствует решению важной педагогиче-
ской задачи — научить работать с книгой. Те или иные разделы 
учебника в зависимости от уровня подготовленности класса учитель 
может предложить учащимся для самостоятельного изучения.

Важная роль при изучении стереометрии отводится задачам. 
Учебник содержит большое количество разнообразных по трудности 
задач, что даёт возможность осуществить индивидуальный подход к 
учащимся, в частности организовать работу с наиболее сильными, 
проявляющими интерес к математике.

Как при изучении теоретического материала, так и при решении 
задач полезно использовать слайды. Они дают возможность вести 
работу одновременно с большим числом учащихся, вовлекать их в 
активное обсуждение рассматриваемых вопросов, контролировать 
усвоение изучаемого материала.

Учителю следует иметь в виду, что все приведённые в книге 
рекомендации являются примерными, их не нужно рассматривать 
как обязательные.

На всех уроках геометрии нужно исходить из того, что изучение 
этого предмета направлено не только на достижение предметных 
целей — знакомство с различными геометрическими фигурами и 
их свойствами, развитие пространственного воображения, но и на 
решение более важных задач, определённых ФГОС — формиро-
вание личности учащегося, развитие его логического мышления, 
умения ясно, точно и обоснованно излагать свои мысли и утверж-
дения, всестороннее развитие творческих способностей учащихся. 

Для подготовки математических диктантов, самостоятельных и 
контрольных работ можно использовать также следующие пособия 
издательства «Просвещение»: 1) Б. Г. Зив. «Дидактические матери-
алы. 10 класс»; 2) Б. Г. Зив. «Дидактические материалы. 11 класс»; 
3) Б. Г. Зив, В. М. Мейлер, А. Г. Баханский. «Задачи по геометрии. 
7—11 классы». Далее первые две книги будут упоминаться как [1] 
и [2].

Помимо указанных пособий можно использовать электронную 
форму учебника (ЭФУ), которая расширяет и дополняет мате-
риал печатного учебника. Функциональными особенностями ЭФУ 
являются удобный и понятный интерфейс и навигация; работа в 
онлайн- и офлайн-режимах; тестовые задания к каждой теме, раз-
делу учебника; наличие инструментов изменения размера шрифта, 
создания заметок и закладок.

К педагогическим возможностям использования ЭФУ относятся 
организация контроля и самоконтроля по результатам изучения 
темы; реализация технологий мобильного дистанционного или сме-
шанного обучения; реализация требований ФГОС по формированию 
информационно-образовательной среды системой электронных обра-
зовательных ресурсов и др.
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Примерное тематическое планирование
учебного материала

 Б А З О В Ы Й  У Р О В Е Н Ь 

10 класс

На изучение тем по геометрии отводится 54 ч, из них 
на заключительное повторение вопросов параллельности 
и перпендикулярности прямых и плоскостей — 5 ч.

№ урока Содержание учебного материала

Введение. Аксиомы стереометрии и их следствия (4 ч)

1

2
3, 4

Пред мет сте ре о мет рии. Ак си о мы сте ре о мет рии 
(пп. 1, 2)
Не ко то рые след ствия из ак си ом (п. 3)
Ре ше ние за дач на при ме не ние ак си ом сте ре о мет-
рии и их след ствий. Са мос то я тель ная ра бо та № В.1 
(20 мин)

Глава I. Параллельность прямых и плоскостей (15 ч)

§ 1. Параллельность прямых, прямой и плоскости

5

6
7, 8

Параллельные прямые в пространстве. Парал-
лельность трёх прямых (пп. 4, 5)
Параллельность прямой и плоскости (п. 6)
Повторение теории, решение задач на парал-
лельность прямой и плоскости. Самостоятельная 
работа № 1.1 (15 мин)

§ 2.  Взаимное расположение прямых в пространстве. Угол между 
двумя прямыми

9
10

11—13

Скрещивающиеся прямые (п. 7)
Углы с сонаправленными сторонами. Угол между 
прямыми (пп. 8, 9)
Повторение теории, решение задач. Контрольная 
работа № 1.1 (20 мин)

§ 3. Параллельность плоскостей

14, 15 Параллельные плоскости. Свойства параллельных 
плоскостей (пп. 10, 11)
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

§ 4. Тетраэдр и параллелепипед

16—18

19

Тет ра эдр. Па рал ле ле пи пед (пп. 12, 13). За да чи 
на пост ро е ние се че ний (п. 14). Пов то ре ние те о-
рии, ре ше ние за дач. Конт роль ная ра бо та № 1.2
За чёт № 1 по те ме «Па рал лель ность в прост ран-
стве»

Глава II. Перпендикулярность прямых и плоскостей (18 ч)

§ 1. Перпендикулярность прямой и плоскости

20

21

23, 24

Перпендикулярные прямые в пространстве. Парал-
лельные прямые, перпендикулярные к плоскости 
(пп. 15, 16)
Приз нак пер пен ди ку ляр нос ти пря мой и плос кос ти 
(п. 17)
Те о ре ма о пря мой, пер пен ди ку ляр ной к плос кос-
ти (п. 18). Ре ше ние за дач на пер пен ди ку ляр ность 
пря  мой и плос кос ти. Са мос то я тель ная ра бо та
№ 2.1 (15 мин)

§ 2.  Перпендикуляр и наклонные. Угол между прямой и
плоскостью

25

26
27—30

Расстояние от точки до плоскости. Теорема о трёх 
перпендикулярах (пп. 19, 20)
Угол между прямой и плоскостью (п. 21)
Повторение теории. Решение задач на примене ние 
теоремы о трёх перпендикулярах, на угол между 
прямой и плоскостью. Самостоятельная работа 
№ 2.2 (15 мин)

§ 3. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

31, 32

33, 34
35
36, 37

Двугранный угол. Признак перпендикулярности двух 
плоскостей (пп. 22, 23)
Прямоугольный параллелепипед (п. 24)
Повторение теории и решение задач
Контрольная работа № 2.1. Зачёт № 2 по теме 
«Перпендикулярность прямых и плоскостей»

Глава III. Многогранники (12 ч)

§ 1. Понятие многогранника. Призма
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Продолжение

 Б А З О В Ы Й  У Р О В Е Н Ь 

11 класс

На изучение тем по геометрии отводится 54 ч, из них 
на заключительное повторение — 8 ч.

№ урока Содержание учебного материала

38—40 Понятие многогранника. Призма (пп. 27, 28, 30). 
Самостоятельная работа № 3.1 (15—20 мин)

§ 2. Пирамида

41—44 Пирамида. Правильная пирамида. Усечённая пира-
мида (пп. 32—34). Самостоятельная работа № 3.2 
(15—20 мин)

§ 3. Правильные многогранники

45—47

48, 49

Сим мет рия в прост ра н стве. По ня тие пра виль но-
го мно гог ран ни ка. Эле мен ты сим мет рии пра виль-
ных мно гог ран ни ков (пп. 35—37). Те о ре ма Эй ле ра
(п. 29*)
Конт роль ная ра бо та № 3.1. Зачёт № 3 по те ме 
«Мно гог ран ни ки. Пло щадь по ве рх нос ти приз мы и 
пи ра миды»

Заключительное повторение тем геометрии 10 класса (5 ч)

50, 51

52, 53

54

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал-
лельность прямых и плоскостей
Перпендикулярность прямых и плоскостей. Мно-
гогранники
Заключительный урок-беседа по курсу геометрии 
10 класса

№ урока Содержание учебного материала

Глава IV. Цилиндр, конус и шар (10 ч)

§ 1. Цилиндр

1—3 Понятие цилиндра. Площадь поверхности цилиндра 
(пп. 38, 39). Самостоятельная работа № 4.1
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

§ 2. Конус

4—6 Понятие конуса. Площадь поверхности конуса. 
Усе чённый конус (пп. 40—42)

§ 3. Сфера

7—10 Сфера и шар. Взаимное рас положение сферы 
и плоскости. Касательная плоскость к сфере. 
Площадь сферы (пп. 43—46). Контрольная работа 
№ 4.1 (15 мин)

Глава V. Объёмы тел (16 ч)

§ 1. Объём прямоугольного параллелепипеда

11—13 Понятие объёма. Объём прямоугольного парал-
лелепипеда (пп. 52, 53). Самостоятельная рабо та 
№ 5.1

§ 2. Объём прямой призмы и цилиндра

14, 15 Объём прямой призмы. Объём цилиндра (пп. 54, 55)

§ 3. Объём наклонной призмы, пирамиды и конуса

16—19 Вычисление объёмов тел с помощью определён-
ного интеграла. Объём наклонной призмы. Объём 
пирамиды (пп. 56—58). Самостоятельная работа 
№ 5.2. Объём конуса (п. 59)

§ 4. Объём шара и площадь сферы

20—24

25, 26

Объём шара и его частей. Площадь сферы
(пп. 60—62*)
Контрольная работа № 5.1. Зачёт № 5 по теме 
«Объёмы тел»

Глава VI. Векторы в пространстве (5 ч)

§ 1. Понятие вектора в пространстве

27 Понятие вектора. Равенство векторов (пп. 63, 64)
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

§ 2.  Сложение и вычитание векторов. Умножение вектора на 
число

28, 29 Сложение и вычитание векторов. Сумма несколь-
ких векторов. Умножение вектора на число
(пп. 65—67)

§ 3. Компланарные векторы

30, 31 Компланарные векторы. Правило параллелепипе-
да. Разложение вектора по трём некомпланарным 
векторам (пп. 68—70)

Глава VII. Метод координат в пространстве. Движения (15 ч)

§ 1. Координаты точки и координаты вектора

32

33, 34

35—37

Прямоугольная система координат в простран стве 
(п. 71)
Координаты вектора (п. 72). Самостоятельная 
ра бота № 7.1. Связь между координатами векто-
ров и координатами точек (п. 73)
Простейшие задачи в координатах (п. 74).
Самостоятель ная работа № 7.2
Уравнение сферы (п. 75)

§ 2. Скалярное произведение векторов

38, 39

40

41, 42

Угол между векторами. Скалярное произведение 
векторов (пп. 76, 77)
Вычисление углов между прямыми и плоскостями 
(п. 78). Повторение вопросов теории и решение 
задач. Самостоятельная работа № 7.3
Уравнение плоскости. Расстояние от точки до пло-
скости (п. 79*)

§ 3. Движения

43, 44

45, 46

Центральная симметрия (п. 80). Осевая симмет-
рия (п. 81). Зеркальная симметрия (п. 82). Па рал-
лельный перенос (п. 83)
Контрольная работа № 7.1. Зачёт № 7 по теме 
«Метод координат в пространстве»
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Продолжение

 У Г Л У Б Л Ё Н Н Ы Й  У Р О В Е Н Ь (2 ч в неделю) 

10 класс

На изучение тем по геометрии отводится 68 ч.

№ урока Содержание учебного материала

Заключительное повторение при подготовке учащихся к 
итоговой аттестации по геометрии (8 ч)

47

48
49

50
51, 52 
53, 54

Ак си о мы сте ре о мет рии и их след ствия. Па рал лель-
ность пря мых, пря мой и плос кос ти. Скре щи ва ю щи-
е ся пря мые. Па рал лель ность плос кос тей. Пер пен-
ди ку ляр ность пря мой и плос кос ти. Те о ре ма о трёх 
пер пен ди ку ля рах. Угол меж ду пря мой и плос костью
Двуг ран ный угол. Пер пен ди ку ляр ность плос кос тей
Мно гог ран ни ки: па рал ле ле пи пед, приз ма, пи ра ми-
да, пло ща ди их по ве рх нос тей
Ци линдр, ко нус и шар, пло ща ди их по ве рх нос тей
Объ ё мы тел
Век то ры в прост ра н стве. Действия над век то ра ми. 
Ска ляр ное про из ве де ние век то ров

№ урока Содержание учебного материала

Введение. Аксиомы стереометрии и их следствия (5 ч)

1

2
3—5

Предмет стереометрии. Аксиомы стереометрии 
(пп. 1, 2)
Некоторые следствия из аксиом (п. 3)
Ре ше ние за дач на при ме не ние ак си ом сте ре о мет-
рии и их след ствий. Са мос то я тель ная ра бо та № В.1 
(20 мин)

Глава I. Параллельность прямых и плоскостей (19 ч)

§ 1. Параллельность прямых, прямой и плоскости

6

7
8—10

Параллельные прямые в пространстве. Парал-
лельность трёх прямых (пп. 4, 5)
Параллельность прямой и плоскости (п. 6)
Повторение теории, решение задач на парал-
лельность прямой и плоскости. Самостоятельная 
работа № 1.1 (15 мин)
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

§ 2.  Взаимное расположение прямых в пространстве. Угол между 
двумя прямыми

11
12

13—15

Скрещивающиеся прямые (п. 7)
Углы с сонаправленными сторонами. Угол между 
прямыми (пп. 8, 9)
Повторение теории, решение задач. Контрольная 
работа № 1.1 (20 мин)

§ 3. Параллельность плоскостей

16, 17 Параллельные плоскости. Свойства параллельных 
плоскостей (пп. 10, 11)

§ 4. Тетраэдр и параллелепипед

18, 19
20, 21

22
23, 24

Тетраэдр. Параллелепипед (пп. 12, 13)
Изображение пространственных фигур (Прило-
жение 1). Задачи на построение сечений (п. 14)
Повторение теории, решение задач
Контрольная работа № 1.2. Зачёт № 1 по теме 
«Параллельность в пространстве»

Глава II. Перпендикулярность прямых и плоскостей (20 ч)

§ 1. Перпендикулярность прямой и плоскости

25

26

27

28—30

Перпендикулярные прямые в пространстве. 
Парал лельные прямые, перпендикулярные к 
плоскости (пп. 15, 16)
Признак перпендикулярности прямой и плоскости 
(п. 17)
Теорема о прямой, перпендикулярной к пло скости 
(п. 18)
Решение задач на перпендикулярность прямой и 
плоскости. Самостоятельная работа № 2.1 (15 мин)

§ 2.  Перпендикуляр и наклонные. Угол между прямой и плоско-
стью

31

32
33—36

Расстояние от точки до плоскости. Теорема о трёх 
перпендикулярах (пп. 19, 20)
Угол между прямой и плоскостью (п. 21)
Пов то ре ние тео рии, реше ние  задач. Само стоя-
тель ная работа № 2.2 (15 мин)
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

§ 3. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

37, 38

39, 40
41, 42
43, 44

Двугранный угол. Признак перпендикулярности 
двух плоскостей (пп. 22, 23)
Прямоугольный параллелепипед (п. 24)
Повторение теории, решение задач
Контрольная работа № 2.1. Зачёт № 2 по теме 
«Перпендикулярность прямых и плоскостей»

Глава III. Многогранники (16 ч)

§ 1. Понятие многогранника. Призма

45—48 Понятие многогранника. Призма (пп. 27, 28, 30). 
Площадь прямоугольной проекции многоуголь-
ника. Пространственная теорема Пифагора (п. 31*). 
Самостоятельная работа № 3.1 (15—20 мин)

§ 2. Пирамида

49—53 Пирамида. Правильная пирамида. Усечённая 
пи ра мида (пп. 32—34). Самостоятельная работа
№ 3.2 (15—20 мин)

§ 3. Правильные многогранники

54—58

59, 60

Симметрия в пространстве. Понятие правильного 
многогранника. Элементы симметрии правиль-
ных многогранников (пп. 35—37). Теорема Эйлера
(п. 29*)
Контрольная работа № 3.1. Зачёт № 3 по теме 
«Многогранники».

Заключительное повторение тем геометрии 10 класса (8 ч)

61, 62

63, 64
65—67

68

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал-
лельность прямых и плоскостей
Перпендикулярность прямых и плоскостей
Многогранники. Площади боковых поверхностей 
призмы и пирамиды
Заключительный урок-беседа по курсу геометрии 
10 класса
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 У Г Л У Б Л Ё Н Н Ы Й  У Р О В Е Н Ь (2 ч в неделю) 

11 класс

На изучение тем по геометрии отводится 68 ч.

№ урока Содержание учебного материала

Глава IV. Цилиндр, конус и шар (16 ч)

§ 1. Цилиндр

1—3 Понятие цилиндра. Площадь поверхности цилиндра 
(пп. 38, 39). Самостоятельная работа № 4.1

§ 2. Конус

4—6 Понятие конуса. Площадь поверхности конуса. 
Усечённый конус (пп. 40—42)

§ 3. Сфера

7—10

11—14

15, 16

Сфера и шар. Взаимное рас положение сферы и 
плоскости. Касательная плоскость к сфере. Пло-
щадь сферы (пп. 43—46)
Разные задачи на многогранники, цилиндр, конус 
и шар. Сечения цилиндрической и конической 
поверхностей (пп. 50*, 51*)
Контрольная работа № 4.1. Зачёт № 4 по теме 
«Цилиндр, конус и шар»

Глава V. Объёмы тел (17 ч)

§ 1. Объём прямоугольного параллелепипеда

17—19 Понятие объёма. Объём прямоугольного парал-
лелепипеда (пп. 52, 53). Самостоятельная работа 
№ 5.1

§ 2. Объёмы прямой призмы и цилиндра

20, 21 Объём прямой призмы. Объём цилиндра (пп. 54, 55)

§ 3. Объёмы наклонной призмы, пирамиды и конуса

22—26
Вычисление объёмов тел с помощью определён ного 
интеграла. Объём наклонной призмы. Объём пира-
миды (пп. 56—58). Самостоятельная работа № 5.2
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

27, 28 Объём конуса (п. 59). Самостоятельная работа
№ 5.3

§ 4. Объём шара и площадь сферы

29—31

32, 33

Объём шара. Объёмы шарового сегмента, шаро-
вого слоя и шарового сектора. Площадь сферы 
(пп. 60—62*)
Контрольная работа № 5.1. Зачёт № 5 по теме 
«Объёмы тел»

Глава VI. Векторы в пространстве (7 ч)

§ 1. Понятие вектора в пространстве

34 Понятие вектора. Равенство векторов (пп. 63, 64)

§ 2.  Сложение и вычитание векторов. Умножение вектора на 
число

35, 36 Сложение и вычитание векторов. Сумма несколь ких 
векторов. Умножение вектора на число (пп. 65—67)

§ 3. Компланарные векторы

37, 38

39
40

Компланарные векторы. Правило параллелепи педа. 
Разложение вектора по трём некомпла нарным век-
торам (пп. 68—70)
Повторение теории, решение задач
Зачёт № 6 по теме «Векторы в пространстве»

Глава VII. Метод координат в пространстве. Движения (16 ч)

§ 1. Координаты точки и координаты вектора

41

42, 43

44—46

47

Прямоугольная система координат в простран стве 
(п. 71)
Координаты вектора (п. 72). Самостоятельная ра бота 
№ 7.1. Связь между координатами векторов и коор-
динатами точек (п. 73) 
Простейшие задачи в координатах (п. 74). Само-
стоятельная работа № 7.2
Уравнение сферы (п. 75)
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Продолжение

№ урока Содержание учебного материала

§ 2. Скалярное произведение векторов

48, 49 Угол между векторами. Скалярное произведение 
векторов (пп. 76, 77)

50, 51

52

Вычисление углов между прямыми и плоскостями 
(п. 78). Самостоятельная работа № 7.3
Уравнение плоскости. Расстояние от точки до пло-
скости (п. 79*)

§ 3. Движения

53, 54

55, 56

Центральная симметрия (п. 80). Осевая симмет рия 
(п. 81). Зеркальная симметрия (п. 82). Парал лель-
ный перенос (п. 83)
Контрольная работа № 7.1. Зачёт № 7 по теме 
«Метод координат в пространстве»

Заключительное повторение при подготовке учащихся к 
итоговой аттестации по геометрии (12 ч)

57, 58

59

60
61, 62

63
64, 65
66

67, 68

Аксиомы стереометрии и их следствия. Парал-
лельность прямых, прямой и плоскости. Скрещи-
вающиеся прямые. Параллельность плоскостей
Перпендикулярность прямой и плоскости. Теоре-
ма о трёх перпендикулярах. Угол между прямой и 
плоскостью
Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей
Многогранники: параллелепипед, призма, пира-
мида, площади их поверхностей
Цилиндр, конус и шар, площади их поверхностей
Объёмы тел
Векторы в пространстве. Действия над векто рами. 
Скалярное произведение векторов
Повторение теории и решение задач по всему 
курсу геометрии
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Введение

Урок № 1

Тема урока: Предмет стереометрии.
Аксиомы стереометрии

Основные задачи урока

Познакомить учащихся с содержанием курса стерео-
мет рии, с некоторыми геометрическими телами, показать 
связь курса стереометрии с практической деятельностью 
людей, изучить три аксиомы о взаимном расположении 
точек, прямых и плоскостей в пространстве.

Примерный план проведения урока

1. В начале урока нужно отметить, что школьный курс 
геометрии состоит из двух частей: планиметрии и сте-
реометрии. В планиметрии изучались свойства геомет   ри-
ческих фигур на плоскости, в стереометрии изучаются 
свойства фигур в про ст ран ст ве.

2. Основными фигурами в пространстве являются точка, 
прямая и плоскость. Мы имеем об этих фигурах наглядное 
представление, но определения этих фигур в геометрии не 
даются. Их свойства выражены в аксиомах, с тремя из 
которых предстоит познакомиться уже на первом уроке.

3. Наряду с точками, прямыми и плоскостями в сте-
реометрии рассматриваются геометрические тела, изуча-
ются их свойства, вычисляются площади их поверх ностей 
и объёмы. Представление о геометрических телах дают 
окружающие нас предметы. На уроке можно пока зать 
модели геометрических тел: куба, параллелепипеда, пира-
миды, цилиндра, конуса, шара и др.

4. При изучении геометрических фигур, в частности 
геометрических тел, пользуются их изображением на чер-
теже. Целесообразно рассмотреть примеры изображения 
плоских и пространственных фигур, в частности пра-
вильного треугольника, квадрата, куба, параллелепипе да, 
пирамиды.

5. В процессе урока можно использовать слайд 1.1 
«Основные фигуры в пространстве». Изображённое на 
слайде учащимся полезно перенести в свои рабочие тет-
ради. Желательно выделить в цвете отдельные элементы 
рисунков.

6. Опираясь на текст учебника, нужно рассмотреть 
аксиомы стереометрии А1, А2, А3. При их обсуждении 
полезен слайд 1.2.
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Основные фигуры в пространстве 1.1

      Точка            Прямая         Плоскость

Приведите примеры прямых, проходящих через точ-
ки, принадлежащие указанным многогранникам:

        Куб          Параллелепипед     Тетраэдр

Прописные ла тин-
ские буквы А, В, 
С, D, E,  ...

Строчные латин -
ские буквы a, b, 
c, d, e, ...

Греческие бук-
вы α, β, γ, λ, π, 
ω, ...

Аксиомы стереометрии 1.2

Сформулируйте аксиомы А1, А2, А3.
Прокомментируйте их с помощью приведённых 

рисунков.

A � α, B � α,
C � AB

C � α

A � α, A � β

α � β = a, A � a

A, B, C — про из-
воль ные точ ки, не ле-
жа щие на од ной пря-
мой. Че рез точ ки A, 
B, C про хо дит един-
ст вен ная пло с кость α.
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7. Для класс ной и до маш ней ра бо ты ис поль зу ют ся 
за да чи 1—5. В про цес се ре ше ния мож но при ме нять (но 
не о бя за тель но) крат кую сим во ли че с кую за пись A � a (точ-
ка A при над ле жит пря мой a); A � α (точ ка A при над ле-
жит пло с ко сти α); a � α (пря мая a ле жит в пло с ко сти α); 
α � β = a (пло с ко сти α и β пе ре се кают ся по пря мой a).

За да ча 1 (рис. 8 учебника).
Р е ш е н и е.
а) PE � ADB, MK � DBC, ...;
б) DK � ABC = C, ...;
г) ABC � DCB = BC, ... .

Зада ча 3  г).  Верно  ли, что 
 через  любые  три  точки про хо-
дит пло скость,  и при том толь ко 
 одна?

Р е ш е н и е. Утверждение о том, что через любые 
три точки проходит плоскость, верно, но утверждение о 
единственности такой плоскости верно только тогда, когда 
заданные три точки не лежат на одной прямой. Если же 
заданные три точки лежат на одной прямой, то через 
эту прямую и, следовательно, через заданные три точки 
проходит бесконечное множество плоскостей (рис. 1.1).

 Урок № 2

Тема урока: Некоторые следствия из аксиом

Основные задачи урока

Рассмотреть две теоремы, доказательство которых осно-
вано на изученных на первом уроке аксиомах стерео-
метрии, показать их применение при решении задач.

Примерный план проведения урока

1. Повторить содержание аксиом А1, А2, А3. Убедить ся 
в том, что задачи домашней работы решены верно, со 
ссылкой на соответствующие аксиомы. С этой целью про -
верить решения некоторых из них.

2. Доказать п е р в о е  с л е д с т в и е  и з  а к с и о м: через 
прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость, 
и притом только одна.

Разбирая доказательство этой теоремы, следует обра-
тить внимание учащихся на два момента:

1) теорема содержит два утверждения, одно из кото-
рых говорит о существовании плоскости, проходящей 
через прямую и не лежащую на ней точку, а другое —
о единственности такой плоскости;

Рис. 1.1
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2) доказательство первого утверждения опирается на 
аксиомы А1 и А2, а доказательство второго утверждения — 
на аксиому А1.

3. Доказать в т о р о е  с л е д с т в и е  и з  а к с и о м: через 
две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и при-
том только одна.

При доказательстве этой теоремы также необходимо 
обратить внимание учащихся на два момента:

1) данная теорема, как и предыдущая, содержит два 
утверждения: о существовании плоскости, проходящей 
через две пересекающиеся прямые, и о единственности 
такой плоскости;

2) доказательство теоремы опирается на аксиому А2 и 
на предыдущую теорему, причём используются оба утверж- 
дения, содержащиеся в первой теореме.

Полезно предложить учащимся самим указать те места 
в доказательстве данной теоремы, где используются 
первое и второе утверждения предыдущей теоремы.

4. Для классной и домашней работы можно исполь-
зовать задачи 6—9.

За да ча 6. Три точ ки со еди не ны по пар но от рез ка ми. 
До ка жи те, что все от рез ки ле жат в од ной пло с ко сти.

Р е  ш е  н и е. Если три данные точки лежат на одной 
прямой, то и отрезки, соединяющие попарно эти точки, 
принадлежат этой прямой и, следовательно, лежат в 
лю бой плоскости, проходящей через эту прямую. Если же 
данные точки (назовём их A, B и C) не лежат на одной 
прямой, то через точки A, B и C по аксиоме А1 проходит 
единственная плоскость — обозначим её α. Две точки 
каждого из отрезков AB, AC и BC лежат в пло скости α,
следовательно, по аксиоме А2 
прямые AB, AC и BC, а зна-
чит, и отрезки AB, AC и BC 
лежат в пло скости α (рис. 1.2).

Задача 7.
Д а н о: a � b = M,

c � a = A,
c � b = B,
M � c.

Д о к а з а т ь: a, b, c лежат в одной плоскости.
Лежат ли в одной плоскости все прямые, проходящие 

через точку M?
Р е ш е н и е. Согласно второму следствию пересекаю-

щиеся прямые a и b определяют некоторую плоскость α. 
Точки A и B прямых a и b принадлежат плоскости α, 
следовательно, по аксиоме А2 прямая c лежит в плоско-
сти α (рис. 1.3).

Рис. 1.2
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Если прямая c пересекает прямые a и b в точке M, 
то прямая c может лежать и может не лежать в плоско-
сти α (рис. 1.4).

5. В процессе урока полезно провести фронтальную 
работу по вопросам слайда 1.3.

Ответы на вопросы слайда 1.3

1. Так как D � α, O � α, то по аксиоме А2 DO � α, а так 
как B � DO, то B � α. Аналогично доказывается, что C � α.

2. Так как OB � MOB, а D � OB, то D � MOB.
3. Точки O и B принадлежат плоскостям MOB и ADO, 

поэтому линией пересечения этих плоскостей является 
прямая BO, или, что то же самое, прямая BD.

Полезно обратить внимание учащихся на тот факт, что 
если две плоскости имеют две общие точки, то они пере-
секаются по прямой, проходящей через эти точки.

4. Воспользуемся формулой для вычисления площади

параллелограмма S = 4 � 4 � sin 60° = 8 ��3 (cм2).

Рис. 1.3 Рис. 1.4

1.3

Задача. ABCD — ромб, O — точка пересечения его 
диа гоналей, M — точка пространства, не лежащая в 
плоскости ромба. Точки A, D, O лежат на плоскости α.

Дайте ответы на поставленные вопросы с необходи-
мыми обоснованиями.

1. Лежат  ли  в пло ско сти  α 
 точки  B  и  C?

2.  Лежит  ли  в пло ско сти 
 MOB  точка  D?

3. Назо ви те  линию пере се че-
ния пло ско стей  MOB  и  ADO.

4. Вычи сли те пло щадь  ром ба, 
 если сто ро на  его  равна 4  см, а 
 угол  равен 60°. Пред ло жи те 
раз лич ные спо со бы вычи сле ния 
площади ромба.
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Уроки № 3—4

Тема уроков: Повторение формулировок аксиом
А1, А2, А3, доказательств следствий из них,

решение задач

Основные задачи уроков

Повторить формулировки аксиом, доказательства след-
ствий из них, выработать навыки решения задач на при-
менение аксиом стереометрии и их следствий.

Примерный план проведения уроков

1. Повторить доказательства следствий из аксиом и 
попутно формулировки самих аксиом.

2. Проверить выборочно решения задач из домашней 
работы.

3. Для классной и домашней работы использовать 
задачи 8—12.

Задача 8. Верно ли утверждение:
а) если две точки окружности лежат в плоскости, то и 

вся окружность лежит в этой плоскости;
б) если три точки окружности лежат в плоскости, то и 

вся окружность лежит в этой плоскости?

Р е ш е н и е.
а) Утверждение неверно. Приведём пример. Пусть 

окруж ность с диаметром AB лежит в плоскости β, кото-
рая пересекается с плоскостью α по прямой AB (рис. 1.5). 
Тогда точки A и B окружности лежат в пло скости α, но 
вся окружность не лежит в этой плоскости.

б) Утверждение верно. Пусть три данные точки A, B 
и C окружности лежат в плоскости α. Так как любые 
три точки окружности не лежат на одной прямой, то 
согласно аксиоме А1 через точки A, B и C проходит един-
ственная плоскость α. Окружность — плоская фигура,
т. е. все её точки лежат в некоторой плоскости. По скольку 
в этой же плоскости лежат точки A, B и C, то эта 

Рис. 1.5 Рис. 1.6
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1.4

Задача. Дан тетраэдр MABC, каждое ребро которо го 
равно 6 см. D � MB, E � MC, F � AB, AF = FB, P � MA.

1. Назо ви те пря мую,  по ко то-
рой пере се ка ют ся плоско сти:

 а) MAB и MFC;

б) MCF и ABC.

2. Найдите длину отрезка CF 
и площадь треуголь ника ABC.

3. а) Объясните, как построить точку пересечения 
прямой DE с плоскостью ABC.

б) Постройте точку пересечения прямой PD c плос-
костью ABC.

плоскость совпадает с плоскостью α. Итак, вся окруж-
ность лежит в той же плоскости α, в которой лежат три 
её данные точки (рис. 1.6).

4. На уроках № 3—5 можно использовать дидакти-
ческие материалы [1].

5. Полезно провести фронтальную работу с учащими ся 
по слайдам 1.4 и 1.5.

1.5

Задача. П е р е с е ч е н и е  д в у х  п л о с к о с т е й.
Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — куб, K � DD1, DK = KD1.

1. Объясните,  как постро ить 
 точку пере се че ния пря мой  B1K 
 с пло ско стью  ABC.

2. Объяс ни те,  как постро ить 
 линию пере се че ния пло ско стей 
 AB1K  и  ADD1.

3. Объяс ни те,  как постро ить 
 линию пере се че ния пло ско стей 
 AB1K  и  ADC.

4. Вычи сли те  длины отрез ков 
AK и AB1, если AD = a.
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Урок № 5

Тема урока: Повторение теории, решение задач

Основные задачи урока

Закрепить усвоение вопросов теории в процессе реше-
ния задач, проверить уровень подготовленности учащихся 
путём проведения самостоятельной работы.

Примерный план проведения урока

1. Рассмотреть решения задач 13—15. В процессе их 
решения повторить соответствующие вопросы теории.

2. Использовать дидактические материалы [1].

Задача 14. Три прямые проходят через одну точку. 
Через каждые две из них проведена плоскость. Сколько 
всего проведено плоскостей?

Р е ш е н и е. Возможны два случая.
Случай 1. Прямые a, b, c лежат в одной плоскости. 

Тогда через них проходит одна плоскость (рис. 1.7).
Случай 2. Одна из трёх прямых (например, c) не 

лежит в плоскости α, определяемой двумя другими прямыми 
a и b (рис. 1.8). Тогда через три прямые проходят три 
различные плоскости, определяемые парами прямых a и 
b, a и c, b и c.

Самостоятельная работа № В.1

Вариант 1

10. Да ны че ты ре точ ки, из ко то рых три ле жат на одной 
пря мой. Вер но ли ут верж де ние, что все че ты ре точ ки 
лежат в одной плоскости? Ответ обоснуйте.

2. а)0 Докажите, что все вершины четырёхугольника 
ABCD лежат в одной плоскости, если его диагонали AC и 
BD пе ре се ка ют ся. б) Вы чис ли те пло щадь четырёху голь ни ка, 
ес ли AC � BD, AC = 10 см, BD = 12 см.

Ва ри ант 2

10. Да ны две пе ре се ка ю щи е ся пря мые. Вер но ли ут верж-
де ние, что все пря мые, пе ре се ка ю щие дан ные, лежат в 
од ной пло с ко сти? От вет обос нуй те.

Рис. 1.7 Рис. 1.8
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2. а)0 Дан пря мо уголь ник ABCD, O — точ ка пе ре се че-
ния его ди а го на лей. Из ве ст но, что точ ки A, B и O ле жат 
в пло с ко сти α. До ка жи те, что точ ки C и D так же ле жат 
в пло с ко сти α.

б) Вы чис ли те пло щадь пря мо уголь ни ка, ес ли AC = 8 см, 
�AOB = 60°.

Ре ше ния, ответы, указания
Вариант 1. 10. Утверждение верно. Действительно, пусть 

A � a, B � a, C � a, D � a (рис. 1.9). Согласно первому след-
ствию из аксиом через прямую a и точку D проходит 
единственная плоскость α. Все четыре точки A, B, C, D 
лежат в плоскости α.

2. а)0 Согласно второму следствию из аксиом пересе-
кающиеся прямые AC и BD определяют некоторую плос-
кость α (рис. 1.10). Прямая AC лежит в плоскости α, 
следовательно, все её точки, в том числе A и C, принад-
лежат этой плоскости: A � α, C � α. Аналогично имеем: так 
как BD � α, то B � α, D � α.

Итак, все вершины четырёхугольника лежат в плос-
кости α.

б) Вос поль зу ем ся фор му лой S = 0,5d1� d2� sin α, где d1 и
d2 — ди а го на ли четырёху голь ни ка, а α — угол меж ду 
ни ми:

S = 0,5 �10 �12 � sin 90° = 60 (см2).

Вариант 2. 10. Утверждение неверно. См. решение 
за дачи 7.

2. а)0 См. решение задачи слайда 1.3.
б) Воз мож ны раз лич ные спо со бы ре ше ния за да чи:

1) най ти сто ро ны пря мо уголь ни ка; 2) ис поль зо вать тот 
из ве ст ный факт, что ди а го на ли па рал ле ло грам ма (пря-
мо уголь ни ка) раз би ва ют его на че ты ре рав но ве ли ких 
тре уголь ни ка, и най ти сна ча ла пло щадь од но го из тре-
уголь ни ков; 3) ис поль зо вать формулу S = 0,5d1� d2� sin α:

S = 0,5 � 8 � 8 � sin 60° = 16 ��3 (cм2).

Для того чтобы получить оценку «5», ученик должен 
решить все задачи. За решение задач, отмеченных зна-
ком 0, ученику может быть выставлена оценка «3» или 
«4» в зависимости от качества выполнения заданий.

Рис. 1.9 Рис. 1.10
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Глава I

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ

И ПЛОСКОСТЕЙ

§ 1. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ,

ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ

Урок № 6

Тема урока: Параллельные прямые в пространстве.
Параллельность трёх прямых

Основные задачи уро ка

Вве с ти по ня тие па рал лель ных пря мых в про ст ран стве; 
до ка зать, что че рез лю бую точ ку про ст ран ст ва, не ле жа-
щую на дан ной пря мой, про хо дит един ст вен ная пря мая, 
па рал лель ная дан ной; рас смо т реть те о ре му о па рал лель-
но с ти трёх прямых.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие параллельных прямых в простран-
стве, использовав рисунок 10 учебника.

2. Доказать т е о р е м у: через любую точку простран-
ства, не лежащую на данной прямой, проходит прямая, 
параллельная данной, и притом только одна.

Доказательство проводится в соответствии с текстом 
учебника и рисунком 11. При этом необходимо акцен-
тировать внимание учащихся на двух моментах: 1) через 
данную прямую и точку проходит единственная плос-
кость (первое следствие из аксиом); 2) в этой плоско сти, 
как известно из курса планиметрии, через данную точку 
проходит единственная прямая, параллельная данной.

3. Важную роль в доказательстве ряда теорем курса и 
в решении задач играет лемма о пересечении плоскости 
параллельными прямыми: если одна из двух параллельных 
прямых пересекает данную плоскость, то и другая прямая 
пересекает эту плоскость.

Доказательство этой леммы не является простым. Оно 
проводится в два этапа: сначала доказано, что прямая b 
и плоскость α имеют общую точку (точка N на рисун -
ке 13, б), а затем, что прямая b и плоскость α не имеют 
других общих точек. Это и означает, что прямая b пере-
секает плоскость α.
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С помощью фронтальной работы нужно убедить ся в том, 
что доказательство леммы усвоено всеми уча щимися.

4. Рассмотреть т е о р е м у: если две прямые парал-
лель ны третьей прямой, то они параллельны.

Необходимо напомнить учащимся, что аналогичное 
утверждение было доказано в курсе планиметрии для 
случая, когда все три прямые лежат в одной плоскости. 
В этом случае данное утверждение было непосред ственным 
следствием из аксиомы параллельных прямых.

Более сложным для доказательства является случай, 
когда три прямые расположены в пространстве. Ис поль-
зо ва ние лем мы поз во ля ет дать про стое до ка за тель ст во тео-
ре мы, ко то рое мож но по вто рить на по сле ду ю щих уро ках 
пу тём оп ро са на и бо лее под го тов лен ных уча щих ся.

5. Для классной и домашней работы можно использо-
вать задачи 16—19.

Задача 18 б).
Д а н о: A � α,

AB �/ α,
C � AB,
CC1 	 BB1,
C1 � α, B1 � α,
AC : CB = 3 : 2,
BB1= 20 см.

Н а й т и CC1.

Р е ш е  н и е. Пере се каю щие-
ся пря  мые  AB  и  BB1 опре де ля-
ют неко то рую пло скость (вто рое 
след ствие  из акси ом).  В  этой 
пло ско сти  через  точку  C про хо дит един ствен ная пря мая, 
парал лель ная пря мой  BB1. Отсю да сле ду ет,  что  точки  A, 
 C1  и  B1  лежат  на  одной пря мой ( рис. 1.11).

Далее, 
ACC1 � 
ABB1, поэтому 
CC1
�

BB1  

= AC
�

AB
, т. е. 

CC1
�

20  

= 3
�

5
,

откуда CC1= 12.

О т в е т: CC1= 12 cм.

Урок № 7

Тема урока: Параллельность прямой и плоскости

Основные задачи уро ка

Вве с ти по ня тие па рал лель ных пря мой и пло с ко сти, 
изу чить при знак па рал лель но с ти пря мой и пло с ко сти,
а так же ут верж де ния 10, 20, сфор му ли ро ван ные и до ка зан-

Рис. 1.11
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ные в п. 6, по ка зать, как они при ме ня ют ся при ре ше нии 
за дач.

При мер ный план про ве де ния уро ка

1. По вто рить теоретический материал предыдущего 
уро ка путём фронтального опроса учащихся.

2. Проверить выборочно решения задач из домашней 
работы, в случае необходимости внести исправления в 
решения.

3. В процессе изучения нового материала:
а) Рассмотреть три случая взаимного расположения 

прямой и плоскости в пространстве (рис. 5, а, б, 15, б из 
учебника).

б) Сформулировать определение параллельных прямой 
и плоскости. Использовать в качестве иллюстрации плос-
кости стен, пола и потолка классной комнаты и линии 
их пересечения.

в) Доказать теорему, выражающую признак параллель-
ности прямой и плоскости.

Целесообразно вначале предложить учащимся дать 
ка кие-то свои доказательства теоремы и обсудить их пред-
ложения. Затем рассмотреть доказательство, приведённое в 
учебнике, и отметить эффективность использования лем мы 
о пересечении плоскости параллельными прямыми.

Полезна символическая запись теоремы (рис. 1.12):
Д а н о: a �/ α,

b � α,
a 	 b.

Д о к а з а т ь: a 	 α.

4. Рассмотреть утверждения 10, 20 из учебника, из 
ко торых особенно важно первое утверждение, используемое 
при решении многих задач.

Символическая запись утверждения 10 (рис. 1.13):
Д а н о: a 	α,

a � β,
β � α = b.

Д о к а з а т ь: b 	 a.

Рис. 1.12 Рис. 1.13
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Учащиеся должны знать формулировку этого ут верж-
де ния и его до ка за тель ст во. Сле ду ет об ра тить их вни ма-
ние на то, что в до ка за тель ст ве ут верж де ния 20 сно ва
ис поль зу ет ся лем ма о пе ре се че нии пло с ко сти па рал лель-
ны ми пря мы ми.

5. Для классной и домашней работы можно исполь-
зовать задачи 20—24.

Задача 21.
Д а н о: 
ABC � α,


ABD � β,
m 	 CD.

Д о к а з а т ь: прямая m пересекает плоскости α и β.

Р е ш е н и е. Так как по условию треугольник ABD 
не лежит в плоскости α, то D � α, а поскольку C � α, то 
пря мая CD пересекает плоскость α (в точке C). Следова-
тельно, прямая m также пересекает плоскость α (по лемме 
о пересечении плоскости параллельными прямыми).

Аналогично доказывается, что прямая m пересекает 
плоскость β (рис. 1.14).

Уроки № 8—10

Тема уроков: Повторение теории, решение задач

Уроки № 8—10 необходимо посвятить повторению во -
просов теории и решению задач.

1. На каждом из уроков № 8—9 полезно провести опрос 
учащихся по вопросам теории, изложенным в пп. 4—6.

2. В классной и домашней работе можно рассмотреть 
задачи 25—33.

Рис. 1.14
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За да ча 26. Сто ро на AC тре-
уголь ни ка ABC па рал лель на 
пло с ко сти α, а сто ро ны AB и 
BC пе ре се ка ют ся с этой пло с-
ко с тью в точ ках M и N. До ка-
жи те, что треуголь ники ABC и 
MBN подобны.

Р е ш е н и е. Плоскость тре-
угольника ABC проходит че -
рез прямую AC, параллельную
плоскости α, и пересекает эту пло-
скость по прямой MN (рис. 1.15), 
следовательно, ли ния MN пере-
сечения плоскостей параллельна
прямой AC (утверждение 10 п. 6). Отсюда следует, что 
�BAC = �BMN (как соответственные углы, образован-
ные при пересечении параллельных прямых AC и MN 
секущей AB). Поэтому 
ABC � 
MBN по двум углам: 
�BAC = �BMN, �B — общий.

Задача 33. Докажите, что если три плоскости, не 
проходящие через одну прямую, попарно пересекаются, 
то прямые, по которым они пересекаются, либо парал-
лельны, либо имеют общую точку.

Р е ш е н и е. Обозначим данные плоскости буквами α, β, 
γ. Пусть α � β = a, α � γ = b, β � γ = c.

Так как по условию плоскости α, β и γ не проходят 
через одну прямую, то прямая a не лежит в плоскости γ. 
Поэтому возможны два слу чая:

1) a 	 γ (рис. 1.16, а). В этом слу чае пло с кость α про-
хо дит че рез пря мую a, па рал лель ную пло с ко сти γ, и, сле-
до ва тель но, пря мая b, по ко то рой пе ре се ка ют ся плос ко-
с ти α и γ, па рал лель на пря мой a (ут верж де ние 10 п. 6): 
b 	 a. Ана ло гич но c 	 a. От сю да сле ду ет, что b 	 c. Итак,
в данном случае прямые a, b и c парал лельны.

2) Прямая a пересекается с плоскостью γ в некоторой 
точ ке M (рис. 1.16, б). По сколь ку все точ ки пря мой a 
при над ле жат как пло с ко сти α, так и пло с ко сти β, то в 

Рис. 1.15

Рис. 1.16
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этом слу чае точ ка M яв ля ет ся об щей точ кой пло с ко стей 
α, β и γ. Но все об щие точ ки пло с ко стей α и γ ле жат на 
пря мой b, а все об щие точ ки пло с ко стей β и γ — на пря мой c. 
Поэтому M — об щая точ ка пря мых a, b и c. Итак, в дан-
ном слу чае пря мые a, b и c име ют об щую точ ку.

3. Полезно использовать слайды 1.6 и 1.7 для выра-
ботки навыков решения типовых за дач.

1.6

Задача. Параллельность прямой и плос кости.
Д а н о: AB 	α,

AB = 7,
ABK � α = CD,
AC = 6, CK = 8.

1. Каково взаимное располо-
жение прямых AB и CD?

2. Найдите CD.
Р е ш е н и е.
1. AB 	 CD.
2. 
AKB � 
 CKD.
7
�

x  
= 14

�

8
, x = 4.

Приведите необходимые обос но вания.

1.7

Задача. Плоскость α пересекает стороны AB и AC 
треугольника ABC соответственно в точках B1 и C1. 
Известно, что BC 	 α, AB : B1B = 8 : 3, AC = 16 см.

1. Докажите, что B1C1	 BC.
2. Найдите AC1.
Р е ш е н и е.

Способ 1
1.  BC 	 α, ABC � α = B1C1;

B1C1	 BC.
2. AC1: C1C = 5 : 3,
   5m + 3m = 16 см, m = 2 см,
   AC1= 5m, AC1= 10 см.

Способ 2

AB1
�

AB  
=

AC1
�

AC
, 5

�

8  
= 

AC1
��

16 см
, 

AC1= 10 см.

Дайте обоснование решения.
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4. На уро ках № 8—9 мож но ис поль зо вать ди дак ти че-
ские ма те ри а лы [1] для про ве де ния са мо стоя тель ных ра бот 
обу ча ю ще го ха рак те ра. Ре зуль та ты ра бот об суж да ют ся на 
этих же уроках.

5. На уроке № 10 нужно провести самостоятельную 
работу № 1.1 контролирующего характера.

Самостоятельная работа № 1.1

Вариант 1

Дан треугольник ABC, E � AB, K � BC, BE : BA = 
= BK : BC = 2 : 5. Через прямую AC проходит плоскость α, 
не совпадающая с плоскостью треугольника ABC.

а)0 Докажите, что EK 	 α.
б) Найдите длину отрезка AC, если EK = 4 см.

Вариант 2

Дан треугольник ABC, M � AB, K � BC, BM : MA = 3 : 4. 
Через прямую MK проходит плоскость α, параллельная 
прямой AC.

а)0 Докажите, что BC : BK = 7 : 3.
б) Найдите длину отрезка MK, если AC = 14 см.

Указание. Вариант 1. Использовать признак подобия 
треугольников и признак параллельности прямой и плос-
кости. AC = 10 cм.

Вариант 2. Иcпользовать утверждение 10 из п. 6 и 
по добие треугольников. MK = 6 см.

§ 2. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ

В ПРОСТРАНСТВЕ. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПРЯМЫМИ

Урок № 11

Тема урока: Скрещивающиеся прямые

Основные задачи урока

Ввести понятие скрещивающихся прямых; доказать 
теорему, выражающую признак скрещивающихся пря-
мых; доказать, что через каждую из двух скрещиваю-
щихся прямых проходит плоскость, параллельная другой 
прямой, и притом только одна.
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Примерный план проведения урока

1. Объяснить, используя рисунок 19 учебника и дру-
гие примеры, что две прямые могут не лежать в одной 
плоскости. Сформулировать определение скрещивающих ся 
прямых.

2. Доказать теорему, выражающую признак скрещи-
вающихся прямых. При доказательстве теоремы и реше-
нии задач можно использовать следующее обозначение 
для скрещивающихся прямых a и b: a � b.

Cимволическая запись теоремы (рис. 1.17):
Д а н о: a � α,

b � α = C,
C �/ a.

Д о к а з а т ь: a � b.

После доказательства теоремы обратить внимание уча-
щихся на то, что возможны три случая взаимного рас-
положения двух прямых в пространстве: прямые пересе-
каются, прямые параллельны, прямые скрещиваются 
(рис. 21 учебника).

3. Доказать т е о р е м у: через каждую из двух скрещи-
вающихся прямых проходит плоскость, параллельная 
другой прямой, и притом только одна.

Целесообразно подробно обсудить доказательство этой 
теоремы, приведённое в учебнике (рис. 1.18).

Прямые a и b по условию являются скрещиваю щимися. 
Через произвольную точку A прямой a прово дим прямую 
b1, параллельную b.

Прямые a и b1 определяют плоскость α. По признаку 
параллельности прямой и плоскости b 	 α.

Итак, через прямую a проходит плоскость α, парал-
лельная прямой b.

На первый взгляд может показаться, что таких плос-
костей бесконечно много, так как точка A на прямой a 
была выбрана произвольно.

Необходимо доказать, что α — единственная плос кость, 
проходящая через прямую a и параллельная прямой b.

В самом деле, любая другая плоскость, проходящая 
че рез прямую a, пересекается с прямой b1, а следо-

Рис. 1.18Рис. 1.17
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вательно, пересекается и с параллель ной ей прямой b. Это 
и означает, что α — единственная плоскость, прохо дящая 
через прямую a и параллельная прямой b.

В свя зи с этим по лез но за ме тить, что все пря мые, про-
ве дён ные че рез все воз мож ные точ ки пря мой a па рал-
лель но прямой b, лежат в плоскости α.

Можно отметить также, что в доказательстве теоремы 
снова использовалась лемма о пересечении плоскости 
параллельными прямыми.

4. Для классной и домашней работы можно исполь зо-
вать задачи 34—38.

Задача 34. Точка D не лежит в плоскости треуголь-
ника ABC. Точки M, N и P — середины отрезков DA, 
DB и DC соответственно. Точка K лежит на отрезке BN. 
Вы ясните взаимное расположение прямых: а) ND и AB;
б) PK и BC; в) MN и AB; г) MP и AC; д) KN и AC;
е) MD и BC.

Уча щи е ся долж ны уметь дать крат кие обос но ва ния, 
на при мер:

г) MP 	 AC по свой ст ву сред-
ней ли нии тре у голь ни ка;

д) KN � AC по при зна ку скре-
щи ва ю щих ся пря мых: AC � ABC, 
пря мая KN пе ре се ка ет пло с кость 
ABC в точ ке B и B � AC (рис. 
1.19).

Задача 38. Для решения 
задачи можно использовать 
слайд 1.8 и обсудить устные 
ответы учащихся.

  

1.8

Задача. Через вершину A ром -
ба ABCD проведена пря мая a, 
параллельная ди а го на ли BD, а 
че рез вер ши ну C — пря мая b, не 
ле жа щая в пло с  ко сти ром ба.

До ка жи те, что:
а) пря мые a и CD пе ре се ка-

ют ся;
б) пря мые a и b яв ля ют ся 

скре щи ва ю щи ми ся.

Рис. 1.19
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Урок № 12

Тема урока: Углы с сонаправленными сторонами.
Угол между прямыми

Основные задачи урока

Доказать теорему об углах с сонаправленными сторо-
нами; ввести понятие угла между прямыми и рассмот реть 
задачи, в которых используется это понятие.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие сонаправленных лучей и углов с 
со направленными сторонами.

2. Доказать т е о р е м у: если стороны двух углов соот-
ветственно сонаправлены, то такие углы равны.

3. Ввести понятие угла между пересекающимися пря-
мыми (рис. 26 учебника).

4. Ввести понятие угла между скрещивающимися пря-
мыми и доказать, что он не зависит от выбора точки, 
через которую проводятся прямые, параллельные дан ным 
скрещивающимся прямым.

Важно подчеркнуть, что угол α между прямыми 
(пересекающимися или скрещивающимися) изменяется в 
промежутке 0° < α � 90°.

Для усвоения понятия угла между скрещивающи мися 
прямыми можно использовать задачу 44.

Задача 44. Прямые OB и CD параллельны, а прямые 
OA и CD скрещивающиеся. Найдите угол между пря-
мыми OA и CD, если: а) �AOB = 40°; б) �AOB = 135°;
в) �AOB = 90°.

Р е ш е н и е.
а) Угол между прямыми OA и CD равен 40° (рис. 1.20).
б) Угол между прямыми OA и CD равен 180° – 135° = 45° 

(рис. 1.21).
в) Угол между прямыми OA и CD равен 90° (рис. 1.22).
О т в е т: а) 40°; б) 45°; в) 90°.
5. Для классной и домашней работы можно исполь-

зовать задачи 39—42, 44.

Рис. 1.20 Рис. 1.22Рис. 1.21



35

Уроки № 13—15

Тема уроков: Повторение теории, решение задач

Уроки № 13—15 необходимо посвятить повторению 
вопросов теории и решению задач. Можно использовать 
задачи 43, 45—47, дополнительные задачи 88, 93, 94, 97 
и др.

Для решения задачи 43 можно использовать слайд 1.9. 
В рабочих тетрадях учащиеся делают записи на основе 
этого слай да.

За да ча 47. В про ст ран ст вен ном че ты рё ху голь ни ке ABCD 
сто ро ны AB и CD рав ны. До ка жи те, что пря мые AB и CD 
об ра зу ют рав ные уг лы с пря мой, про хо дя щей че рез се ре-
ди ны от рез ков BC и AD.

Р е  ш е  н и е. ABCD — заданный четырёхугольник, M и 
N — середины отрезков BC и AD (рис. 1.23).

В плоскости треугольника ABC через точку M прово-
дим прямую, параллельную прямой AB. Тогда точка K — 
середина отрезка AC. Угол между прямыми MN и AB 
равен �KMN. В плоскости треугольника ADC через 
точку N проводим прямую, параллельную CD. Эта пря-

1.9

Задача. Дан четырёхугольник ABCD, вершины 
ко торого не лежат в одной плоскости (пространственный 
четырёхугольник). Докажите, что середины сторон 
пространственного четырёхугольника являются вер ши-
нами параллелограмма.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

1. EK — средняя линия треугольника ABC, поэтому 

EK 	 AC и EK =
1

2
AC.

2. MF — сред няя ли ния тре уголь ни ка ADC, по это-

 му MF 	 AC и MF =
1

2
AC.

3. EK 	 MF и EK = MF.
4. Вер ши ны че ты рё ху голь-

ни ка MEKF ле жат в од ной 
пло с ко сти, оп ре де ля е мой па рал-
лель ны ми пря мы ми EK и MF, 
его про ти во по лож ные сто  ро ны 
EK и MF па рал лель ны и рав-
ны, по это му MEKF — па рал ле-
ло грамм.
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 мая пройдёт через середину сто-
роны AC, т. е. через точ ку K. 
Угол между прямыми MN и DC 
равен �KNM.

Так как AB = CD по ус ло вию, 

то KM = KN = AB
�

2
 по свой ст ву

сред ней ли нии тре у голь ни ка, т. е.
тре у голь ник KMN рав но бе д рен-
ный, и, сле до ва тель но, �KMN = 
= �KNM.

На уроке № 15 нужно провести контрольную работу 
№ 1.1.

Контрольная работа № 1.1

Вариант 1

10. Основание AD трапеции ABCD лежит в плоскости α. 
Через вершины B и C трапеции проведены параллельные 
прямые, пересекающие плоскость α в точках E и F 
cоответственно.

а) Каково взаимное расположение прямых EF и AB?
б) Чему равен угол между прямыми EF и AB, если 

�ABC = 150°? Ответ обоснуйте.
2. Дан пространственный четырёхугольник ABCD,

в ко тором диагонали AC и BD рав ны. Се ре ди ны сто рон 
это го че ты рё ху голь ни ка со еди не ны по сле до ва тель но от рез-
ка ми.

а)0 Выполните рисунок к задаче.
б) Докажите, что полученный четырёхугольник — ромб.

Вариант 2

10. Треугольники ABC и ADC лежат в разных плоско-
стях и имеют общую сторону AC. Точка P — середина сто-
роны AD, точка K — середина DC.

а) Каково взаимное расположение прямых PK и AB?
б) Чему равен угол между прямыми PK и AB, если 

�ABC = 40° и �BCA = 80°? Ответ обоснуйте.
2. Дан пространственный четырёхугольник ABCD, M 

и N — середины сторон AB и BC соответственно, E � CD, 
K � DA, DE : EC = 1 : 2, DK : KA = 1 : 2.

а)0 Выполните рисунок к задаче.
б) Докажите, что четырёхугольник MNEK — тра пеция.

Рис. 1.23
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§ 3. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

Урок № 16

Тема урока: Параллельные плоскости.
Свойства параллельных плоскостей

Основные задачи уро ка

Вве с ти по ня тие па рал лель ных пло с ко стей; до ка зать 
те о ре му, вы ра жа ю щую при знак па рал лель но с ти двух пло с-
ко стей; изу чить свой ст ва 10 и 20 па рал лель ных пло с  ко стей.

При мер ный план проведения урока

1. Используя текст учебника и рисунок 28, отметить, 
что возможны два случая взаимного расположения двух 
плоскостей: плоскости либо пересекаются по прямой, либо 
не пересекаются, т. е. не имеют ни одной общей точки. 
Затем дать определение параллельных плоскостей.

2. Доказать теорему, выражающую признак параллель-
ности двух плоскостей. Обратить внимание учащихся 
на то, что теорема доказывается методом от против-
ного: предполагаем, что плоскости не параллельны, т. е. 
пе ресекаются по некоторой прямой c. На основе этого 
предположения приходим к противоречию с теоремой о 
параллельных прямых из п. 4.

Не об хо ди мо до бить ся то го, что бы уча щи е ся мог ли про-
ве с ти до ка за тель ст во те о ре мы. По лез но пред ло жить им 
изо б ра зить на ри сун ке пред по ла га е мую ли нию с пе ре се-
че ния плоскостей α и β (рис. 1.24).

3. Изу чить свой ст ва 10 и 20 па рал лель ных пло с ко стей. 
Эта ра бо та мо жет быть вы пол не на на ос но ве фро н таль ной 
бе се ды с ис поль зо ва ни ем ри сун ков 30 и 31 учебни ка.

Рис. 1.24
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Пе ред учащимися, проявляющими повышенный инте-
рес к математике, можно поставить вопрос: верны ли 
утверждения, обратные утверждениям 10 и 20 из п. 11? 
А именно: верны ли следующие утверждения?

1) Если линии пересечения плоскостей α и β третьей 
плоскостью параллельны, то плоскости α и β парал лельны 
(утверждение, обратное 10).

2) Ес ли от рез ки двух пря мых, за клю чён ные меж-
ду па рал лель ны ми пло с ко стя ми, рав ны, то эти от рез ки 
па рал лель ны (ут верж де ние, об рат ное 20). От ме тим, что 
во прос о спра вед ли во с ти это го ут верж де ния со дер жит ся 
в раз де ле «Во про сы к гла ве I» (во прос 13), где он сфор-
му ли ро ван в несколько иной форме.

Ответ на вопрос о справедливости утверждений 10 и 20 
отри цательный — эти утверждения неверны. Рисунок 1.25 
показывает, что неверным является утверждение 10. На 
этом рисунке плоскости α и β пересекаются по прямой c, 
а плоскость γ, параллельная прямой c, пересекается с плос-
костями α и β соответственно по прямым a и b. Прямые a 
и b параллельны (это следует из того, что каждая из них 
согласно утверждению 10 из п. 6 параллельна пря мой c), 
но плоскости α и β не параллельны. Таким образом, 
утверждение 10 неверно.

Рисунок 1.26 показывает, что неверным является 
утверждение 20. На этом рисунке плоскости α и β парал-
лельны, вершина A равнобедренного треугольника ABC 
лежит в плоскости α, а основание BC — в плоскости β. 
Таким образом, равные отрезки AB и AC заключены 
между параллельными плоскостями, но эти отрезки не 
параллельны. Таким образом, утверждение 20 неверно.

4. Для классной работы можно использовать задачи 48, 
54а, б, 63а и др.

Для домашней работы — задачи 50, 55, 58, 63б и др.

Рис. 1.25 Рис. 1.26
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Задача 54. Точка B не 
ле жит в плоскости треуголь ника 
ADC, точки M, N и P — се ре-
дины отрезков BA, BC и BD 
со ответственно.

а) Докажите, что плоскости 
MNP и ADC параллельны.

б) Найдите площадь тре-
угольника MNP, если пло щадь 
треугольника ADC равна 48 см2.

Р е  ш е  н и е.
а) MP 	 AD, PN 	 DC, NM 	 CA со глас но свой ст ву сред-

ней ли нии тре у голь ни ка (рис. 1.27). Сле до ва тель но, 
MNP 	 ADC (по при зна ку па рал лель но с ти двух пло ско с-
тей).

б) �PMN = �DAC, �MNP = � ACD как углы с сона-
правленными сторонами, поэтому 
MNP � 
 ACD (по пер-
вому признаку подобия треугольников).

SMNP
�

SACD  

= �MN
�

AC �2
 (по теореме об отношении площадей

подобных тре у голь ни ков).
MN
�

AC  
= 1

�

2
 (со глас но свой ст ву сред ней ли нии тре у голь -

ни ка).

Сле до ва тель но, 
SMNP
��

48 см2
 
= �1

�

2�
2
, SMNP  = 12 см2.

О т в е т: 12 см2.

Урок № 17

Тема урока: Повторение вопросов теории
и решение задач на параллельность плоскостей

Основные задачи урока

Повторить формулировки утверждений о параллель ных 
плоскостях, некоторые доказательства, рассмотреть задачи 
на параллельность плоскостей.

Примерный план проведения урока

1. Повторить вопросы теории. Путем опроса учащих ся 
по вторить доказательство теоремы о признаке парал лель-
но сти двух плоскостей.

2. Решить задачи 63б, 65.
3. Можно использовать дидактические материалы [1].
4. Для подведения итога изучения данной темы мож но 

использовать слайд 1.10.

Рис. 1.27
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§ 4. ТЕТРАЭДР И ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

Урок № 18

Тема урока: Тетраэдр

Основные задачи урока

Ввести понятие тетраэдра; рассмотреть задачи, свя-
занные с тетраэдром.

Примерный план проведения урока

1. Обратить внимание учащихся на то, что при рас-
смотрении поверхностей и тел в пространстве под мно-
гоугольником понимается часть плоскости, ограниченная 
замкнутой ломаной без самопересечений (см. рис. 33 учеб-
ника).

2. Ввести понятие тетраэдра, его элементов: грани, 
рёбра, вершины, противоположные рёбра, основания, 
бо ковые грани (см. рис. 34, 35 учебника). Объяснить уча-
щимся, что изображением тетраэдра является его парал-
лельная проекция на плоскость (Приложение 1).

3. Рассмотреть простейшие задачи на построение 
се чений тетраэдра.

4. Для классной и домашней работы можно исполь-
зовать задачи 66—73.

1.10

Задача. Не лежащие в одной 
плоскости прямые MK, ME и 
MF пересекают плоскость α в 
точ ках A, B и C, а параллель-
ную ей плоскость β в точках A1, 
B1 и C1.

1. Докажите, что:
а) со от вет ст вен ные сто ро ны 

тре  уголь ни ков ABC и A1B1C1 
па рал лель ны;

б) соответственные углы тре-
угольников ABC и A1B1C1 равны;

в) треугольники ABC и A1B1C1 
подобны.

2. Найдите площадь тре уголь-
ника A1B1C1, если MA :AA1=2:1, 
SABC=4 см2.
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Задача 69. Через середины рёбер AB и BC тетра-
эдра SABC проведена плоскость параллельно ребру SB. 
Докажите, что эта плоскость пересекает грани SAB и SBC 
по параллельным прямым.

Р е ш е н и е.
Обозначим секущую плоскость буквой α, середины 

рёбер AB и BC буквами M и N.
Пусть плоскость α пересекает грань SAB по отрез  -

ку MK, а грань SBC по отрезку NE (рис. 1.28). Докажем, 
что MK 	 NE.

Плоскость SAB проходит через прямую SB, парал-
лельную плоскости α (по условию), и пересекает плос-
кость α по прямой MK. Отсюда согласно утверждению 10 
из п. 6 следует, что MK 	 SB.

Аналогично доказывается, что NE 	 SB.
Следовательно, MK 	 NE (по теореме о параллельности 

трёх прямых, п. 5).

Задача 73. В тетраэдре ABCD точки M, N и P являют  -
ся серединами рёбер AB, BC и СD, AC = 10 см, BD = 12 см. 
Докажите, что плоскость MNP проходит через середину K 
ребра AD, и найдите периметр четырёхугольника, полу-
ченного при пересечении тетраэдра плоскостью MNP.

Р е ш е н и е.
Секущая плоскость MNP и плоскость гра ни ABC имеют 

две общие точки M и N, следовательно, они пере секаются 
по прямой MN, проходящей через эти точки (рис. 1.29).

Отрезок MN — средняя линия треугольника ABC, 
поэтому MN 	 AC. Отсюда следует, что MN 	 ACD (по 
признаку параллельности прямой и плоскости).

Таким образом, секущая плоскость MNP проходит 
че рез прямую MN, параллельную плоскости ACD. Следо-
вательно, линия пересечения плоскостей MNP и ACD 
параллельна прямой MN (утверждение 10 из п. 6). Пусть 
эта линия пересекается с ребром AD в точке K.

Так как PK 	 MN и MN 	 AC, то PK 	 AC, а так как 
точ ка P — середина отрезка CD, то отрезок PK — средняя 

Рис. 1.28 Рис. 1.29
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линия треугольника ACD, т. е. точка K — середина 
ребра AD.

MN = PK = 1
�

2  
AC = 5 см. От рез ки NP и MK — сред ние

ли нии тре у голь ни ков CBD и ABD, по это му NP = MK =

= 1
�

2  
BD = 6 см. Пе ри метр че ты рё ху голь ни ка MNPK равен

2 � (5 + 6)  см = 22 cм.

О т в е т: 22 см.

Урок № 19

Тема урока: Параллелепипед

Основные задачи уро ка

Вве с ти по ня тие па рал ле ле пи пе да, рас смо т реть его свой-
ства 10 и 20 (п. 13); ре шить за да чи на при ме не ние свойств 
па рал ле ле пи пе да.

При мер ный план проведения урока

1. Используя текст учебника, ввести понятие парал-
лелепипеда (см. рис. 36, а).

2. Изучить названия элементов параллелепипеда: гра-
ни, рёбра, вершины, смежные грани, противоположные 
грани, противоположные вершины, диагонали, основа ние, 
боковые грани, боковые рёбра.

3. Доказать у т в е р ж д е н и е  10: противоположные 
грани параллелепипеда параллельны и равны.

Следует обратить внимание учащихся на то, что в 
хо де доказательства используются два известных факта: 
признак параллельности двух плоскостей и равенство 
параллелограммов по двум смежным сторонам и углу 
между ними.

4. Доказать у т в е р ж д е н и е  20: диагонали параллеле-
пипеда пересекаются в одной точке и делятся этой точкой 
пополам.

5. Для формирования и развития у учащихся про стран-
ственных представлений полезно спроектировать на экран 
(или классную доску) кар кас ные мо де ли те т ра э д ра и па-
рал ле ле пи пе да и объ яс нить учащимся, как ис поль зуются 
свойства па рал лель но го про ек ти ро ва ния при изо б ра же нии 
этих фигур.

6. Для классной и домашней работы можно исполь-
зовать задачи 76—78, вопрос 15 и другие вопросы из 
раздела «Вопросы к главе I», дополнительные задачи к 
главе I.
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За да ча 77. Сум ма всех рё бер 
па рал ле ле пи пе да ABCDA1B1C1D1 
рав на 120 см. Най ди те каж дое 
ре б ро па рал ле ле пи пе да, ес ли из  -

ве ст но, что AB
�

BC  
= 4

�

5
, BC

�

BB1  

= 5
�

6
.

Р е  ш е  н и е. Пусть AB = 4k, 
тог да BC = 5k, BB1= 6k. По ус ло-
вию 4 (4k + 5k + 6k) = 120 см, т. е. 
15k = 30 см, от ку да k = 2 см. Рё б-
ра па рал ле ле пи пе да рав ны 8 см, 
10 см и 12 см (рис. 1.30).

Уро ки № 20—21

Тема уроков: Задачи на построение сечений

Основная задача уроков

Выработать навыки решения задач на построение 
се чений тетраэдра и параллелепипеда.

Примерный план проведения урока

1. Используя текст учебника, ввести понятие секущей 
плоскости тетраэдра (параллелепипеда).

2. С помощью рисунков 38 и 39, а — в выяснить, ка кое 
число сторон может иметь сечение тетраэдра и парал-
лелепипеда.

Обратить особое внимание учащихся на тот факт, что 
если секущая плоскость пересекает две противополож ные 
грани параллелепипеда по каким-то отрезкам, то эти от-
резки параллельны. Следует обосновать это утверж дение: 
плоскости противоположных граней паралле лепипеда па-
раллельны, поэтому согласно утверждению 10 из п. 11 се-
кущая плоскость пересекает их по парал лельным прямым.

3. Обсудить устно решения задач 1, 2, 3, приведённые 
в учеб ни ке.

В свя зи с не об хо ди мо с тью про во дить по сто ян ную 
ра бо ту по раз ви тию уст ной ре чи уча щих ся сле ду ет тре бо-
вать от них не толь ко по ст ро е ния се че ний в рас сма т ри ва-
е мых за да чах, но и уст но го рас ска за о хо де по ст ро е ния с 
со от вет ст ву ю щи ми обос но ва ни я ми.

Для крат ко сти за пи си ре ше ний мож но ис поль зо вать 
из ве ст ную сим во ли ку.

Бо лее слож ные за да чи на по ст ро е ние се че ний тет ра эд ра 
и па рал ле ле пи пе да, ког да дан ные точ ки, че рез ко то рые 

Рис. 1.30
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про во дит ся се че ние, ле жат вну т ри гра ней, мо гут быть рас-
смо т ре ны на фа куль та тив ных за ня ти ях и спец кур сах.

Для класс ной и до маш ней ра бо ты мож но ис поль зо вать 
за да чи 74, 75, 79—87, до пол ни тель ные за да чи к гла ве I.

За да ча 105. Изобразите тетраэдр DABC и отметьте точки 
M и N на рёбрах BD и CD и внутреннюю точку K грани 
ABC. Постройте сечение тетраэдра плоскостью MNK.

Р е ш е н и е. Обозначим секущую плоскость буквой α. 
Тогда M � α, N � α, M � CDB, N � CDB, α � CDB = MN.

Возможны два случая: 10) MN � BC = P; 20) MN 	 BC. 
Рассмотрим их раздельно.

10) Проводим прямую MN. P � α, K � α, P � ABC, K � ABC, 
α � ABC = PK. Проводим прямую PK. Пусть она пересе кает 
стороны AC и AB в точках E и F. Проводим отрез ки NE и 
MF. Искомое сечение — четырёхугольник MNEF построено 
(рис. 1.31).

20) Через точку K проводим EF 	 BC. Проводим отрез ки 
NE и MF. Искомое сечение — четырёхугольник MNEF 
построено.

Задача 85. Изобразите параллелепипед ABCDA1B1C1D1 
и постройте его сечение плоскостью BKL, где K — 
середина ребра AA1, а L — середина CC1. Докажите, что 
построенное сечение — параллелограмм.

Р е ш е н и е. Проведём отрезок KL. Согласно аксиоме А2 
он лежит в плоскости сечения.

Так как точки K и L — середины боковых рёбер, то 
отрезок KL проходит через середину диагонали AC1, а 
по этому согласно свойству 20 параллелепипеда (п. 13) 
он проходит через середину диагонали BD1 (точка O на 
ри сунке 1.32).

B � α, O � α, следовательно, BD1� α. Искомое сечение — 
че ты рё ху голь ник BLD1K. Так как его ди а го на ли KL и BD1 
точ кой пе ре се че ния де лят ся по по лам, то че ты рёх уголь ник 
BLD1K — па рал ле ло грамм.

Рис. 1.31 Рис. 1.32
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4. На уроках № 20—21 можно использовать слай-
ды 1.11—1.14.

Сечение тетраэдра плоскостью 1.11

1. Объясните, как построить сечение тетраэдра DABC 
плоскостью, проходящей через данные точки M, N, K.

2. В задачах 1—3 найдите периметр сечения, если 
M, N, K — середины рёбер и каждое ребро тетраэдра 
равно a.
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Сечение куба плоскостью 1.12

1. Объ яс ни те, как по ст ро ить се че ние ку ба пло ско с-
тью, про хо дя щей че рез три дан ные точ ки, яв ля ю щие  ся 
ли бо вер ши на ми ку ба, ли бо се ре ди на ми его рё бер (три 
дан ные точ ки на ри сун ках вы де ле ны).

2. В за да чах 1—4 и 6 най ди те пе ри метр се че ния, 
ес ли ре б ро ку ба рав но a. В за да че 5 до ка жи те, что

AE = 1
�

3
a.
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1.13

Задача. Все грани параллелепипеда — равные ромбы 
со стороной a и острым углом 60°.

1. Объ яс ни те, как по ст ро ить се че ние па рал ле ле-
пи пе да пло с ко стью, про хо дя щей че рез точ ки B, D
и M, ес ли M — се ре ди на ре б ра B1C1.

2. До ка жи те, что по ст ро ен ное се че ние есть рав но -
бедрен ная тра пе ция.

3. Найдите стороны трапеции.

Р е ш е н и е.

1) Пусть α — секущая плоскость, α � ABCD = BD, 
α � BCC1B1= BM, MN 	 BD, сечение — трапеция BDNM.

2) 
BB1M = 
DD1N, BM = DN, тра пе ция BDNM рав -
но бе д рен ная.

3) BD = a, MN = a
�

2
, BM =

a �7�
�

2
.

Приведите необходимые обоснования.
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Сечение параллелепипеда плоскостью 1.14

Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 
плоскостью, проходящей через точки:

1) A, B, K;                 2) A, D1, K;

3) A и С параллельно     4) M, D1, C;
   диагонали BD1;

5) M, E, K;                6) K, M, N.
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При решении задач, связанных с сечением тетраэдра 
некоторой плоскостью, часто оказывается полезной теоре ма 
Менелая, в некоторых других задачах — теорема Чевы. 
Поэтому в классах с углублённым изучением математики 
изучение пункта 14 «Задачи на построение сечений» целе-
сообразно совместить с изучением теорем Менелая и Чевы 
(пункты 95 и 96). Приведём пример такой задачи.

Задача 1. В тетраэдре ABCD на рёбрах AB, AD и BC 
взяты соответственно точки K, L и M так, что AK : KB =
= 2 : 3, AL = LD, BM : MC = 4 : 5. Постройте сечение тетраэд ра 
плоскостью KLM и найдите, в каком отношении эта 
плоскость делит ребро CD.

Р е ш е н и е.
1) Проведём отрезки KL и KM, а затем продолжим 

от рез ки KL и BD, лежащие в плоскости ABD, до пере-
сечения в точке E (рис. 1.33). Точки E и M лежат в 
секущей плоскости KLM и также в плоскости BCD.

Проведя отрезок ME, получим точку N, в которой 
секущая плоскость KLM пересекается с ребром CD. 
Четырёхугольник KLNM — искомое сечение.

2) Найдём отношение CN : ND. С этой целью приме-
ним теорему Менелая к треугольникам ABD и BCD. На 
сторонах AB и AD треугольника ABD лежат точки K и 
L, а на продолжении стороны BD — точка E, причём точ-
ки K, L и E лежат на одной прямой. Поэтому согласно 
теореме Менелая имеет место равенство

AK
�

KB  
�

BE
�

ED
�

DL
�

LA
= 1.

По условию AK
�

KB  
= 2

�

3
, DL

�

LA  
= 1, следовательно,

BE
�

ED  
= 3

�

2
, ED

�

BE  
= 2

�

3
.

На сто ро нах BC и CD тре у голь ни ка BCD ле жат точ ки 
M и N, а на про дол же нии сто ро ны BD — точ ка E, при-

Рис. 1.33
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чём точ ки M, N и E рас по ло же ны на од ной пря мой. По 
те о ре ме Ме не лая

BM
�

MC  
�

CN
�

ND  
�

DE
�

BE  
= 1.

От сю да, учитывая, что
BM
�

MC  
= 4

�

5
, DE

�

BE  
= 2

�

3
,

находим искомое отношение CN : ND = 15 : 8.
С целью использования теоремы Менелая в задаче 105 

учебника можно дать дополнительное задание:
Найдите отношение, в котором плоскость MNK делит 

ребро AB, если CN : ND = 2 : 1, BM = MD и точка K — 
середина медианы AL треугольника ABC. (Ответ: 3 : 2.)

Аналогичное дополнительное задание можно дать в 
задаче 106:

Най ди те от но ше ние, в ко то ром пло с кость MNK де лит 
ре б ро BC, ес ли она де лит ре б ро AB в от но ше нии 1 : 4 
(счи тая от точ ки A), точ ка K — се ре ди на ре б ра CD,
а точ ка N ле жит на ме ди а не DL тре у голь ни ка ACD, 
причём DN : NL = 3 : 2. (От вет: 4 : 3.)

На при ме не ние те о ре мы Че вы мож но рас смо т реть сле-
ду ю щую за да чу:

За да ча 2. На рёб рах AB, BC и CA те т ра э д ра ABCD 
от ме че ны точ ки C1, A1, B1 так, что AC1: C1B = 1 : 2, 
BA1: A1C = 2 : 3, CB1: B1A = 3 : 1. До ка жи те, что пло с ко сти 
ADA1, BDB1 и CAC1 пересекаются по пря мой.

Р е  ш е  н и е. Так как 
AC1
�

C1B 
�

BA1
�

A1C  
�

CB1
�

B1A  

= 1
�

2  
�

2
�

3  
�

3
�

1  
= 1, то со -

глас но те о ре ме Че вы в тре у голь ни ке ABC от рез ки AA1, 
BB1 и CC1 пе ре се ка ют ся в од ной точ ке. Обо зна чим её бук-
вой E. Точ ки D и E — об щие точ ки пло с ко стей ADA1, 
BDB1 и CDC1. Сле до ва тель но, эти пло с ко сти пе ре се ка ют ся 
по пря мой DE.

Ана ло гич но мож но ис поль зо вать те о ре му Че вы при 
ре ше нии за да чи 108 учебника.

Урок № 22

Тема урока: Повторение вопросов теории
и решение задач по всей теме «Параллельность

прямых и плоскостей»

Примерный план проведения уро ка

1. По вто рить ос нов ные во про сы те мы «Па рал лель ность 
пря мых и пло с ко стей», за слу шав от ве ты уча щих ся. Эти 
во про сы сфор му ли ро ва ны в кар точ ках к зачёту № 1.
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2. Про ве с ти ма те ма ти че с кий дик тант № 1.1. Дик тант 
при ве дё н в ди дак ти че с ких ма те ри а лах [1].

3. Рас смо т реть ре ше ния не ко то рых за дач из кар то чек 
к зачёту и из учеб ни ка.

Изу че ние те мы «Па рал лель ность пря мых и пло с кос-
тей» за вер ша ет ся про ве де ни ем кон троль ной ра бо ты № 1.2 
и зачёта № 1 по дан ной теме.

Урок № 23

Контрольная работа № 1.2

Вариант 1

10. Пря мые a и b ле жат в па рал лель ных пло с ко стях 
α и β. Мо гут ли эти пря мые быть: а) па рал лель ны ми;
б) скре щи ва ю щи ми ся? Сде лай те ри су нок для каж до го воз-
мож но го слу чая.

20. Че рез точ ку O, ле жа щую меж ду па рал лель ны ми 
пло с ко стя ми α и β, про ве де ны пря мые l и m. Пря мая l 
пе ре се ка ет пло с ко сти α и β в точ ках A1 и A2 со от вет-
ст вен но, пря мая m — в точ ках B1 и B2. Най ди те дли ну 
от рез ка A2B2, ес ли A1B1= 12 см, B1O : OB2= 3 : 4.

3. Изо б ра зи те па рал ле ле пи пед ABCDA1B1C1D1 и по -
строй те его се че ние пло с ко стью, про хо дя щей че рез точ ки 
M, N и K, яв ля ю щи е ся серединами рёбер AB, BC и DD1.

Вариант 2

10. Пря мые a и b ле жат в пе ре се ка ю щих ся  пло с ко-
стях α и β. Мо гут ли эти пря мые быть: а) па рал лель ны ми;
б) скре щи ва ю щи ми ся? Сде лай те ри су нок для каж до го воз-
мож но го слу чая.

20. Че рез точ ку O, не ле жа щую меж ду па рал лель ны ми 
пло с ко стя ми α и β, про ве де ны пря мые l и m. Пря мая l 
пе ре се ка ет пло с ко сти α и β в точ ках A1 и A2 со от вет-
ст вен но, пря мая m — в точ ках B1 и B2. Най ди те дли ну 
от рез ка A1B1, ес ли A2B2= 15 см, OB1: OB2= 3 : 5.

3. Изо б ра зи те те т ра эдр DABC и по строй те его се че ние 
пло с ко стью, про хо дя щей че рез точ ки M и N, яв ля ющие  ся 
се ре ди на ми рёбер DC и BC, и точ ку K, та кую, что K � DA, 
AK : KD = 1 : 3.

От ве ты:

Ва ри ант 1

10. Рис. 1.34, a 	 b, a �b
.
20. 16 см.
3. Сечение — пятиугольник.

Вариант 2

10. Рис. 1.35, a 	 b, a �b
.
20. 9 см.
3. Сечение — трапеция.
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Урок № 24

Зачёт № 1. Параллельность прямых и плоскостей

Карточка 1

1. Сформулируйте аксиомы А1, А2 и А3 стереометрии. 
Сформулируйте и докажите следствия из аксиом.

2. Докажите, что через любую точку пространства, не 
лежащую на данной прямой, проходит прямая, парал-
лельная данной, и притом только одна.

3. Плоскость α пересекает стороны AB и AC треуголь-
ника ABC соответственно в точках B1 и C1. Известно, что 
BC 	 α, AB : B1B = 5 : 3, AC = 15 см. Найдите AC1.

Карточка 2

1. Сформулируйте определение параллельных прямой 
и плоскости. Сформулируйте и докажите теорему, выра-
жающую признак параллельности прямой и плоскости.

2. Докажите, что если одна из двух параллельных пря-
мых пересекает данную плоскость, то и другая пря мая 
пересекает эту плоскость.

3. Каждое ребро тетраэдра DABC равно 2 см. По стройте 
сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через точки B, 
C и середину ребра AD. Вычислите периметр сечения.

Карточка 3

1. Сформулируйте определение скрещивающихся пря-
мых. Сформулируйте и докажите теорему, выражающую 
признак скрещивающихся прямых.

2. Докажите, что если две прямые параллельны третьей 
прямой, то они параллельны.

Рис. 1.34 Рис. 1.35
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3. Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 
плоскостью, проходящей через точки A, C и M, где 
M — середина ребра A1D1.

Карточка 4

1. Сфор му ли руй те оп ре де ле ние па рал лель ных пло с кос-
тей. Сфор му ли руй те и до ка жи те те о ре му, вы ра жа ю щую 
при знак па рал лель но с ти двух пло с ко стей.

2. До ка жи те, что че рез каж дую из двух скре щи ва ю-
щих ся пря мых про хо дит пло с кость, па рал лель ная дру гой 
пря мой, и при том толь ко од на.

3. ABCDA1B1C1D1 — куб, ре б ро ко то ро го 4 см. По  строй те 
се че ние ку ба пло с ко стью, про хо дя щей че рез точ ки A, D1 
и M, где M — се ре ди на ре б ра BC. Вы чис ли те пе ри метр 
се че ния.

Кар точ ка 5

1. Докажите, что противоположные грани паралле-
лепипеда параллельны и равны.

2. Докажите, что если стороны двух углов соответ-
ственно сонаправлены, то такие углы равны.

3. Параллельные плоскости α и β пересекают сторону AB 
угла BAC соответственно в точках A1 и A2, а сторону AC 
этого угла соответственно в точках B1 и B2. Найдите AA1, 
если A1A2= 6 см, AB2: AB1= 3 : 2.

Карточка 6

1. До ка жи те, что ди а го на ли па рал ле ле пи пе да пе ре се ка-
ют ся в од ной точ ке и де лят ся этой точ кой по по лам.

2. До ка жи те, что ес ли две па рал лель ные пло с ко с-
ти пе ре се че ны тре ть ей, то ли нии их пе ре се че ния па рал-
лель ны.

3. Точ ка C ле жит на от рез ке AB. Че рез точ ку A про ве-
де на пло с кость, а че рез точ ки B и C — па рал лель ные пря-
мые, пе ре се ка ю щие эту пло с кость со от вет ст вен но в точ ках 
B1 и C1. Най ди те дли ну от рез ка BB1, ес ли AC : CB = 4 : 3, 
CC1= 8 см.
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Не ко то рые рекомендации к проведению зачёта

1. Кар точ ки к зачёту, со дер жа щие ос нов ные во про сы 
те о рии и не ко то рые ти пич ные за да чи, да ют ся уча щим ся 
за бла го в ре мен но (при мер но за две не де ли до про ве де ния 
зачёта).

2. Го то вясь к зачёту, уча щи е ся де ла ют ка кие-то за пи си. 
Эти за пи си (воз мож но, в ви де чер но ви ков), сви де тель ст-
ву ю щие о по вто ре нии учеб но го ма те ри а ла и под го тов ке 
к зачёту, уча щи е ся по ка зы ва ют учи те лю в день про ве де-
ния зачёта. Они мо гут быть ис поль зо ва ны на зачёте. При 
этом на ос но ве бе се ды и до пол ни тель ных вопро сов учи тель 
вы яс ня ет глу би ну ус во е ния те мы учащи ми ся.

3. Зачёт про во дит учи тель с по мо щью на и бо лее под-
го тов лен ных уча щих ся — кон суль тан тов. Для это го класс 
нуж но раз де лить на не сколь ко групп, в каж дой из ко то-
рых 4—5 уче ни ков. Один из них яв ля ет ся по мощ ни ком 
учи те ля в про ве де нии зачёта. По пре ды ду щим уро кам 
и в на ча ле зачёта учи тель дол жен убе дить ся в том, что 
кон суль тан ты са ми на хо ро шем уров не вла де ют учеб ным 
ма те ри а лом.

4. В те че ние уро ка учи тель ве дёт оп рос мно гих уча-
щих ся. В кон це уро ка он ут верж да ет оцен ки, вы став лен-
ные кон суль тан та ми. В от дель ных слу ча ях по сле уро ка учи-
тель мо жет про ве рить за пи си уча щих ся, вы пол нен ные на 
уро ке, и по сле это го вы ста вить окон ча тель ную оцен ку по 
зачёту.

5. Итоговую оценку за полугодие учитель выставляет на 
основе текущих оценок за самостоятельные и конт рольные 
работы, а также устного ответа учащихся. Решающая роль 
при этом принадлежит оценке по зачёту.
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Глава II

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ

И ПЛОСКОСТЕЙ

§ 1. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ

И ПЛОСКОСТИ

Урок № 25

Тема урока: Перпендикулярные прямые
в пространстве. Параллельные прямые,

перпендикулярные к плоскости

Основные задачи урока

Ввести понятие перпендикулярных прямых в простран-
стве, доказать лемму о перпендикулярности двух парал-
лельных прямых к третьей прямой, дать определение пер-
пендикулярности прямой и плоскости, доказать теоре мы, 
в которых устанавливается связь между параллель ностью 
прямых и их перпендикулярностью к плоскости.

Примерный план проведения урока

1. Напомнить понятие угла между двумя скрещиваю-
щимися прямыми, ввести понятие перпендикулярности 
двух прямых в пространстве. Отметить, что перпенди-
кулярные прямые могут пересекаться и могут быть скре-
щивающимися (см. рис. 43 учебника).

2. Доказать л е м м у: если одна из двух параллельных 
прямых перпендикулярна к третьей прямой, то и другая 
прямая перпендикулярна к этой прямой.

Доказательство основано на использовании понятия 
угла между прямыми и может быть проведено самими 
учащимися с опорой на текст и рисунок 44 учебника.

3. Сформулировать определение перпендикулярности 
прямой и плоскости. Ввести обозначение a � α. Проил-
люстрировать понятие перпендикулярности прямой и пло-
скости с помощью рисунка 45 и примеров из жизни.

4. Доказать т е о р е м у: если одна из двух параллель-
ных прямых перпендикулярна к плоскости, то и другая 
прямая перпендикулярна к этой плоскости.

Доказательство теоремы несложное. Оно основано на 
определении перпендикулярности прямой и плоскости и 
рассмотренной выше лемме и состоит из двух этапов:
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1) x � α, x — произвольная прямая. Из условия a � α 
следует (по определению перпендикулярности прямой и 
плоскости), что a � x;

2) так как a1	 a (по ус ло вию) и a � x, то (со глас но лем-
ме о пер пен ди ку ляр но с ти двух па рал лель ных пря мых к 
тре ть ей пря мой) a1� x.

Итак, прямая a1 перпендикулярна к произвольной 
прямой x, лежащей в плоскости α. А это означает, что a1� α.

5. Доказать о б р а т н у ю  т е о р е м у: если две прямые 
перпендикулярны к плоскости, то они параллельны.

Доказательство проводится по учебнику (см. рис. 47, 
а, б). Повторить это доказательство можно на следующих 
уроках.

На первый взгляд может показаться странным, поче му 
эта теорема названа обратной предыдущей теореме. Ведь 
в предыдущей теореме условие состояло в том, что a 	 a1 
и a � α, а заключением теоремы было: a1� α. В дан-
ной теореме условие состоит в том, что a � α и a1� α,
а заключение — в том, что a 	 a1.

Та ким об ра зом, с фор маль ной точ ки зре ния дан ная те о-
ре ма не яв ля ет ся об рат ной пре ды ду щей, по сколь ку ус ло-
вие и за клю че ние дан ной те о ре мы не сов па да ют со от вет-
ст вен но с за клю че ни ем и ус ло ви ем пре ды ду щей тео ре мы. 
Тем не ме нее мож но так сфор му ли ро вать эти те о ре мы, что 
каждая из них будет обратной другой.

Приведём эту формулировку.
Пусть прямая a перпендикулярна к плоскости α. Тогда: 
если a 	 a1, то a1� α,

и обратно:
если a1� α, то a 	 a1.
6. Для классной и домашней работы можно исполь-

зовать задачи 116—118, 120.

Задача 116 а). Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1. 
Докажите, что DC � B1C1 и AB � A1D1, если �BAD = 90°.

Р е ш е н и е.
1) В параллелепипеде все 

грани — параллелограммы. Так 
как �BAD = 90° (по условию), 
то грань ABCD — пря мо уголь -
ник, поэтому AB�AD и DC�BC 
(рис. 2.1).

2) B1C1	 BC (так как грань 
BB1C1C — па рал ле ло грамм) и 
BC � DC. От сю да по лем ме о пер-
пен ди ку ляр но с ти двух па рал-
лель ных пря мых к тре ть ей 
B1C1� DC. Рис. 2.1
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3) Ана ло гич но до ка зы ва ет ся, 
что AB � A1D1. Дей ст витель  но, 
A1D1	 AD (так как AA1D1D — 
па рал ле ло грамм) и AB � AD, по -
это му AB � A1D1.

Задача 120. Через точку O 
пересечения диагоналей квад-
рата со стороной a проведена 
прямая OK, перпенди ку ляр ная 
к плоскости квадрата. Найдите 
расстояние от точки K до вер-
шин квадрата, если OK = b.

Р е ш е н и е.
1) Прямая OK перпендикулярна к плоскости квадра та 

ABCD, поэтому OK � AC и OK � BD.
2) Треугольники KAO, KBO, KCO и KDO равны по 

двум катетам, откуда KA = KB = KC = KD (рис. 2.2).

3) Так как OA=
1
�

2
 
AC =

a �2�
�

2
 и KA = �K�O��2�+�O��A��2�, то 

KA = �b��2�+��2a2

�

4  
= �4b��2�+�2a��2�
��

2
.

Урок № 26

Тема урока: Признак перпендикулярности прямой
и плоскости

Основные задачи урока

Изучить теорему, выражающую признак перпендику-
лярности прямой и плоскости; рассмотреть задачи на при-
менение этой теоремы.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретический материал предыдущего 
урока путём опроса учащихся.

2. В качестве подготовительной работы к изучению 
нового материала решить задачу 119.

Задача 119. Прямая OA перпендикулярна к плоскос-
ти OBC, и точка O является серединой отрезка AD. 
Докажите, что: а) AB = DB; б) AB = AC, если OB = OC;
в) OB = OC, если AB = AC.

Р е  ш е  н и е.
а) OA � OBC по ус ло вию, сле  до  ва тель но, OA � OB по 

оп ре де ле нию пер пен ди ку ляр но с ти пря  мой к пло с ко сти. 
OA = OD по ус ло вию за да чи, по это му пря мая OB яв ля ет ся

Рис. 2.2
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се ре дин ным пер пен ди ку ля ром к 
от рез ку AD, и, сле до ва тель но, 
AB = DB (рис. 2.3).

б) Так как по условию OA�OBC, 
то OA�OC. Если OB = OC, то 
прямоугольные треугольники AOC 
и AOB равны по двум ка тетам, 
и, следовательно, равны их ги по-
тенузы, т. е. AB = AC.

в) Если AB = AC, то прямо-
угольные треугольники AOC и 
AOB равны по катету и ги по те-
ну  зе, откуда следует, что OB = OC.

3. Доказать теорему, выражающую п р и з н а к  п е р п е н-
д и к у л я р н о с т и  п р я м о й  и  п л о с к о с т и: если прямая 
перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, лежа-
щим в плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости.

В про цес се до ка за тель ст ва те о ре мы вы де ля ют ся сле ду-
ю щие эта пы:

1) Вна ча ле рас сма т ри ва ем слу чай, ког да пря мая a про-
хо дит че рез точ ку O пе ре се че ния пря мых p и q, ле жа щих 
на пло с ко сти α. До ка зы ва ем, что пря мая a пер пен ди ку-
ляр на к лю бой пря мой, ле жа щей в пло с ко сти α и про хо дя-
щей че рез точ ку O.

2) Ис поль зуя лем му о пер пен ди ку ляр но с ти двух па рал-
лель ных пря мых к тре ть ей, де ла ем вы вод о пер пен ди ку-
ляр но с ти пря мой a к лю бой пря мой, ле жа щей в пло с ко-
сти α. Это оз на ча ет, что a � α.

3) Рас сма т ри ва ем те перь слу чай, ког да пря мая a не 
про хо дит че рез точ ку O пе ре се че ния p и q. В этом слу-
чае про во дим че рез точ ку O пря мую a1, па рал лель ную пря-
мой a. В си лу упо мя ну той лем мы a1� p и a1� q, и по это му 
со глас но до ка зан но му в пер вом слу чае a1� α. От сю да по 
пер вой те о ре ме п. 16 сле ду ет, что a � α. Это заверша ет 
до ка за тель ст во те о ре мы.

4. В свя зи с тем что до ка за тель ст во те о ре мы со сто ит 
из не сколь ких эта пов, мож но пред ло жить уча щим ся за пи-
сать план до ка за тель ст ва в со от вет ст вии с со дер жа ни ем 
слай да 2.1.

Слайд мо жет быть ис поль зо ван при под ве де нии ито гов 
дан но го уро ка и на сле ду ю щем уро ке.

5. Для класс ной и до маш ней ра бо ты мож но ис поль зо-
вать за да чи 121, 124, 126, 128.

За да ча 128. Че рез точ ку O пе ре се че ния ди а го на лей 
па рал ле ло грам ма ABCD про ве де на пря мая OM так, что 
MA = MC, MB = MD. До ка жи те, что пря мая OM пер пен-
ди ку ляр на к пло с ко сти па рал ле ло грам ма.

Рис. 2.3
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Признак перпендикулярности прямой и плоскости 2.1

1. Сформулируйте определение перпендикулярно сти 
прямой и плоскости.

2. Теорема. Если прямая перпендикулярна к двум 
пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то 
она перпендикулярна к этой плоскости.

П л а н  д о к а з а т е л ь с т в а

1-й этап. Д а н о: a � OP, a � OQ, OL � α.
Требуется д о к а з а т ь: a � OL.
1) AO = OB.
2) AP = BP, AQ = BQ.
3) 
APQ=
BPQ, поэтому �APQ=�BPQ.
4) 
APL = 
BPL, поэтому AL = BL.
5) В 
ABL медиана LO является вы сотой, 
т. е. AB � OL или a � OL.

2-й этап.  m — про из воль ная пря мая пло с ко сти α, 
OL 	 m. Так как a � OL, то a � m, и, сле-
до ва тель но, a � α.

3-й этап.  Д а н о: a � p, a � q. Требуется д о к а з а т ь: 
a � α.
1) a1	 a.
2) Так как a1� α, то a � α.
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Р е  ш е  н и е.
1) Так как MA = MC (по 

ус ло вию) и AO = OC (ди а го на ли 
па рал ле ло грам ма точ кой пе ре-
се че ния де лят ся по по лам), то
от ре зок MO — ме ди а на рав но-
бе д рен но го тре у голь ни ка AMC 
(рис. 2.4).

Сле до ва тель но, MO так же 
вы  со та это го тре у голь ни ка, т. е. 
MO � AC.

2) Ана ло гич но до ка зы ва ет ся, 
что MO � BD.

3) Так как MO � AC и MO � BD, то по при зна ку пер-
пен ди ку ляр но с ти пря мой и плос ко с ти MO � ABCD.

Урок № 27

Тема урока: Теорема о прямой, перпендикулярной
к плоскости

Основные задачи урока

Повторить доказательство теоремы, выражающей при-
знак перпендикулярности прямой и плоскости; рассмот-
реть теорему из п. 18: через любую точку пространства 
проходит прямая, перпендикулярная к данной плоско сти, 
и притом только одна.

Примерный план проведения уро ка

1. По вто рить до ка за тель ст во те о ре мы, вы ра жа ю щей 
при знак пер пен ди ку ляр но с ти пря мой и пло с ко сти.

2. Про ве рить вы бо роч но ре ше ния за дач из до маш ней 
ра бо ты.

3. Сфор му ли ро вать т е  о  р е  м у: че рез лю бую точ ку про-
ст ран ст ва про хо дит пря мая, пер пен ди ку ляр ная к дан ной 
пло с ко сти, и при том толь ко од на.

На гляд но ут верж де ние те о ре мы пред став ля ет ся впол не 
оче вид ным, од на ко стро гое её до ка за тель ст во не яв ля ет ся 
про стым.

Уча щим ся, про яв ля ю щим по вы шен ный ин те рес к ма те-
ма ти ке, мож но пред ло жить ра зо брать до ка за тель ст во до ма 
са мим по учеб ни ку. При этом сле ду ет об ра тить их вни ма-
ние на то, что в пер вой ча с ти до ка за тель ст ва вво дит ся в 
рас смо т ре ние пло с кость β, про хо дя щая че рез дан ную точ-
ку M и пер пен ди ку ляр ная к дан ной пря мой a. Су ще ст-
во ва ние та кой пло с ко сти до ка за но в за да че с ре ше ни ем, 
приведённой в п. 17, а един ст вен ность та кой пло с ко сти 

Рис. 2.4
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до ка за на в за да че 133, ко то рая так же да на с ре ше ни ем. 
Та ким об ра зом, пол ное до ка за тель ст во дан ной те о ре мы 
весь ма гро мозд ко, и по это му учи тель по сво е му ус мо т ре-
нию мо жет из ло жить его с той или иной сте пе нью пол-
но ты в за ви си мо с ти от уров ня клас са. От дель ные фраг-
мен ты до ка за тель ст ва (за да ча из п. 17, за да ча 133) мож но 
рас смо т реть на уро ках № 28—30, по свя щён ных по вто ре-
нию те о рии и ре ше нию за дач по те ме.

4. Провести фронтальный опрос учащихся, используя 
слайд 2.2.

2.2

За да ча. В тре у голь ни ке ABC да но: �C = 90°, AC = 
= 12 см, BC = 16 см, CM — ме ди а на. Че рез вер ши ну C 
про ве де на пря мая CK, пер пен ди ку ляр ная к плос ко с ти 
тре у голь ни ка ABC, CK = 24 см.

1. Найдите KM.
2. Составьте план решения 

задачи, если отрезок CM — 
вы сота треугольника.

3. Составьте план решения 
задачи, если отрезок CM — бис-
сектриса треугольника.

1) AB = 20 см, CM = 1
�

2
AB =

= 10 см, KM = 26 см.

2) 20 � CM = 12 �16.

3) 1
�

2
� 12 �16 = 1

�

2
� 12 � CM � sin 45° + 1

�

2  
� 16 � СM � sin 45°.

5. Для классной и домашней работы можно исполь-
зовать задачи 122, 123, 125, 127.

За да ча 122. Пря мая CD пер пен ди ку ляр на к пло с ко-
сти пра виль но го тре у голь ни ка ABC. Че рез центр O это-
го тре у голь ни ка про ве де на пря мая OK, па рал лель ная

пря мой CD. Из ве ст но, что AB = 16 �3� см, OK = 12 см, 
CD = 16 см. Най ди те рас сто я ния от то чек D и K до вер-
шин A и B тре у голь ни ка.

Р е  ш е  н и е.
1) По условию задачи OK 	 CD, следовательно, OK � ABC 

(рис. 2.5).
2) Точка O — центр правильного треугольника ABC,

следовательно, OA = OB = OC = AB
�

�3�
= 16 см.
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3) Из 
KOA получаем

KA = �K�O��2�+�O��A��2�,

KA = �1�4�4�+�2�5�6�  см = 20 см.

Аналогично находим KB = 20 см.

4) Из 
DCA имеем

DA = �D�C��2�+�C�A�2�,

DA = �2�5�6�+�2�5�6��3�  см = 32 см.

Аналогично из 
DCB находим

DB = �D�C��2�+�B�C��2�= 32 см.

О т в е т: KA = KB = 20 см, DA = DB = 32 см.

Задача 127. В треугольнике ABC сумма углов A и B рав-
на 90°. Прямая BD перпендикулярна к плоскости ABC. 
Докажите, что CD � AC.

Р е ш е н и е.
1) �A + �B = 90°, следовательно, �C = 90°, т. е. AC � CB 

(рис. 2.6).
2) BD � ABC, значит, BD � AC.
3) Итак, AC � CB и AC � BD. Значит, AC � BCD (по при-

знаку перпендикулярности прямой и плоскости), поэто му 
AC � CD по определению перпендикулярности прямой и 
плоскости.

Уроки № 28—30

Тема уроков: Решение задач на перпендикулярность
прямой и плоскости. Повторение вопросов теории

Основные задачи уроков

Выработать навыки решения основных типов задач 
на перпендикулярность прямой и плоскости, повторить 
во про сы теории.

Рис. 2.5 Рис. 2.6
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Примерный план проведения уроков

1. Повторить вопросы теории в ходе опроса учащихся
(пп. 15—18).

2. Решить выборочно задачи 129—137, использовать 
вопросы 1—9 к главе II.

3. Рассмотреть частично или полностью доказатель ство 
теоремы из п. 18.

4. Можно использовать задачи из дидактических 
ма териалов [1].

5. Мож но про ве с ти ма те ма ти че с кий дик тант (№ 2 в 
ди дак ти че с ких материалах [1]).

6. Полезна работа на уроке со слайдом 2.3.
На уроке № 30 проводится самостоятельная работа.

Самостоятельная работа № 2.1

Вариант 1

10. Д а  н о: AB � α, M и K — про из воль ные точ ки плос-
ко сти α. До ка жи те, что AB � MK.

2. Тре у голь ник ABC пра виль ный, точ ка O — его центр. 
Пря мая OM пер пен ди ку ляр на к пло с ко сти ABC.

а)0 До ка жи те, что MA = MB = MC.
б) Най ди те MA, если AB = 6 см, MO = 2 см.

Вариант 2

10. Д а н о: прямая MA перпендикулярна к плоскости 
треугольника ABC. Докажите, что MA � BC.

2. Четырёхугольник ABCD — квадрат, точка O — его 
центр. Прямая OM перпендикулярна к плоскости квад-
рата.

2.3

Задача. Дан тетраэдр MABC, в котором MB � BC и 
MB � BA.

1. Докажите, что треуголь-
ник MBD прямоугольный, если 
D — произвольная точка отрез-
ка AC.

2. Найдите MD и пло-
щадь треугольника MBD, если 
MB = BD = a.

1) MB � BC, MB � BA, по-
этому MB � ABC, следователь-
но, MB � BD.

2) MD = a �2�, SMBD= 0,5a2.
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а)0 Докажите, что MA = MB = MC = MD.
б) Найдите MA, если AB = 4 см, OM = 1 см.

Ответы:
Вариант 1. 2б. 4 см.
Вариант 2. 2б. 3 см.

Задача 129. Прямая AM перпендикулярна к плоскос-
ти квадрата ABCD, диагонали которого пересекаются 
в точке O. Докажите, что:

а) прямая BD перпендикулярна к плоскости AMO;
б) MO � BD.
Р е  ш е  н и е.
а) MA � ABCD, сле до ва тель но, MA � BD по оп ре де ле-

нию пер пен ди ку ляр но с ти пря мой и пло с ко сти, BD � AC 
по свой ст ву ди а го на лей ква д ра та (рис. 2.7).

Итак, BD � AO и BD � AM, сле до ва тель но, BD � AMO 
по при зна ку пер пен ди ку ляр но с ти пря мой и пло с ко сти.

б) Так как BD � MOA, то пря мая BD пер пен ди ку ляр на 
к лю бой пря мой, ле жа щей в пло с ко сти MOA, в ча ст но с ти 
BD � MO.

За да ча 134. До ка жи те, что все пря мые, про хо дя щие 
че рез дан ную точ ку M пря мой a и пер пен ди ку ляр ные 
к этой пря мой, ле жат в пло с ко сти, про хо дя щей че рез 
точ ку M и пер пен ди ку ляр ной к пря мой a.

Р е  ш е  н и е. Обо зна чим бук вой α пло с кость, про хо дя щую 
че рез точ ку M пря мой a и пер пен ди ку ляр ную к этой пря-
мой, и рас смо т рим про из воль ную пря мую b, так же про хо-
дя щую через точку M и перпендикулярную к прямой a. 
Требуется доказать, что b � α (рис. 2.8). Допустим, что это 
не так. Тогда плоскость β, проходя щая через прямые a и 
b, пересекается с плоскостью α по некоторой прямой b1, 
проходящей через точку M и отличной от прямой b. Так как 
a � α и b1� α, то a � b1. Мы получили, что в плоскости β через 
точку M проходят две прямые (b и b1), пер пендикулярные 
к прямой a, чего не может быть. Зна чит, предположе ние 
неверно, и прямая b лежит в плос кости α.

Рис. 2.7 Рис. 2.8
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За да ча 136. До ка жи те, что 
ес ли точ ка X рав но уда ле на от 
кон цов дан но го от рез ка AB, то 
она ле жит в плос ко с ти, про хо-
дя щей че рез се ре ди ну от рез ка 
AB и пер пен ди ку ляр ной к пря-
мой AB.

Р е ш е н и е. Обозначим бук-
вой α плоскость, проходя щую 
через середину O отрезка AB и 
перпендикулярную к прямой AB
(рис. 2.9). Пусть точка X равноудалена от концов 
отрез ка AB, т. е. XA = XB. Требуется доказать, что X � α.

Ес ли точ ка X ле жит на пря мой AB, то она сов па да ет 
с точ кой O, и по это му X � α.

Ес ли точ ка X не ле жит на пря мой AB, то от ре зок 
XO яв ля ет ся ме ди а ной рав но бе д рен но го тре у голь ни ка 
AXB и, сле до ва тель но, вы со той это го тре у голь ни ка, т. е.
XO � AB.

Та ким об ра зом, пря мая XO про хо дит че рез точ ку O 
пря мой AB и пер пен ди ку ляр на к пря мой AB. От сю да 
сле ду ет (см. за да чу 134), что пря мая XO ле жит в пло с-
кос ти α, и по это му X � α.

За да ча 137. До ка жи те, что че рез каж дую из двух вза-
им но пер пен ди ку ляр ных скре щи ва ю щих ся пря мых про-
хо дит пло с кость, пер пен ди ку ляр ная к дру гой пря мой.

Р е  ш е  н и е. Пусть a и b — вза им но пер пен ди ку ляр ные 
скре щи ва ю  щи е ся пря мые. До ка жем, что че рез пря мую a
про хо дит пло с кость, пер пен ди-
ку ляр ная к пря мой b.

1) Че рез про из воль ную точ-
ку O пря мой a про ве дём пря-
мую b1, па рал лель ную пря мой b. 
Тог да a � b1, так как по ус ло вию 
a � b (рис. 2.10).

2) Обо зна чим бук вой β пло-
с кость, про хо дя щую че рез пе ре-
се ка ю щи е ся пря мые a и b1, и 
про ве дём че рез точ ку O пря мую 
c, пер пен ди ку ляр ную к пло с ко-
сти β. Тог да c � b1, а так как 
b 	 b1, то c � b.

3) Обозначим буквой α плос-
кость, проходящую через пере-
секающиеся прямые a и c. Так 
как b � a (по условию) и b � c, 
то b � α (по признаку перпен-

Рис. 2.9

Рис. 2.10
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дикулярности пря мой и плоскости). Итак, через пря-
мую a проходит плоскость α, перпендикулярная к пря-
мой b.

Аналогично доказывается, что через прямую b про-
ходит плоскость, перпендикулярная к прямой a.

§ 2. ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННЫЕ.

УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ

Урок № 31

Тема урока: Расстояние от точки до плоскости.
Теорема о трёх перпендикулярах

Основные задачи урока

Ввести понятие расстояния от точки до плоскости, 
до казать теорему о трёх перпендикулярах, показать при-
менение этой теоремы при решении задач.

Примерный план проведения урока

1. Используя рисунок 51 учебника, ввести поня-
тия перпендикуляра к плоскости, наклонной, проекции 
на клонной на плоскость. Рассматривая прямоугольный 
тре угольник AMH (см. рис. 51), доказать, что перпен-
дикуляр, проведённый из данной точки к плоскости, 
меньше любой наклонной, проведённой из той же точки 
к этой плоскости. Длина перпендикуляра, проведённого из 
точки к плоскости, называется расстоянием от этой точки 
до пло с ко сти.

2. Об ра тить вни ма ние на за ме ча ния 1, 2, 3 в п. 19 
учеб ни ка, в ко то рых вве де ны по ня тия рас сто я ния меж-
ду параллельными плоскостя-
ми, параллельными прямой и 
плос костью, скрещивающимися 
прямыми. Полезно выполнить 
рисунки и обосновать справед-
ливость утверждений, приведён-
ных в замечаниях.

З а  м е  ч а  н и е 1. Ес ли две 
пло с  ко сти па рал лель ны, то все 
точ ки од ной пло с ко сти рав но-
уда ле ны от другой пло с ко сти.

Пусть α 	 β, A � α, M � α. Про-
 ве дём AA0� β и MM0� β, тог да Рис. 2.11
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AA0	 MM0 (рис. 2.11), по это му AA0= MM0 (как от рез ки 
па рал лель ных пря мых, за клю чён ные меж ду па рал лель-
ны ми пло с ко стя ми).

Итак, расстояния от двух произвольных точек A и M 
плоскости α до плоскости β равны друг другу. То же самое 
относится к расстояниям от точек плоскости β до плоскости α.

Рас сто я ние от про из воль ной точ ки од ной из па рал лель-
ных пло с ко стей до дру гой пло с ко сти на зы ва ет ся рас сто я-
ни ем меж ду па рал лель ны ми пло с ко стя ми.

З а  м е  ч а  н и е 2. Ес ли пря мая и пло с кость па рал лель ны, 
то все точ ки пря мой рав но уда ле ны от этой пло ско сти.

До ка за тель ст во ут верж де ния при ве де но в ре ше нии 
за да чи 144, уча щи е ся мо гут про чи тать его са мо сто я тель но.

Мож но предложить другой вариант доказательства.
Пусть a 	 α, A � a, B � a. Проведём AA1� α и BB1� α 

(рис. 2.12). Тогда AA1	 BB1. Докажем, что AA1= BB1.
Плоскость, проходящая через параллельные прямые 

AA1 и BB1, пересекается с плоскостью α по прямой A1B1 
и содержит прямую AB. Ясно, что AB 	 A1B1 (если бы 
эти прямые пересекались, то прямая AB (т. е. прямая 
a) пересекалась бы с плоскостью α, что противоречит 
условию a 	 α).

Итак, AA1	 BB1 и AB 	 A1B1. Следовательно, четырёх-
угольник ABB1A1 — параллелограмм, и поэтому AA1= BB1.

Та ким об ра зом, рас сто я ния от двух про из воль ных 
то чек A и B пря мой a до па рал лель ной ей пло с ко сти α 
рав ны между собой.

Ес ли пря мая и пло с кость па рал лель ны, то рас стоя ни ем 
меж ду пря мой и пло с ко стью на зы ва ет ся рас сто я ние от 
про из воль ной точ ки пря мой до этой пло с ко сти.

З а  м е  ч а  н и е 3. Ес ли две пря мые скре щи ва ю щи е ся, 
то рас сто я ни ем меж ду ни ми на зы ва ет ся рас сто я ние меж-
ду од ной из них и пло с ко стью, про хо дя щей че рез дру гую 
пря мую па рал лель но пер вой пря мой.

Це ле со об раз но на пом нить, как вы пол ня ет ся по ст рое ние 
пло с ко сти, со дер жа щей од ну из скре щи ва ю щих ся пря мых 
и па рал лель ной дру гой пря мой (рис. 2.13).

Рис. 2.12 Рис. 2.13
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Пусть a � b. Че рез про из воль ную точ ку M пря мой b 
про ве дём пря мую a1, па рал лель ную a. Пе ре се ка ю щи е ся 
пря мые a1 и b оп ре де ля ют не ко то рую пло с кость α, па рал-
лель ную пря мой a.

Из про из воль ной точ ки A пря мой a про во дим пер-
пен ди ку ляр AA1 к пло с ко сти α. Дли на это го пер пен ди-
ку ля ра и есть рас сто я ние меж ду скре щи ва ю щи ми ся пря-
мы ми a и b.

В даль ней шем в про цес се ре ше ния за дач мож но по ка-
зать, как по ст ро ить об щий пер пен ди ку ляр к двум дан ным 
скре щи ва ю щим ся пря мым a и b, т. е. от ре зок, пер пен-
ди ку ляр ный к пря мым a и b, кон цы ко то ро го ле жат на 
этих пря мых.

3. До ка зать те о ре му о трёх пер пен ди ку ля рах и об рат-
ную ей те о ре му. При этом мож но ис поль зо вать ри су нок 53 
учеб ни ка или слайд 2.4.

Теорема о трёх перпендикулярах 2.4

Д а н о: AH � α, AM — на клонная к плоскости α, 
HM — проекция наклонной, a � α, a � HM.

Д о к а ж и т е: a � AM.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
AH � a, так как AH � α.
a � AH, a � HM, сле до ва тель-

 но, a � β по признаку перпен-
дикулярности прямой и плос-
кости. Отсюда следует, что 
a � AM (по определению пер пен-
дикулярности прямой и плос-
кости).

Приведите полное обоснование о б р а т н о й  т е о-
р е м ы: a � α, a � AH, a � AM, следовательно, a � β и 
поэтому a � HM.

4. Для класс ной и до маш ней ра бо ты мож но ис поль зо-
вать за да чи 138—145, 153.

За да ча 143. Рас сто я ние от точ ки M до каж дой из вер-
шин пра виль но го тре у голь ни ка ABC рав но 4 см. Най ди те 
рас сто я ние от точ ки M до пло с ко сти ABC, ес ли AB = 6 см.

Р е  ш е  н и е.
1) По условию MA = MB = MC = 4 см. Пусть MO � ABC

(рис. 2.14), тогда OA = OB = OC (как проекции равных
наклонных, см. задачу 139). Это означает, что точка O — 
центр окружности, описанной около треугольника ABC,
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а OA — ра ди ус этой ок руж но с ти. Из ве ст но, что a3= R �3�,

где a3= AB, R = AO, по это му AO = 6
�

�3�  
см = 2 �3� см.

2) Из 
MAO получаем

MO = �M��A��2�–��A�O��2�, MO = �1�6�–�1�2�  см = �4� см = 2 см.

О т в е т: 2 см.

За да ча 145. Че рез вер ши ну A пря мо уголь но го тре-
уголь ни ка ABC с пря мым уг лом C про ве де на прямая AD, 
пер пен ди ку ляр ная к пло с ко сти тре у голь ни ка.

а) До ка жи те, что тре у голь ник CBD пря мо уголь ный.
б) Най ди те BD, ес ли BC = a, DC = b.
Р е  ш е  н и е.
а) От ре зок AC — про ек ция на клон ной DC на плос-

кость тре у голь ни ка ABC (рис. 2.15). BC � AC по ус ло вию, 
сле до ва тель но, BC � DC по те о ре ме о трёх пер пен ди ку ля-
рах и по это му тре у голь ник CBD прямоугольный.

б) BC = a, DC = b. Из 
BCD получаем BD = �B�C��2�+�C�D��2�,

BD = �a��2�+�b��2�.

О т в е т: �a��2�+�b��2�.
В даль ней шем в про цес се ре ше ния за дач важ но об ра-

тить вни ма ние уча щих ся на обоб щён ную те о ре му о трёх 
пер пен ди ку ля рах, ког да пря мая a1 пер пен ди ку ляр на 
к про ек ции на клон ной, но не про хо дит че рез ос но ва ние 
на клон ной (слайд 2.4).

Урок № 32

Тема урока: Угол между прямой и плоскостью

Основные задачи уро ка

Вве с ти по ня тие уг ла меж ду пря мой и пло с ко стью; рас-
смо т реть за да чи, в ко то рых ис поль зу ет ся это по ня тие.

Рис. 2.14 Рис. 2.15
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При мер ный план про ве де ния уро ка

1. Про ве рить вы бо роч но ре ше ние за дач из до маш ней 
ра бо ты. Ре ше ния за дач ти па 138—142 и до ка за тель ст во 
те о ре мы о трёх пер пен ди ку ля рах мож но об су дить уст но, 
ис поль зуя го то вые ри сун ки и слай ды.

2. Вве сти по ня тие про ек ции  точ ки  на пло скость, про ек-
ции фи гу ры  на пло скость. До ка зать,  что про ек ци ей пря-
мой  на пло скость,  не пер пен ди ку ляр ную  к  этой прямой, 
яв ля ет ся пря мая.  При  этом ис поль зу ют ся ри сун ки 54, 55 
учеб ни ка.

3. Вве сти оп ре де ле ние  уг ла  меж ду пря мой  и пло ско-
стью.

4. Разобрать решение задачи 162, приведённое в учеб-
нике. Доказать, что угол между данной прямой и плоско-
стью является наименьшим из всех углов, которые данная 
прямая образует с прямыми, проведёнными в плоскости 
через точку пересечения прямой с плоскостью.

Уча щим ся полез но сде лать крат кую  запись дока за тель-
ства, приведённо го  в слай де 2.5.

Угол между прямой и её проекцией на плоскость 2.5

есть наименьший из всех углов между данной прямой 
и прямыми, лежащими в этой плоскости и проходя-
щими через точку пересечения данной прямой с пло-
скостью.

 Д а  н о: MO � α, MA — на-
клон ная, PQ � α, �MAO = ϕ0, 
�MAQ = ϕ.

Д о  к а  ж и  т е: ϕ0< ϕ.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

MB � PQ, MO < MB.

MO
�

MA 
< MB

�

MA
, sin ϕ0< sin ϕ, ϕ0< ϕ.

При ве ди те пол ное обос но ва-
ние решения.

5.  Для клас сной  и до маш ней ра бо ты  мож но ис поль зо-
вать за да чи 163—165, 146—148.

Зада ча 165. Из  точки  A, уда лён ной  от пло ско сти  γ  на 
рас стоя ние  d, про ве де ны  к  этой пло ско сти наклон ные  AB 
 и  AC  под  углом 30°  к пло ско сти.  Их про ек ции  на пло-
скость  γ обра зу ют  угол в 120°. Най ди те  BC.



71

Р е ш е  н и е.

1)  Из треугольника  AOB 
 име ем ( рис. 2.16):

 AO
�

OB  
= tg 30°,  OB = d �3�.

2) Из треугольника AOC 
получаем

OC = d �3�.

3) Из треугольника BOC по 
теореме косинусов находим

BC2= OB2+ OC2– 2 � OB � OC � сos 120°,

BC2= 3d2+ 3d2– 2 � d �3� � d �3� � �– 1
�

2�,

BC2= 9d2, BC = 3d.

О т в е т: 3d.

Уроки № 33—36

Тема уроков: Повторение теории. Решение задач
на применение теоремы о трёх перпендикулярах,

на угол между прямой и плоскостью

Основные задачи уроков

Повторить доказательство теоремы о трёх перпендику-
лярах, понятие угла между прямой и плоскостью, закре-
пить навыки решения задач.

Примерный план проведения уроков

1. На каждом из уроков № 33—35 повторить вопросы 
теории путём опроса учащихся.

2. В процессе решения задач повторить соотношения 
между элементами прямоугольного треугольника, теоремы 
синусов и косинусов.

3. Обратить особое внимание на решение некоторых 
типовых задач, которые будут использоваться в дальней-
шем при вычислении площадей поверхностей и объёмов 
многогранников. К таким задачам относятся, например, 
задачи 147, 151, 158, 161. Полезно использовать на уро-
ках приведённый ниже слайд 2.6, который предназначен 
для фронтальной работы с учащимися, обсуждения под-
ходов к решению задач из учебника.

4. На уроке № 36 целесообразно провести самостоятель-
ную работу контролирующего характера.

Рис. 2.16
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Само стоя тель ная рабо та № 2.2

Вари ант 1

 Из  точки  M про ве дён пер пен ди ку ляр  MB, рав ный 4  см, 
 к пло ско сти пря моу голь ни ка  ABCD. Наклон ные  MA  и  MC 
обра зу ют  с пло ско стью пря моу голь ни ка  углы 45°  и 30° 
соот вет ствен но.

а)0 До ка жи те,  что треу голь ни ки  MAD  и  MCD пря мо-
уголь ные.

б)0 Най ди те сто ро ны пря моу голь ни ка.
в) До ка жи те,  что треу голь ник  BDC явля ет ся про ек ци ей 

треу голь ни ка  MDC  на пло скость пря моу голь ни ка,  и най-
ди те  его пло щадь.

Вари ант 2

 Из  точки  M про ве дён пер пен ди ку ляр  MD, рав ный 6  см, 
 к пло ско сти квадрата  ABCD. Наклон ная  MB обра зу ет  с 
пло ско стью ква дра та  угол 60°.

а)0 До ка жи те,  что треу голь ни ки  MAB  и  MCB пря мо-
уголь ные.

б)0 Най ди те сто ро ну ква дра та.
в) До ка жи те,  что треу голь ник  ABD явля ет ся про ек-

ци ей треу голь ни ка  MAB  на пло скость ква дра та,  и най-
ди те  его пло щадь.

Отве ты:

В а р и  а н т 1. б) AB = 4 см, BC = 4 �3� см; в) 8 �3� см2.

В а р и  а н т 2. б) �6� см; в) 3 см2.

2.6

Задача. Найдите угол между скрещивающимися 
прямыми AB и PQ, если каждая из точек P и Q рав-
ноудалена от концов отрезка AB.

Р е  ш е  н и е.
PA = PB = m, QA = QB = n. 

От сю да сле ду ет, что точ ки P и 
Q ле жат в пло с ко сти α, про хо-
дя щей че рез се ре ди ну от рез ка 
AB, и α � AB.  По это му PQ � α 
и PQ � AB, т. е. ис ко мый угол 
ра вен 90°.

За да ча 147. Из точ ки M про ве дён пер пен ди ку ляр MB 
к пло с ко сти пря мо уголь ни ка ABCD. До ка жи те, что тре -
у голь ни ки AMD и MCD пря мо уголь ные.
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Р е  ш е  н и е.
1) По ус ло вию за да чи от ре зок MB — пер пен ди ку ляр 

к пло с ко сти пря мо уголь ни ка, сле до ва тель но, от ре зок AB 
есть про ек ция на клон ной MA на пло с кость пря мо уголь-
ни ка (рис. 2.17). AD � AB (так как ABCD — пря мо уголь-
ник), сле до ва тель но, AD � MA по те о ре ме о трёх пер пен-
ди ку ля рах. Та ким об ра зом, угол MAD пря мой и, зна чит, 
тре у голь ник AMD пря мо уголь ный.

2) Ана ло гич но, так как DC � BC, то DC � MC и тре-
уголь ник MCD пря мо уголь ный.

За да ча 151. Пря мая CD пер пен ди ку ляр на к пло с ко сти 
тре у голь ни ка ABC. До ка жи те, что: а) тре у голь ник ABC 
яв ля ет ся про ек ци ей тре у голь ни ка ABD на пло с кость ABC; 
б) ес ли CH — вы со та тре у голь ни ка ABC, то DH — вы со-
та тре у голь ни ка ABD.

Р е  ш е  н и е.
а) По ус ло вию за да чи от ре зок DC — пер пен ди ку ляр 

к пло с ко сти ABC, сле до ва тель но, точ ка C есть про ек-
ция точ ки D на пло с кость ABC, от ре зок CB — про ек ция 
на клон ной DB, а от ре зок CA — про ек ция на клон ной DA 
на пло с кость ABC (рис. 2.18).

Все точ ки от рез ка AB ле жат в пло с ко сти ABC, по это му 
про ек ци ей от рез ка AB на плос  кость ABC яв ля ет ся сам 
этот от ре зок.

Итак, про ек ци я ми сто рон тре у голь ни ка ABD на плос-
кость ABC яв ля ют ся со от вет ст ву ю щие сто ро ны тре уголь-
ни ка ABC.

Оче вид но так же, что про ек ция M1 лю бой вну т рен ней 
точ ки M тре у голь ни ка ABD ле жит вну т ри тре уголь ни ка 
ABC и об рат но: лю бая вну т рен няя точ ка M1 тре у голь ни ка 
ABC яв ля ет ся про ек ци ей на пло с кость ABC не ко то рой 
вну т рен ней точ ки M тре у голь ни ка ABD. Это и оз на ча ет, 
что тре у голь ник ABC яв ля ет ся про ек ци ей тре уголь ни ка 
ABD на пло с кость ABC.

б) AB � CH по ус ло вию, сле до ва тель но, AB � DH по 
те о ре ме о трёх пер пен ди ку ля рах, т. е. DH — вы со та тре-
у голь ни ка ABD.

Рис. 2.17 Рис. 2.18
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За да ча 158. Че рез вер ши ну B ром ба ABCD про ве де на 
пря мая BM, пер пен ди ку ляр ная к его пло с ко сти. Най ди те 
рас сто я ние от точ ки M до пря мых, со дер жа щих сто ро ны 
ром ба, если AB = 25 см, �BAD = 60°, BM = 12,5 см.

Р е  ш е  н и е.
1) Про ве дём BK � AD (рис. 2.19). От ре зок BK — про-

ек ция на клон ной MK на пло с кость ром ба, AD � BK, сле-
до ва тель но,  AD � MK  по тео ре ме  о  трёх пер пен ди ку ля рах. 
 Дли на от рез ка  MK  рав на рас стоя нию  от  точ ки M до пря мой 
AD.

Аналогично ME — расстояние от точки M до пря-
 мой DC.

2) Из 
ABK получаем BK = AB � sin 60°, BK =
25 �3�
�

2  
см.

3) Треугольник MBK прямоугольный, так как 
MB � ABC. Имеем

MK = �M�B��2�+�B�K��2�, MK = ����25
�

2

��2�+����25 �3�
�

2

��2�  см = 25 см.

4) BK = BE (как вы со ты ром ба). Пря мо уголь ные тре-
уголь ни ки MBK и MBE рав ны по двум ка те там, сле до-
ва тель но, ME = MK = 25 см.

5) Рас сто я ния от точ ки M до пря мых AB и BC рав ны 
дли не пер пен ди ку ля ра MB, т. е. рав ны 12,5 см.

О т  в е т: 25 см, 25 см, 12,5 см, 12,5 см.

Зада ча 161. Луч  BA  не  лежит  в пло ско сти нераз вёр-
ну то го  угла  CBD. Дока жи те,  что  если  �ABC = �ABD, 
причём  �ABC < 90°,  то про ек ци ей  луча  BA  на пло скость 
 CBD явля ет ся бис сек три са  угла  CBD.

Р е  ш е  н и е.
1) Пусть AE � CBD. В пло с ко сти ABC про ве дём пер-

пен ди ку ляр AM к пря мой BC, а в пло с ко сти ABD — пер-
пен ди ку ляр AK к пря мой BD. Так как �ABC < 90°, то 
точ ка M ле жит на лу че BC (а не на про дол же нии это го 

Рис. 2.19 Рис. 2.20
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лу ча). Ана ло гич но так как �ABD < 90°, то точ ка K ле жит 
на лу че BD (рис. 2.20).

 Так  как  BC � AM,  то  BC � EM ( по тео ре ме, об рат ной 
 тео ре ме  о  трёх пер пен ди ку ля рах). Ана ло гич но до ка зы ва-
ет ся,  что  BD � EK.

2) Пря моу голь ные треу голь ни ки  ABK  и  ABM  рав ны 
 по ги по те ну зе (AB — об щая ги по те ну за)  и ос т ро му  уг лу 
( � ABC = �ABD), сле до ва тель но,  BM = BK.

3) Пря моу голь ные треу голь ни ки  BME  и  BKE  рав ны  по 
ги по те ну зе (BE — об щая ги по те ну за)  и ка те ту ( BM = BK), 
сле до ва тель но,  EM = EK.

4)  Точ ка  E рав ноу да ле на  от сто рон  уг ла  CBD, сле до-
ва тель но,  она  ле жит  на бис сек три се  это го  уг ла,  т. е.  луч 
BE — бис сек три са  угла  CBD.

§ 3. ДВУГРАННЫЙ УГОЛ.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

Урок № 37

Тема урока: Двугранный угол

Основные задачи урока

Ввести понятия двугранного угла и его линейного угла, 
рассмотреть задачи на применение этих понятий.

Примерный план проведения урока

1. Вве сти поня тие дву гран но го  угла, исполь зуя рису-
нок 58 учеб ни ка.

2. Вве сти по ня тие ли ней но го  уг ла дву гран но го  уг ла. 
До ка зать,  что  все ли ней ные  уг лы дву гран но го  уг ла  рав ны 
 друг  дру гу ( см.  рис. 59,  а,  б).

3.  Дать оп ре де ле ние гра дус ной  ме ры дву гран но го  уг ла. 
Рас смо треть при ме ры ос т ро го, пря мо го  и ту по го дву гран-
ных  уг лов, ис поль зуя ри су нок 60 учеб ни ка. Пря мой дву-
гран ный  угол  мож но по ка зать  на пе ре се че нии  двух  стен 
клас сной ком на ты,  а  так же  сте ны  и по тол ка  или  по ла.

4.  Для клас сной  и до маш ней ра бо ты  мож но ис поль зо-
вать вы бо роч но за да чи 166—170.

Сле ду ет об ра тить вни ма ние уча щих ся на обо зна че ние 
дву гран ных уг лов. Дву гран ный угол с ре б ром AB, на раз-
ных гра нях ко то ро го от ме че ны точ ки C и D, на зы ва ет ся 
дву гран ным уг лом CABD.

Задача 167. В тетраэдре DABC все рёбра равны, точ-
ка M — середина ребра AC. Докажите, что �DMB — линей-
ный угол двугранного угла BACD.
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Р е  ш е  н и е. Ме ди аны  BM  и  DM яв ля ют ся од но вре-
мен но вы со та ми пра виль ных треу голь ни ков  ABC  и  ADC
( рис. 2.21). Поэ то му  BM � AC  и  DM � AC,  и, сле до ва-
тель но,  �DMB яв ля ет ся ли ней ным  уг лом дву гран но го 
 уг ла  при  ре б ре  AC тетраэдра.

Задача 170. Из вершины B треугольника ABC, сто-
рона AC которого лежит в плоскости α, проведён к этой 
плоскости перпендикуляр BB1. Найдите расстояние от 
точки B до прямой AC и до плоскости α, если AB = 2 cм, 
�BAC = 150° и двугранный угол BACB1 равен 45°.

Р е ш е  н и е.
1) Треугольник BAC тупоугольный с тупым углом A, 

поэтому основание его высоты BK, проведённой из верши-
ны B, лежит на продолжении стороны AC. Расстояния от 
точки B до прямой AC и до плоскости α равны соответ-
ственно BK и BB1 (рис. 2.22).

2) Так как AC � BK, то AC � KB1 по теореме, 
обратной теореме о трёх перпендикулярах. Следовательно, 
�BKB1 — линейный угол двугранного угла BACB1. По 
условию задачи �BKB1= 45°.

3) Из 
BAK имеем �A = 30°, BK = BA � sin 30°, BK = 1 см.

Из 
BKB1 получаем BB1= BK � sin 45°, BB1= �2�
�

2
 см.

О т в е т: BK = 1 см, BB1= �2�
�

2
 см.

Урок № 38

Тема урока: Признак перпендикулярности
двух плоскостей

Основные задачи уро ка

Вве сти по ня тие  уг ла  меж ду пло ско стя ми;  дать оп ре-
де ле ние пер пен ди ку ляр ных пло ско стей; до ка зать тео ре му, 
вы ра жаю щую приз нак пер пен ди ку ляр но сти  двух пло ско-

Рис. 2.21 Рис. 2.22
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стей; по ка зать при ме не ние  этой тео ре мы  при ре ше нии 
 за дач.

При мер ный  план про ве де ния  уро ка

1. Про ве рить вы бо роч но ре ше ния  за дач  из до маш ней 
ра бо ты. Же ла тель но ис поль зо вать слай ды  с го то вы ми чер-
те жа ми.

2. Об ра тить вни ма ние уча щих ся  на  то,  что  при пе ре-
се че нии  двух пло ско стей об ра зу ют ся че ты ре дву гран ных 
 уг ла.  Ес ли ϕ — ве ли чи на  то го  из че ты рёх  уг лов, ко то рый 
 не пре вос хо дит каж дого  из ос таль ных,  то го во рят,  что  угол 
 меж ду пе ре се каю щи ми ся пло ско стя ми  ра вен  ϕ.  Яс но,  что 
0° <  ϕ � 90°.  Ес ли  ϕ = 90°,  то пло ско сти на зы ва ют ся пер пен-
ди ку ляр ны ми.  В  этом слу чае каж дый  из че ты рёх дву гран-
ных  уг лов, об ра зо ван ных пе ре се каю щи ми ся плос ко стя ми, 
пря мой.

3. До ка зать тео ре му, вы ра жаю щую приз нак пер пен-
ди ку ляр но сти  двух пло ско стей. До ка за тель ство тео ре мы 
 мож но про ве сти  уст но  по тек сту учеб ни ка, ис поль зуя 
ри су нок 62. При ве дён ное  в учеб ни ке тра ди ци он ное до ка-
за тель ство,  как пра ви ло, ус пеш но ус ваи ва ет ся уча щи ми ся.

4.  Важ но об ра тить вни ма ние уча щих ся  на сле дую щие 
 два  фак та, ча с то ис поль зуемые  при ре ше нии  за дач:

а) Пло скость, пер пен ди ку ляр ная  к  ре б ру дву гран но го 
 уг ла, пер пен ди ку ляр на  к  его гра ням. ( Это ут вер жде ние  в 
нес коль ко  иной фор му ли ров ке при ве де но  в  п. 23 учеб ни ка 
 в  ви де след ствия  из тео ре мы.)

 б) Пер пен ди ку ляр, проведённый из лю бой точ ки од ной 
из двух взаимно перпендикулярных плоскостей к линии 
их пересечения, есть перпендикуляр к другой плоскости. 
(Это утверждение доказано в приведённом в учебнике 
решении задачи 178.)

5.  Для клас сной  и домаш ней рабо ты  можно исполь зо-
вать зада чи 171—180.

Зада ча 171. Ги по те ну за пря моу голь но го рав но бе дрен-
но го треу голь ни ка  лежит  в пло ско сти  α,  а  катет накло-
нён  к  этой пло ско сти  под  углом 30°. Най ди те  угол  между 
пло ско стью  α  и пло ско стью треу голь ни ка.

Р е  ш е  н и е.
1) Пусть 
ABC — дан ный тре у голь ник, AB � α, CO � α. 

Тог да от ре зок OB — про ек ция ка те та CB на плос кость α. 
По ус ло вию за да чи �CBO = 30° (рис. 2.23).

2) Пусть в тре у голь ни ке COB CO = a, тог да CB = 2a.
3) Про ве дём  CD � AB,  тог да  AB � DO  по тео ре ме, об рат-

ной тео ре ме  о  трёх пер пен ди ку ля рах,  и �CDO — ли ней-
ный  угол дву гран но го уг ла, об ра зо ван но го  при пе ре се че нии 
пло ско сти  α  с пло ско стью треу голь ни ка.  Пусть �CDO = x. 



78

 Это  и  есть ис ко мый  угол  меж ду пло ско стью  α  и пло ско-
стью треу голь ни ка.

4) Из 
CDB по лу ча ем �CBD = 45°, так как по ус ло-
вию тре у голь ник ACB рав но бе д рен ный и пря мо уголь -

ный. Поэтому CD = CB � sin 45°, CD = 2a �
�2�
�

2  
= a �2�.

5) Из 
CDO имеем sin x = CO
�

CD
, sin x = a

�

a �2�  
= 1

�

�2�
, x = 45°.

О т в е т: 45°.

За да ча 173. Ре б ро CD те т ра э д ра ABCD пер пен ди ку -

ляр но к пло с ко сти ABC, AB = BC = AC = 6, BD = 3 �7�. Най-
ди те дву гран ные уг лы DACB, DABC, BDCA.

Р е  ш е  н и е.
1)  Так  как  DC � ABC,  то  DCA � ABC  по приз на ку пер-

пен ди ку ляр но сти  двух пло ско стей ( рис. 2.24). Сле до ва-
тель но, дву гран ный  угол  при  ре б ре  AC,  т. е. дву гран ный 
 угол  DACB, пря мой.

2) Про ве дём CK � AB, тог да AB � DK по те о ре ме о трёх 
пер пен ди ку ля рах, и, сле до ва тель но, �DKC — ли ней ный 
угол дву гран но го уг ла при ре б ре AB те т ра э д ра. Из 
ACK

по лу ча ем CK = AC � sin 60°, CK = 3 �3�.

3) Из 
BDK имеем BK = 3, DK = �B�D�2�–�B�K�2�, DK =

= �6�3�–�9� = �5�4�= 3 �6�.

4) Пусть �CKD = α, тогда CK
�

DK  
= cos α, cos α = 3 �3�

�

3 �6�  
= 1

�

�2�
,

откуда α = 45°, т. е. двугранный угол DABC равен 45°.
5) Так как BC � DC и AC � DC, то �ACB — линейный 

угол двугранного угла BDCA.
По сколь ку  �ACB = 60°,  то дву гран ный  угол  BDCA 

 ра вен 60°.
 О т в е т: 90°, 45°, 60°.

За да ча 174. Най ди те дву гран ный  угол  ABCD те т ра эд ра 
 ABCD,  ес ли  уг лы  DAB,  DAC  и  ACB пря мые,  AC = CB = 5,

 DB = 5 �5�.

Рис. 2.23 Рис. 2.24
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Р е  ш е  н и е.
1)  По ус ло вию за да чи  уг лы 

 DAB  и  DAC пря мые, сле до-
ватель но,  DA � AB  и  DA � AC 
(рис. 2.25). От сю да сле ду ет,  что 
от ре зок DA — пер пен ди ку ляр 
 к пло ско сти  ABC,  и, сле до ва-
тель но, от ре зок AC — про ек-
ция наклон ной  DC  на пло скость 
 ABC.

2)  По ус ло вию за да чи  угол  ACB пря мой,  т. е.  BC � AC, 
 и, сле до ва тель но,  BC � DC  по тео ре ме  о  трёх пер пен ди ку-
ля рах.  Та ким об ра зом, �ACD — ли ней ный  угол дву гран-
но го  уг ла  ABCD.

3) Из 
DCB: DC = �D�B�2�–�B�C�2�, DC = �2�5�� 5�–�2�5�= 10.

4) Из 
DAC получаем �ACD = x, cos x = AC
�

DC
, cos x = 5

�

10
,

откуда x = 60°.

О т в е т: 60°.

Урок № 39

Тема урока: Прямоугольный параллелепипед

Основные задачи урока

Вве сти поня тие пря моу голь но го парал ле ле пи пе да, рас-
смо треть свой ства  его гра ней, дву гран ных  углов, диа го-
на лей.

При мер ный  план про ве де ния  уро ка

1. Сфор му ли ро вать оп ре де ле ние пря моу голь но го па рал-
ле ле пи пе да. До ка зать,  что  все  шесть гра ней пря мо уголь-
но го па рал ле ле пи пе да — пря моу голь ни ки.

2. До ка зать,  что  все дву гран ные  уг лы пря моу голь но го 
па рал ле ле пи пе да пря мые.

3. До ка зать т е о  р е  м у: ква драт диа го на ли пря мо уголь-
но го па рал ле ле пи пе да  ра вен  сум ме ква дра тов  трёх  его 
из ме ре ний.

Об ра тить вни ма ние  на ана ло гию  со свой ством диа го-
на ли пря моу голь ни ка.  Мож но от ме тить  так же,  что  эта 
тео ре ма яв ля ет ся  од ним  из ва ри ан тов про стран ствен ной 
тео ре мы Пи фа го ра.

Рас смо треть след ствие  из тео ре мы: диа го на ли пря мо-
уголь но го парал ле ле пи пе да  равны.

4.  Для клас сной  и домаш ней рабо ты  можно исполь зо-
вать выбо роч но зада чи 187—192.

Рис. 2.25
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За да ча 191. Дан куб ABCDA1B1C1D1. До ка жи те, что 
пло с ко сти ABC1 и A1B1D пер пен ди ку ляр ны.

Р е  ш е  н и е.
1)  BC1� B1C  по свой ству диа го на лей ква дра та ( рис. 2.26). 

 DC � BCC1, поэ то му  DC � BC1,  так  как BC1� BCC1.
 Та ким обра зом, пря мая  BC1 пер пен ди ку ляр на  к  двум 

пере се каю щим ся пря мым  DC  и  CB1, лежа щим  в пло ско-
сти  A1B1D. Сле до ва тель но, пря мая  BC1 пер пен ди ку ляр на 
 к пло ско сти  A1B1D  по приз на ку пер пен ди ку ляр но сти пря-
мой  и пло ско сти.

2) Пло скость  ABC1 про хо дит  через пря мую  BC1, пер-
пен ди ку ляр ную  к пло ско сти  A1B1D, сле до ва тель но, 
 ABC1� A1B1D  по приз на ку пер пен ди ку ляр но сти  двух плос-
ко стей.

Зада ча 192. Най ди те тан генс  угла  между диа го на лью 
 куба  и пло ско стью  одной  из  его гра ней.

Р е  ш е  н и е.
1) Пусть ре б ро ку ба ABCDA1B1C1D1 рав но a. Тог да

BD = a �2� (рис. 2.27). Так как D1D � ABC, то пря мая BD 
яв ля ет ся про ек ци ей пря мой BD1 на пло с кость гра ни ABCD, 
и по это му угол меж ду эти ми пря мы ми есть угол меж ду 
ди а го на лью BD1 и гра нью ABCD. Та ким об ра зом, тре бу-
ет ся най ти тан генс уг ла D1BD, ве ли чи ну ко то ро го обо зна-
чим α.

2) Из 
D1DB получаем tg α =
D1D
�

BD
, tg α = a

�

a �2�
, tg α = �2�

�

2
.

О т в е т: �2�
�

2
.

Урок № 40

Тема урока: Решение задач на прямоугольный
параллелепипед

Основные задачи урока

Повторить свойства прямоугольного параллелепипеда, 
решить ряд задач на прямоугольный параллелепипед.

Рис. 2.26 Рис. 2.27
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Примерный план проведения урока

1. Повторить вопросы теории путём опроса учащихся.
2. Проверить выборочно решения задач из домашней 

работы, используя готовые чертежи, слай ды.
3.  Для клас сной  и до маш ней ра бо ты  мож но ис поль зо-

вать за да чи 193—196.

За да ча 195. Най ди те из ме ре ния пря мо уголь но го 
па ралле ле пи пе да ABCDA1B1C1D1, ес ли AC1= 12 см и ди а-
го наль BD1 со став ля ет с пло с ко стью гра ни AA1D1D угол 
в 30°, а с ре б ром DD1 — угол в 45°.

Р е  ш е  н и е.
1) Ди а го на ли пря мо уголь но го 

па рал ле ле пи пе да рав ны, сле до ва-
тель но,

BD1= AC1= 12 см (рис. 2.28).
2) AB � ADD1, по это му от ре-

зок AD1 — про ек ция ди а го на ли 
BD1 на пло с кость гра ни AA1D1D, 
и, сле до ва тель но, �AD1B = 30°.

3) Из 
ABD1 получаем 
AB = 6 см (по свойству катета, 
лежащего против угла в 30°).

4) Из 
DD1B имеем DB =

= D1B � sin 45°, DB = 6 �2� см, DD1  =

= D1B � cos 45° = 6 �2� см.

5) Из 
ADB получаем AD = �D�B��2�–��A�B��2�, AD  =

= �7�2�–�3�6�  см = �3�6�  см = 6 см.

О т в е т: 6 см, 6 см, 6 �2� см.

Уроки № 41—42

Тема уроков: Повторение теории и решение задач
на перпендикулярность прямых и плоскостей

Основные задачи уро ков

Повторить некоторые вопросы теории путём опроса уча-
щихся: признак перпендикулярности прямой и плоскости, 
теорему о трёх перпендикулярах, признак перпендикуляр-
ности двух плоскостей и др.; решить задачи, близкие по 
содержанию к задачам, включённым в карточки к зачёту.

При мер ный план про ве де ния уро ков

1. Про ве рить вы бо роч но ре ше ние  за дач  из до маш ней 
ра бо ты.

Рис. 2.28
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2. Пов то рить ос нов ные во про сы тео рии: приз нак пер-
пен ди ку ляр но сти пря мой  и пло ско сти  и  др.  С  этой  це лью 
ис поль зо вать  так же во про сы  к  гла ве  II.

3.  Ре шить вы бо роч но за да чи  из § 1, 2, 3.  Мож но ис поль-
зо вать до пол ни тель ные за да чи 201, 204, 212, 216  и  др.

Це ле со об раз но ис поль зо вать слай ды 2.7, 2.8  в ос нов ном 
 для об суж де ния под хо дов  к ре ше нию  за дач, для на хож де-
ния не ко то рых про ме жу точ ных ве ли чин  в  хо де ре ше ния 
 за дач.

За да ча 204. Пря мая  OM пер пен ди ку ляр на  к пло ско-
сти пра виль но го треу голь ни ка  ABC  и про хо дит  че рез 
 центр  O  это го треу голь ни ка,  OM = a,  �MCO = ϕ. Най ди те:

а) рас стоя ние  от  точ ки  M  до 
каж дой  из вер шин тре уголь ни-
ка  ABC  и  до пря мых  AB,  BC 
 и  CA;

б) дли ну ок руж но сти, опи   сан-
ной  око ло треу голь ни ка  ABC;

в) пло щадь треу голь ни ка 
 ABC.

Р е  ш е  н и е.
а) 1) Про ве дём вы со ты  AD, 

 BK  и  CE треу голь ни ка  ABC.  Они 
пе ре се ка ют ся  в  точ ке O — цен тре 
треу голь ни ка ( рис. 2.29). 
 Так  как  OA = OB = OC,  то  
MAO = 
MBO = 
MCO (по 
 двум ка те там), поэ то му  MA = MB = MC.

2) Из 
MCO имеем MO
�

MC  
= sin ϕ, MC = a

�

sin ϕ
, MO

�

OC
 = tg ϕ,

OC = a
�

tg ϕ
.

3) OD = OK = OE = OC
�

2
, OD = a

�

2 tg ϕ
. 
MOD = 
MOK =

= 
MOE по двум ка те там, по это му MD = MK = ME.
4) Так как OD — про ек ция MD на пло с кость ABC и 

OD � BC, то MD � BC (по те о ре ме о трёх пер пен ди ку ля-
рах), и, сле до ва тель но, рас сто я ние от точ ки M до пря -

мой AB рав но MD. Из 
MOD по лу ча ем

MD = �M�O��2�+�O�D��2�,

MD = �a��2�+��a2

�

4 tg2 ϕ  

= a
�

2 tg ϕ  
� �1�+�4�tg��2�ϕ�.

б) Длина окружности, описанной около треугольни -
ка ABC, вычисляется по формуле l = 2πR, где R = OC,

поэтому l = 2πa
�

tg ϕ
.

Рис. 2.29
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в) Пло щадь 
ABC вы чис ля ет ся по форму ле

S = AB2
� �3�

��

4
.

Так как AB = OC � �3� =
a �3�
�

tg ϕ
, то SABC= 3 �3�a2

��

4 tg2 ϕ
.

О т  в е т: а) a
�

sin ϕ
, a
�

2 tg ϕ  
� �1�+�4�tg�2�ϕ�; б) 2πa

�

tg ϕ
; в) 3 �3�a2

��

4 tg2 ϕ
.

За да ча 212. Точ ка C яв ля ет ся про ек ци ей точ ки D на 
пло с кость тре у голь ни ка ABC. До ка жи те, что пло щадь

тре у голь ни ка ABD рав на S
�

cos α
, где S — пло щадь тре -

у голь ни ка ABC, а α — угол меж ду пло с ко стя ми ABC и 
ABD.

Р е  ш е  н и е.
1) Про ве дём высо ту  DK тре-

уголь ни ка  ABD  и сое ди ним 
от рез ком  точки  K  и  C ( рис. 2.30). 
 Тогда  CK � AB  по тео ре ме, об рат-
ной тео ре ме  о  трёх пер пен ди-
ку ля рах,  а �CKD — ли ней ный 
 угол дву гран но го  угла, обра зо-
ван но го  при пере се че нии пло ско-
стей  ABC  и  ABD.

2) По условию задачи �CKD = α.

S = SABC= 1
�

2
AB � СK, SABD= 1

�

2
AB � DK.

Из 
DKC по лу ча ем CK = DK � cos α, DK = CK
�

cos α
. По это -

му SABD= 1
�

2
AB �

CK
�

cos α
=

�

1

2
� AB � CK

��

cos α
, или SABD=

S
�

cos α
.

Рис. 2.30

Площадь проекции тре у голь ни ка 2.7

Д а  н о: 
ABC: AB = 21, AC = 10, BC = 17, AC � α. 
Дву гран ный угол BACO ра вен 60°, 
AOC — про ек ция 
тре у голь ни ка ABC на пло с кость α. Най ди те SAOC.

1. 212> 172+ 102. По это му 

 ABC ту по уголь ный.

2. Объ яс ни те, как по ст ро ить 

 AOC.

3. Объ яс ни те, как по ст ро ить 
ли ней ный угол дву гран но го уг ла 
BACO.

4. SABC  = 84.
5. SAOC  = 42.
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Зада ча 216. Точ ки  A  и  B  лежат  на  ребре дан но го дву-
гран но го  угла, рав но го 120°. Отрез ки  AC  и  BD про ве де ны 
 в раз ных гра нях  и пер пен ди ку ляр ны  к  ребру дву гран но го 
 угла. Най ди те отре зок  CD,  если  AB = AC = BD = a.

Р е ш е н и е.
1) Проведём DK 	 AB и AK 	 BD (рис. 2.31), тогда 

AK � AB, AK = KD = a. Так как AC � AB и AK � AB, то 
�CAK — линейный угол двугранного угла, и поэтому 
�CAK = 120°.

2) Из 
CAK по теореме косинусов получаем

CK2= AC2+ AK2– 2 � AC � AK � cos 120°,

CK2= a2+ a2– 2 � a � a � �– 1
�

2� = 3a2.

3) Так как AB � CAK (ре б ро пер пен ди ку ляр но к плос-
ко сти ли ней но го уг ла) и DK 	 AB, то DK � CAK, и, сле-

2.8

Точки A и B лежат на ребре прямого двугранного 
угла. Отрезки AC и BD проведены в разных гранях пер-
пендикулярно к ребру двугранного угла: AB = a, AC = b, 
BD = c.

1. Объясните, как построить линейный угол дву-
гран ного угла.

2. Укажите различные способы вычисления длины 
отрезка CD.

3. Найдите длину отрезка CD.
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до ва тель но, DK � CK. По это му тре у голь ник CKD пря мо-
уголь ный. Из 
CKD по лу ча ем CD2= CK2+ KD2, CD2= 3a2+
+ a2= 4a2, CD = 2a.

О т в е т: 2a.
В классах с углублённым изучением математики можно 

рассмотреть также пункты 25* и 26* и решить следующие 
задачи.

Задача 1. Луч OM лежит внутри трёхгранного угла 
OABC. Докажите, что сумма плоских углов трёхгранного 
угла OABC больше суммы плоских улов трёхгранного 
угла OABM.

За да ча 2. Все пло с кие уг лы трёх гран но го уг ла пря мые. 
Най ди те ве ли чи ны дву гран ных уг лов это го трёх гран но го 
уг ла. (От вет: 90°.)

За да ча 3. Каждый плоский угол трёхгранного угла 
равен 60°. На одном из рёбер взята точка на расстоянии 
3m от вершины угла. Найдите расстояние от этой точки

до противолежащей грани. (Ответ: m �6�.)

Урок № 43

Контрольная работа № 2.1

Вариант 1

1. Диагональ куба равна 6 см. Найдите:
а)0 ребро куба;
б)0 кос инус  угла  между диа го на лью  куба  и пло ско стью 

 одной  из  его гра ней.
2. Сторона AB ромба ABCD равна a, один из углов 

ромба равен 60°. Через сторону AB проведена плоскость α
на расстоянии a

�

2
 от точки D.

Рис. 2.31
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а)0 Найдите расстояние от точки C до плоскости α.
б)0 Покажите на рисунке линейный угол двугранного 

угла DABM, M � α.
в) Найдите синус угла между плоскостью ромба и 

плоскостью α.

Вариант 2

1. Основанием пря моу голь но го парал ле ле пи пе да слу -

жит ква драт, диа го наль парал ле ле пи пе да  равна 2 �6�  см,  а 
 его изме ре ния отно сят ся  как 1 : 1 : 2. Най ди те:

а)0 из ме ре ния парал ле ле пи пе да;
б)0 си нус  угла  между диа го на лью парал ле ле пи пе да  и 

пло ско стью  его ос но ва ния.
2. Сто ро на ква дра та  ABCD  рав на   a.  Че рез сто ро ну  AD

 про ве де на пло скость  α  на рас стоя нии  a�
2

  от  точки  B.

а)0 Най ди те рас стоя ние  от  точки  C  до пло ско сти  α.
б)0 По ка жи те  на рисун ке линей ный  угол дву гран но го 

 угла  BADM,  M � α.
в) Най ди те  синус  угла  между пло ско стью ква дра та  и 

пло ско стью  α.

Отве ты:

Вари ант 1.  1.  а) 2 �3�  см;  б) �6�
�

3
.

2.  а) a
�

2
;  в) 1

�

�3�
.

Вари ант 2.  1.  а) 2  см, 2  см, 4  см;  б) �6�
�

3
.

2.  а) a
�

2
;  в) 30°.

 Урок № 44

 Зачёт № 2. Пер пен ди ку ляр ность пря мых
 и пло ско стей

Кар точ ка 1

1. Сфор му ли ру йте оп ре де ле ние пер пен ди ку ляр но сти 
пря мой  и пло ско сти. До ка жи те тео ре му, вы ра жаю щую 
приз нак пер пен ди ку ляр но сти пря мой  и пло ско сти.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 131  или 216.

Кар точ ка 2

1. До ка жи те тео ре мы, ус та на вли ваю щие  связь  меж ду 
па рал лель но стью пря мых  и  их пер пен ди ку ляр но стью  к 
пло ско сти.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 143  или 213.



Кар точ ка 3

1. До ка жи те тео ре му  о  трёх пер пен ди ку ля рах.
2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 150  или 212.

Кар точ ка 4

1. Сфор му ли ру йте оп ре де ле ние  уг ла  меж ду пря мой  и 
пло ско стью. Рас ска жи те  о свой стве  уг ла  меж ду пря мой 
 и пло ско стью.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 157  или 206.

Кар точ ка 5

1. Сфор му ли ру йте оп ре де ле ние пер пен ди ку ляр но сти 
двух пло ско стей. До ка жи те тео ре му, вы ра жаю щую при-
знак пер пен ди ку ляр но сти  двух пло ско стей.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 171  или 202.

Кар точ ка 6

1. До ка жи те тео ре му  о диа го на ли пря моу голь но го 
па рал ле ле пи пе да.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 195  или 197.
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Гла ва I II

 МНОГОГРАННИКИ

§ 1.  ПОНЯТИЕ  МНОГОГРАННИКА.  ПРИЗМА

 Урок № 45

 Тема  урока: Поня тие мно го гран ни ка. Приз ма

Основ ные зада чи  урока

Вве сти поня тия мно го гран ни ка,  его элемен тов, выпук-
ло го  и невы пу кло го мно го гран ни ков, приз мы.

При мер ный  план про ве де ния  уро ка

1. На пом нить из вест ные уча щим ся по ня тия те т ра эд ра 
 и па рал ле ле пи пе да. Под чер кнуть,  что каж дая  из  этих 
по верх но стей ог ра ни чи ва ет не ко то рое гео ме три че ское  те ло, 
от де ля ет  это  те ло  от ос таль ной  ча с ти про стран ства.  Та кое 
на гляд ное пред ста вле ние  о гео ме три че ских  те лах впол не 
до ста точ но  для уча щих ся  на пер вич ном уров не рас смо тре-
ния  это го по ня тия.  Ни же,  в  п. 28, рас сма три ва ет ся оп ре-
де ле ние гео ме три че ско го  те ла,  в  свя зи  с  чем вво дит ся  ряд 
 но вых по ня тий.  Этот ма те ри ал  мо гут про чи тать са мо стоя-
тель но наи бо лее под го то влен ные уча щие ся, про яв ляю щие 
по вы шен ный ин те рес  к ма те ма ти ке.

2. Ис поль зуя мо де ли мно го гран ни ков ( ку ба, па рал ле ле-
пи пе да, те т ра эд ра, приз мы  и  др.), наз вать  их эле мен ты: 
 гра ни,  рё б ра, вер ши ны, диа го на ли гра ней  и диа го на ли 
мно го гран ни ка.  Важ но,  что бы уча щи еся ус вои ли  эти 
по ня тия,  что поз во лит пра виль но по ни мать фор му ли ров ки 
 за дач,  в про цес се  их ре ше ния  не сме ши вать наз ва ния раз-
лич ных эле мен тов.

3.  С по мо щью ри сун ков 70—72 учеб ни ка вве сти по ня-
тия вы пу кло го  и не вы пу кло го мно го гран ни ков.

4. Приз ма  A1A2...AnB1B2...Bn оп ре де ля ет ся  как мно го-
гран ник, со ста влен ный  из  двух рав ных мно го уголь ни ков 
 A1A2...An  и  B1B2...Bn, рас по ло жен ных  в па рал лель ных 
пло ско стях,  и  n па рал ле ло грам мов  A1A2B2B1, ...,  AnA1B1Bn. 
 Та ким об ра зом,  од ной  из  пар про ти во по лож ных сто рон 
 этих па рал ле ло грам мов слу жат со от вет ствен ные сто ро ны 
рав ных мно го уголь ни ков.

5. Ис поль зуя ри сун ки 76, 77 учеб ни ка, вве сти эле-
мен ты приз мы: ос но ва ния, бо ко вые  гра ни, бо ко вые  рёб ра 
 и сто ро ны ос но ва ния, вы со та приз мы.
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6.  С по мо щью мо де лей разъ яс нить по ня тия: пря мая 
приз ма, на клон ная приз ма, пра виль ная приз ма.

7. Об ра тить вни ма ние уча щих ся  на  то,  что зна ко мый 
 им па рал ле ле пи пед — э то че ты рёх уголь ная приз ма.

У произвольного параллелепипеда все шесть граней — 
параллелограммы, у прямого параллелепипеда основа-
ния — параллелограммы, а боковые грани — прямоуголь-
ники, у прямоугольного параллелепипеда все шесть гра-
ней — прямоугольники.

8.  Для клас сной  и до маш ней ра бо ты  мож но ис поль зо-
вать за да чи 218—225.

 В про цес се ре ше ния  за дач  мож но при ме нять сим во ли-

 че с кую  за пись (a, α) — в ел ич ин а  уг ла  меж ду пря мой  a

 и пло ско стью  α, (α, β) — в ел ич ин а  уг ла  меж ду пло ско-
стя ми  α  и  β.

За да ча 219.
 Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — пря моу голь ный парал ле ле-

 пипед,  AB = 12  см,  AD = 5  см, ( D1B, AB C) = 45°.

 Найти  DD1.

Р е ш е  н и е.

1)  Из  
ABD  имеем BD = 

= ��A�B��2�+��A�D��2�, BD = �1�2��2�+�5��2�  см =

= �1�6�9�  см = 13 см ( рис. 3.1).

2)  D1D � ADC, BD — про ек ция 
диа го на ли  BD1  на плос кость  ADC, 
поэ то му �D1BD — у гол  между 
диа го на лью  BD1 и  пло ско стью 
осно ва ния:  �D1BD = 45°. 
  D1BD 
пря мо уголь ный и рав но бе дрен-
ный:  D1D = DB = 13 см.

 О т в е т: 13  см.

За да ча 223. Че рез  два про ти во по лож ных  ре б ра  ку ба

про ве де но се че ние, пло щадь ко то ро го  рав на 64 �2�  см2. 
 Най ди те ребро куба и его диагональ.

Р е ш е н и е.

1) Пусть AB = BC = a, тогда BC1= a �2�.

2)  BA � AD  и  BA � AA1, сле до ва тель но,  BA пер пен ди-
ку ляр но  к пло ско сти  грани  ADD1A1,  и поэ то му  BA � AD1 
( рис. 3.2).

Сече ние ABC1D1 — пря моу голь ник.  SABC1D1
= AB � BC1,

 т. е.  a � a �2� = 64 �2� см2, отку да  a2= 64 см2,  a = 8 см.

Рис. 3.1
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3)  BD2
1= 3a2 ( по тео ре ме  о ква дра те диа го на ли пря мо-

у голь но го парал ле ле пи пе да),  BD2
1= 3 � 82 см2,  BD1= 8 �3� см.

 О т в е т:  AB = 8  см,  BD1= 8 �3�  см.

Зада ча 225.
 Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — пра виль ная четы рёх уголь ная

приз ма, ( BD1, AD D1) = 30°.

 Найти ( BD1,  ABC).

Р е  ш е  н и е.

1)  AB � ADD1, сле до ва тель но, AD1 — про ек ция диа го-
на ли  BD1  на пло скость  гра ни  ADD1A1, поэ то му �AD1B — 
у гол  меж ду диа го на лью  BD1  и пло ско стью  этой  гра ни
( рис. 3.3).  �АD1B = 30°.

2) От ре зок BD — про ек ция диа го на ли  BD1  на плос-
кость ос но ва ния приз мы, поэтому �D1BD = x — иско мый 
 угол  меж ду диа го на лью приз мы  и пло ско стью ос но ва ния.

3)  Пусть  AB = a,  тогда  BD = a �2�.  Из  
ABD1 полу ча ем 
 BD1= 2a ( по свой ству кате та, лежа ще го про тив  угла в 30°).

4)  Из  
D1DB  имеем  cos x = BD
�

BD1  

=
a �2�
�

2a  
= �2�

�

2
,  x = 45°.

 О т в е т: 45°.

 Урок № 46

 Тема  урока: Пло щадь поверх но сти приз мы

Основ ные зада чи  уро ка

До ка зать тео ре му  о пло ща ди бо ко вой по верх но сти пря-
мой приз мы, вы ра бо тать на вы ки ре ше ния  за дач  на вы чис-
ле ние пло ща дей пол ной  и бо ко вой по верх но стей приз мы.

Рис. 3.2 Рис. 3.3
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При мер ный  план про ве де ния  уро ка

1. Про ве рить вы бо роч но вы пол не ние до маш не го за да-
ния, уме ние  ре шать за да чи  ти па 220, 221, 224. Же ла-
тель но ис поль зо вать за ра нее под го то влен ные ре ше ния 
 за дач.

2. Дока зать тео ре му  о пло ща ди боко вой поверх но сти 
пря мой приз мы. Полез но сде лать запи си, кото рые помо гут 
уча щим ся  усвоить дока за тель ство тео ре мы, приведённое 
 в учеб ни ке.

Обоз на чим  длины сто рон осно ва ния пря мой n-у голь ной 
приз мы  через  a1,  a2, ...,  an, высо ту — бу квой  h.

 Тогда

 Sбок= a1h + a2h + ... + anh = ( a1+ a2+ ... + an) h = p � h,

 где p — пе ри метр осно ва ния приз мы.

3. По ка зать при ме не ние фор мул пол ной  и бо ко вой 
по верх но стей приз мы  при ре ше нии  за дач.

 Для клас сной  и до маш ней ра бо ты  мож но ис поль зо вать 
за да чи 229а — г, 230, 231, 232.

 Для ра бо ты  на уро ке — за да чи 229 а, 230.

За да ча 230.
 Д а  н о: ABCA1B1C1 — пря мая приз ма,  AB = 5  см,  BC =

= 3  см,  �ABC = 120°. Наи боль шая  из пло ща дей боко вых 
гра ней  равна 35  см2.

 Найти  Sбок.

Р е ш е  н и е.

1)  Из  треугольника ABC нахо дим  ребро  AC  по тео  -
реме  кос ину сов:   AC2= AB2+ BC2– 2 � AB � BC � cos 120°,

 AC2= 25 + 9 – 2 � 5 � 3 � �– 1
�

2 � = 49 см2,  AC = 7 см ( рис. 3.4).

2) Отре зок AC — боль шая 
сто ро на треу голь ни ка  ABC, 
сле до ва тель но, ACC1A1 — боль -
шая боко вая  грань приз мы. 
Поэ то му  AC � CC1 = 35 см2,  или 
7 �  h = 35 см2, отку да  h = 5 см.

3)  Sбок= p � h,

Sбок= (5 + 3 + 7) � 5  см2 = 75 см2.

О т в е т: 75  см2.
Рис. 3.4
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 Уроки № 47—48

 Тема уро ков: Пов то ре ние тео рии, реше ние  задач
 на вычи сле ние пло ща ди поверх но сти приз мы

Основ ные зада чи  уроков

Пов то рить опре де ле ния приз мы,  её элемен тов,  вывод 
фор му лы пло ща ди боко вой поверх но сти пря мой приз мы, 
про дол жить фор ми ро ва ние навы ков реше ния  задач.

При мер ный  план про ве де ния  уроков

1. Пов то рить вопро сы тео рии  путём фрон таль ной 
бесе ды  и опро са уча щих ся: опре де ле ния приз мы  и па рал-
ле ле пи пе да,  их эле мен тов,  вы вод фор му лы пло ща ди бо ко-
вой по верх но сти пря мой приз мы.

2.  Ре шить за да чи 226, 227, 228, 233, 234, 236—238.
3. За да чи 232, 235  и  ряд до пол ни тель ных  за дач  к  гла ве 

ис поль зо вать  в ин ди ви ду аль ной ра бо те  с уча щи ми ся, про-
яв ляю щи ми по вы шен ный ин те рес  к ма те ма ти ке,  на спец-
кур се.

4. По лез но ис поль зо вать  на уро ках слай ды 3.1—3.5. 
 Это по мо жет учи те лю эко ном но расходо вать  вре мя  при 
об суж де нии под хо дов  к ре ше нию  за дач.

5.  С  це лью про вер ки на вы ков ре ше ния ос нов ных  ти пов 
 за дач про ве сти са мо стоя тель ную рабо ту.

3.1

Зада ча. Осно ва ние приз мы — пра виль ный тре уголь-
ник  ABC. Боко вое  ребро  AA1 обра зу ет  равные  острые 
 углы  со сто ро на ми осно ва ния  AB  и  AC.

Дока  жите,  что:  а) BC � AA1;  б) грань BB1C1C — пря-
мо уголь ник.

Р е ш е  н и е.
 а) Так  как  AA1 обра зу ет рав-

ные  острые  углы  со сто ро на ми 
 AB  и  AC,  то про ек ци ей  ребра 
 AA1  на пло скость  ABC явля ет ся 
отре зок  AO бис сект ри сы  угла 
 BAC.  BC � AO, сле до ва тель но, 
 BC � AA1  по тео ре ме  о  трёх пер-
пен ди ку ля рах.

 б) BC � AA1,  AA1	 BB1, по -
это му  BC � BB1, и значит, 
BB1C1C — прямоугольник.



93

3.2

До ка жи те,  что пло щадь бо ко вой по верх но сти наклон-
ной приз мы  рав на про из ве де нию пе ри ме тра пер пен ди-
ку ляр но го се че ния  на бо ко вое  ре б ро.

Д о  к а  з а  т е л ь  с т в о.
Пло скость пер пен ди ку ляр  но го се че ния приз мы пер-

пен ди ку ляр на  к бо ко вым рёбрам, поэ то му сто ро ны 
перпен ди ку ляр но го се че ния приз мы яв ля ют ся вы со-
та ми па рал ле ло грам мов.

 Sбок= a1l + a2l + ... + anl,
Sбок= (a1+ a2+ ... + an) l, Sбок= P�� l.

3.3

Зада ча. ABCA1B1C1 — треу голь ная приз ма. Секу щая 
пло скость  α пере се ка ет про дол же ния боко вых рёбер  B1B 
 и  C1C  в точ ках  M  и  N,  α � AA1.

Cече ние приз мы пло ско стью α  есть треу голь ник 
 A1EK.  За пер пен ди ку ляр ное сече ние приз мы при ни ма-
ет ся треу голь ник  A1MN. Дока жи те,  что  Sбок= P�� l,  т. е.

 Sбок= (A1M + A1N + MN) � AA1.
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3.4

Зада ча. Cто ро на осно ва ния пра виль ной треу голь ной 
приз мы  равна  a, высо та приз мы  равна 1,5 a.  Через сто-
ро ну осно ва ния  и про ти во по лож ную вер ши ну дру го го 
осно ва ния про ве де но сече ние.

Най ди те:
1. Пло щадь боко вой поверх  но-

сти приз мы.
2. Высо ту осно ва ния приз  мы.
3.  Угол  между плос ко стя ми 

ос но ва ния  и се че ния.
4. Отно ше ние пло ща дей осно-

ва ния  и сече ния приз мы.

О т в е т: 1. 4,5a2. 2. 
a �3�
�

2
.

 3. 60°. 4. 1
�

2
.

3.5

Зада ча. Осно ва ни ем пря мой приз мы явля ет ся пря-
моу голь ный треу голь ник, гипо те ну за кото ро го  равна  m, 
 а  острый  угол  равен 60°.  Через  катет, про ти во ле жа щий 
 этому  углу,  и про ти во по лож ную  этому кате ту вер ши ну 
дру го го осно ва ния про ве де но сече ние, соста вляю щее 
 угол 45°  с пло ско стью ос но ва ния.

1. До ка жи те, что тре уголь ник 
A1CB пря мо уголь ный.

2. Ука жи те раз лич ные спо со бы 
вы чис ле ния пло  ща дей ос но ва ния 
и се че ния приз мы.

3. Вы чис ли те пло щадь ос  но ва-
ния приз мы.

4. Вы чис ли те пло щадь бо ко-
вой по верх но сти приз мы.

 О т  в е т: 3. m2 �3�
�

8
.

 4. 
m2 (3 + �3�)
��

4
.
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Само стоя тель ная рабо та № 3.1

Вари ант 1

Сто ро на ос но ва ния пра виль ной че ты рёх уголь ной приз-
 мы  рав на  a, диа го наль приз мы об ра зу ет  с пло ско стью 
ос но ва ния  угол в 45°. Най ди те:

а)0 ди а го на ль приз мы;
б)0 у гол  меж ду диа го на лью приз мы  и пло ско стью бо ко-

вой  гра ни;
в)0 пло щадь бо ко вой по верх но сти приз мы;
г) пло щадь се че ния приз мы пло ско стью, про хо дя щей 

 че рез сто ро ну ниж не го ос но ва ния  и про ти во по лож ную сто-
ро ну верх не го ос но ва ния.

Ва ри ант 2

Диа го наль пра виль ной че ты рёх уголь ной приз мы рав-
на  a  и об ра зу ет  с пло ско стью бо ко вой  гра ни  угол в 30°. 
Най ди те:

а)0 сто ро ну ос но ва ния приз мы;
б)0 у гол  меж ду диа го на лью приз мы  и пло ско стью ос но-

ва ния;
в)0 пло щадь бо ко вой по верх но сти приз мы;
г) пло щадь се че ния приз мы пло ско стью, про хо дя щей 

 че рез диа го наль ос но ва ния па рал лель но диа го на ли приз мы.

От ве ты:

Ва ри ант 1.   а) 2a; б) 30°; в) 4a2 �2�; г) a2 �3�.

Вари ант 2.   а) a
�

2
; б) 45°; в) a2 �2�; г) a2 �2�

�

8
.

 В клас сах  с углублённым изу че ни ем мате ма ти ки на 
 одном  из уро ков целе со об раз но выве сти фор му лу пло ща-
ди пря мо уголь ной про ек ции мно го уголь ни ка,  а  затем  с  её 
помо щью дока зать про стран ствен ную тео ре му Пифа го ра 
( п. 31* учеб ни ка).

§ 2. ПИРАМИДА

Урок № 49

Тема урока: Пирамида. Правильная пи ра ми да

Ос нов ные за да чи уро ка

Вве сти по ня тие пи ра ми ды, до ка зать тео ре му  о пло ща ди 
бо ко вой по верх но сти пра виль ной пи ра ми ды, рас смот реть 
за да чи, свя зан ные  с пи ра ми дой.
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При мер ный план про ве де ния уро ка

1. Вве сти по ня тия пи ра ми ды,  её эле мен тов: ос но ва ние, 
бо ко вые  гра ни, вер ши на, бо ко вые  рё б ра, вы со та.

2. Вве сти по ня тие пра виль ной пи ра ми ды, ак цен ти ро вав 
вни ма ние уча щих ся  на  двух мо мен тах: ос но ва ние пи ра-
ми ды — пра виль ный мно го уголь ник,  а от ре зок, сое ди няю-
щий вер ши ну пи ра ми ды  с цен тром  её ос но ва ния, яв ля ет ся 
вы со той пи ра ми ды.

3. Используя рисунок 82 учебника, доказать устно, что 
боковые грани правильной пирамиды — равные равно-
бедренные треугольники.

4. Вве сти поня тие апофе мы пра виль ной пира ми ды.  Это 
высо та боко вой  грани пра виль ной пира ми ды, проведённая 
 из  её вер ши ны. Под чер кнуть,  что  этот тер мин упо тре бля-
ет ся толь ко  для пра виль ной пира ми ды,  хотя  у непра виль-
ной пира ми ды  также  могут  быть  равны высо ты боко вых 
гра ней.

5. Дока зать тео ре му  о пло ща ди боко вой поверх но сти 
пра виль ной пира ми ды, опи ра ясь  на  текст учеб ни ка.

Полез на сим во ли че ская  запись до ка за тель ства:
 Пусть сто ро на ос но ва ния пра виль ной пи ра ми ды рав на a, 

апо фе ма рав на d. S
 — пло щадь бо ко вой гра ни. Тог да

Sбок= n � S
= n �
1
�

2  
ad = 1

�

2  
(n � a) � d, т. е. Sбок= 1

�

2  
p � d, где p —

пе ри метр ос но ва ния пи ра ми ды.
6. Рас смо треть за да чи  на вы чи сле ние эле мен тов  и пло-

ща ди по верх но сти пи ра ми ды  и  в пер вую оче редь  ре шать 
за да чи  на пра виль ную пи ра ми ду.

 Для клас сной  и до маш ней ра бо ты  мож но ис поль зо вать 
вы бо роч но зада чи 254—258.

Задача 255.
Д а н о: MABC — правильная треугольная пирамида, 

AB = 8 см, �BMC = ϕ, MO — высота пирамиды.

 Найти  MO.
Р е  ш е  н и е.
1)  Ос но ва ние вы со ты MO 

(точ ка O) — центр ок руж но с-
ти, опи сан ной око ло тре у голь-
ни ка ABC, AO = R — ра диус

этой ок руж но с ти. AB = R �3�, 

R = AO = 8
�

�3�  
см, OD = AO

�

2  
= 4

�

�3�  
см.

2) Из треугольника MBD 

имеем BD
�

MD
= tg

ϕ
�

2
, MD = 4

�

tg �

ϕ

2
�

 см 

(рис. 3.5). Рис. 3.5
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3) Из 
MOD получаем

MO = �M�D��2�–�O�D��2�=

= ��16
�

tg2
�

ϕ

2
�

�–� �16
�

3
  см = 4 ��1

�

tg2
�

ϕ

2
�

�–� �1
�

3
  см = 4

�

tg �

ϕ

2
�
�1�–��1

�

3
tg��2�ϕ

�

2
  см.

О т в е т: 4
�

tg �

ϕ

2
�
�1�–��1

�

3
tg��2��ϕ

�

2
  см.

Задача 256.
 Д а н о: MABCD — пра виль -

ная четы рёх уголь ная пира ми да, 
AB = m, �BMC = α.

 Найти:

 а) MO (высоту пирами ды);

б) MB; в) (MBC, ABC);

г) (AMD,  CMD).

Р е ш е  н и е.

а) ABCD — квадрат. OK = BK = m
�

2
. Из 
MBK имеем

BK
�

MK  
= tg α

�

2
, MK  = m

�

2 tg �

α

2
�

 (рис. 3.6). Из 
MOK получаем

MO = �M�K��2�–�O�K��2�,

MO = �
�m2

�

4 tg2
�

α

2
�

�–��m2

�

4  
= m

�

2 �
�cos2

�

α

2
�

�

sin2
�

α

2
�

�
–

�
1
�

=
m �c�o�s�α�
��

2 sin �

α

2
�

.

б) Из 
MBK имеем BK
�

MB
= sin α

�

2
, MB = m

�

2 sin �

α

2
�

.

 в) OK � BC,  MK � BC, поэ то му �OKM — ли ней ный 
 угол дву гран но го  угла, обра зо ван но го пло ско стя ми боко-
вой  грани  MBC  и осно ва ния пира ми ды. Пусть �OKM = β,

тогда cos β  = OK
�

MK
= m

�

2  
: m
�

2 tg �

α

2
�

  

= tg α
�

2
, β = arccos �tg α

�

2 �.

г) Про ве дём OE � MD. Так как MD � OE и MD � AC, 
то MD � ACE, и, сле до ва тель но, �AEC — ли ней ный угол 
дву гран но го уг ла при бо ко вом ре б ре MD. Пусть �AEC = γ.

Из 
MEC име ем �EMC = α, EC
�

MC
= sin α, EC = m

�

2 sin �

α

2
�

� sin α =

= m � cos α
�

2
.

Рис. 3.6
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Из 
OEC получаем OC
�

EC  
= sin

γ
�

2
, sin

γ
�

2  
=

m �2�
�

2  
: m cos α

�

2  
=

=
�2�

�

2 cos �

α

2
�

, 
γ 
�

2  
= arcsin � �2�

�

2 cos �

α

2
� �, γ  = 2 arcsin � �2�

�

2 cos �

α

2
� �.

О т в е т: а) 
m �c�o�s�α�
��

2 sin �

α

2
�

; б) m
�

2 sin �

α

2
�

; в) arccos �tg α
�

2 �;

г) 2 arcsin � �2�
�

2 cos �

α

2
� �.

Урок № 50

Тема урока: Повторение теории, решение задач
на правильную пирамиду

Основные задачи уро ка

Пов то рить до ка за тель ство тео ре мы  о пло ща ди бо ко вой 
по верх но сти пра виль ной пи ра ми ды, про дол жить вы ра-
бот ку на вы ков ре ше ния  за дач  на пра виль ную пи ра ми ду.

При мер ный план про ве де ния уро ка

1. Пов то рить до ка за тель ство тео ре мы  о пло ща ди бо ко-
вой по верх но сти пра виль ной пи ра ми ды.

2. Про ве рить вы бо роч но ре ше ния  за дач  из до маш ней 
ра бо ты. Же ла тель но  при  этом  для эко но мии вре ме ни 
ис поль зо вать го то вые чер те жи, слай ды  с ре ше ния ми  за дач.

3.  Ре шить вы бо роч но за да чи 257, 259—265.
Не об хо ди мо об ра тить вни ма ние уча щих ся  на ка че ство 

вы пол не ния ри сун ков  к за да чам.  С  этой  це лью по лез но 
ис поль зо вать приведённые  ни же слай ды 3.6—3.8  с изо бра-
же ния ми  фи гур.  Их ис поль зо ва ние по мо жет учи те лю об су-
дить  уст но  в  фор ме фрон таль ной бе се ды ре ше ния  за дач, 
пов то рить не ко то рые важ ные во про сы  из  ра нее изу чен ных 
раз де лов  кур са гео ме трии, помо жет уча щим ся  решить 
само стоя тель но зада чи 261, 262, 263.

За да ча 264. Най ди те пло щадь бо ко вой по верх но сти 
пра виль ной ше с ти у голь ной пи ра ми ды,  ес ли сто ро на  её 
ос но ва ния  рав на  a,  а пло щадь бо ко вой  гра ни  рав на пло-
ща ди се че ния, проведённо го  че рез вер ши ну пи ра ми ды  и 
боль шую диа го наль осно ва ния.

Р е ш е н и е.

AB = a, AD = 2a. Sгр= 1
�

2
AB � MK, SMAD= 1

�

2  
� AD � MO

(рис. 3.7). По условию задачи 1
�

2
a � MK = 1

�

2
� 2a � MO, откуда
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MK = 2MO, и, следовательно, 
�MKO = 30°. Из 
AOK имеем

OK =
a �3�
�

2
. Из 
MOK получаем

MK = OK
�

cos 30°  
=  

a �3�
� 

2  
: �3�
�

2  
=  a.

Таким образом,

Sбок= 6 �
1
�

2  
a � a = 3a2.

О т в е т: 3a2.
Рис. 3.7

Изображение фигур 3.6

Опи ра ясь  на свой ства парал лель но го про ек ти ро ва-
ния, объяс ни те  вид проек ци й изо бра жён ных  ниже пра-
виль ных мно го уголь ни ков  и пра виль ных пира мид.

Правильные многоугольники

Параллельные проекции многоугольников

Правильные пирамиды
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3.7

Зада ча. DABC — пра виль ная треу голь ная пира ми да.

Докажите, что:
1. Скрещивающиеся рёбра DC

и AB перпендикулярны.
2. AB � DCK.
3. Плоскости DAB и DCK 

перпендикулярны.
4. Перпендикуляр OE из 

точки O к апофеме DK явля-
ет ся перпендикуляром к плос-
кости DAB.

Дополните подробным обоснованием приведённые 
записи:

1. AB � CO, AB � DC.
2. AB � CK, AB � DK, AB � DCK.
3. AB � DCK, AB � DAB, DAB � DCK.
4. OE � DK, OE � AB, OE � DAB.

3.8

Зада ча. Каж дое  ребро пра виль ной четы рёх уголь ной 
пира ми ды  MABCD  равно  a.  Через сере ди ны  N,  K,  L 
рёбер про ве де но сече ние пира ми ды пло ско стью.

1. Дока жи те,  что:
а) NK 	 MDC;  б) LF 	 KN; в) се че ние NKLF — рав но-

бе дрен ная тра пе ция.
2. Вычи сли те пери метр тра пе ции.
3. Составь те  план вычи сле ния пло ща ди тра пе ции.
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Уроки № 51—52

Тема уроков: Решение задач по теме «Пирамида».

Основные задачи уроков

Рас смо треть зада чи  на вычи сле ние пло ща ди поверх но-
сти про из воль ной пира ми ды.

При мер ный план проведения уро ков

1. Про ве рить вы бо роч но ре ше ния  за дач  из до маш-
ней ра бо ты. Же ла тель но ис поль зо вать го то вые чер те жи, 
слай ды  с реше ния ми  этих  за дач.

2.  Ре шить нес коль ко  за дач  на вы чи сле ние эле мен-
тов  и пло ща ди по верх но сти про из воль ной пи ра ми ды. 
 С  этой  це лью ис поль зо вать за да чи 239—253 вы бо роч но, 
за да чи 266  и 267,  а  так же до пол ни тель ные за да чи  к 
 гла ве.  Эти за да чи  мо гут  быть ис поль зо ва ны  как  на уро-
ках № 51—52,  так  и  при про ве де нии зачёта  по  те ме.

 При под бо ре  за дач  к уро кам сле ду ет  иметь  в  ви ду,  что 
 к за да чам, свя зан ным  с пи ра ми дой, пред сто ит вер нуть ся  в 
11 клас се  в  свя зи  с рас смо тре ни ем фор му лы объё ма пи ра-
ми ды.

3. Пов то рить до ка за тель ство тео ре мы  о вы чи сле нии 
пло ща ди бо ко вой по верх но сти пра виль ной пи ра ми ды.

4.  С  це лью про вер ки уров ня сфор ми ро ван но сти на вы-
ков ре ше ния  за дач про ве сти са мо стоя тель ную ра бо ту  на 
вы чи сле ние эле мен тов  и пло ща ди по верх но сти пра виль ной 
пи ра ми ды.

Приведём ре ше ния не ко то рых  из наз ван ных  вы ше 
 за дач  для ра бо ты  на уро ках.  В про цес се  их ре ше ния  от 
уча щих ся  мож но тре бо вать  лишь ми ни маль но не об хо ди-
мые обос но ва ния.

Задача 241. Основанием пирамиды является парал-
лелограмм со сторонами 5 м и 4 м и меньшей диагональю 
3 м. Высота пирамиды проходит через точку пересечения 
диагоналей основания и равна 2 м. Найдите площадь 
полной поверхности пирамиды.

Р е ш е н и е.
1)  Пусть  AB = 5  м,  AD = 4  м,  BD = 3  м. Заме тим,  что 

треу голь ник  ABD пря моу голь ный:  �ADB = 90° (рис. 3.8).
 AD � DO, сле до ва тель но,  по тео ре ме  о  трёх пер пен ди ку-

ля рах  AD � MD,  т. е.  MD явля ет ся высо той  грани  MAD.

2) Из 
MDO получаем MD = �2��2�+�1�,5��2�   м = �6�,2�5�   м = 
= 2,5 м.

3) Из 
ADB имеем DK � AB, AB � DK = AD � BD,

5 � DK = 4 � 3, DK = 12
�

5
  м. Из 
MOF получаем OF 	 DK, 
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OF = 1
�

2  
DK, OF = 6

�

5
 м. 

MF = �M�O��2�+�O�F��2�= �4�+��36
�

25
 м =  ��136

�

25  
м =

2 �3�4�
�

5
 м.

4) Sбок= 2SAMD  + 2SAMB= (4 � 2,5 + 5 �

2 �3�4�
�

5
) м2 = (10 + 2 �3�4�) м2.

Sосн= 4 � 3  м2 = 12 м2. Sпир= (22 + 2 �3�4�) м2.

О т в е т: (22 + 2 �3�4�) м2.

Зада ча 243. Ос но ва ни ем пира ми ды  DABC явля ет ся 
треу голь ник  ABC,  у кото ро го  AB = AC = 13  см,  BC = 10  см, 
 ребро  AD пер пен ди ку ляр но  к пло ско сти осно ва ния  и  равно 
9  см. Най ди те пло щадь боко вой поверх но сти пира ми ды.

Р е ш е н и е.
1) Проведём AK � BC, тогда BC � DK (по теореме о трёх 

перпендикулярах), т. е. DK — высота треугольника DBC 
(рис. 3.9).

2) Из 
ABK получаем

AK = ��A�B��2�–�B�K��2�= �1�6�9�–�2�5�  см = �1�4�4�  см = 12 см.

3) Из 
DAK имеем

DK = �D�A�2�+��A�K��2�= �8�1�+�1�4�4� см = �2�2�5� см = 15 см.

4) 
ADB = 
ADC (по двум катетам). Sбок= 2SADB+ SBDC, 

Sбок= (13 � 9 + 5 � 15 ) см2 = (117 + 75 ) см2 = 192 см2.

О т в е т: 192 см2.

Задача 245. Основанием пирамиды является прямо-
угольник, диагональ которого равна 8 см. Плоскости двух 
боковых граней перпендикулярны к плоскости основания, 
а две другие боковые грани образуют с основанием углы 
в 30° и 45°. Найдите площадь поверхности пирамиды.

Р е ш е  н и е.
1) Пред по ло жим,  что пло ско сти  MAB  и  MAD пер пен-

ди ку ляр ны  к пло ско сти осно ва ния,  тогда  линия  их пере се-

Рис. 3.8 Рис. 3.9
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че ния  MA пер пен ди ку ляр на  к пло ско сти осно ва ния,  т. е. 
MA — вы со та пира ми ды ( рис. 3.10).

2)  Так  как  CB � AB,  то  CB � MB  по тео ре ме  о  трёх 
пер пен ди ку ля рах, поэ то му �MBA — ли ней ный  угол дву-
гран но го  угла  при  ребре  CB,  �MBA = 30°.

Ана ло гич но  AD � DC,  MD � DC, �MDA — ли ней ный 
 угол дву гран но го  угла  при  ребре  DC,  �MDA = 45°. Тре-
уголь ни ки  MBC  и  MDC пря моу голь ные.

3) Пусть MA = x см, тогда MB = 2x см, AB = x �3� см.

Из 
MAD имеем MA = AD = x см, MD = x �2� см. Из 
ABC 
получаем AB2+ BC2= AC2, 3x2  + x2= 64, x2  = 16, x = 4.

4) Таким образом,

MA = 4 см, AB = DC = 4 �3� см,

MB = 8 см, MD = 4 �2� см, AD = BC = 4 см.

Sбок= 1
�

2  
AB � AM + 1 

�

2  
AD � AM + 1

�

2  
BC � BM + 1

�

2  
DC � DM =

= �1
�

2
� 4 �3�� 4 + 1

�

2
� 4 � 4 + 1

�

2
� 4 � 8 + 1

�

2
� 4 �3�� 4 �2�� см2 =

= (24 + 8 �3�+ 8 �6�) см2.

Sосн= 4 �3� � 4  см2 = 16 �3� см2.

Sпир= (24 + 24 �3� + 8 �6� ) см2 = 8 (3 + 3 �3� + �6�) см2.

О т в е т: 8 (3 + 3 �3�+ �6�) см2.

За да ча 248. Ос но ва ни ем пи ра ми ды яв ля ет ся треуголь -
ник  со сто ро на ми 12  см, 10  см  и 10  см. Каж дая бо ко вая 
 грань на кло не на  к ос но ва нию  под  уг лом 45°. Най ди те 
пло щадь боко вой поверх но сти пира ми ды.

Р е ш е  н и е.
1)  Пусть  AB = AC = 10  см,  BC = 12  см, MO — вы со та 

пира ми ды, AE — вы со та  и медиа на  к сто ро не  BC тре-
уголь ни ка  ABC ( рис. 3.11).  Из  
ABE полу ча ем  BE = 6  см, 
 AE = 8  см.  SABC= 6 � 8  см2 = 48  см2.

2) Пусть OD и OK — пер пен ди ку ля ры к сто ро нам тре-
у голь ни ка ABC, тог да �MEO, �MDO, �MKO — ли ней-

Рис. 3.10 Рис. 3.11
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ные уг лы дву гран ных уг лов, об ра зо ван ных пло с ко-
стя ми бо ко вых гра ней и ос но ва ни ем пи ра ми ды. �MEO =
= �MDO = �MKO = 45°, 
MEO = 
MDO = 
MKO (по ка-
тету MO и противолежащему острому углу в 45°), поэтому 
OE = OD = OK, т. е. точка O — центр окружности, впи-
санной в основание пирамиды. Пусть OE = r. Сле до ва тель-

но, r =
SABC
�

p  
= 48

�

16
 см = 3 см (p — полупериметр тре уголь ни-

ка ABC).

3) Из 
MOE получаем OE = 3 см, ME = OE
�

cos 45°  
= 3 �2� см.

MD = MK = ME = 3 �2� см.

4) Sбок= 1
�

2  
(AB + BC + AC) � ME = 1

�

2  
(10 + 12 + 10) � 3 �2�  см2 =

= 48 �2� см2.

О т в е т: 48 �2� см2.

З а м е  ч а  н и е. Уча щих ся, про являю щих повышенный 
инте рес  к ма те ма ти ке,  можно поз на ко мить  с содер жа-
ни ем слай да 3.9.  В рас смо трен ной  выше зада че 248  ответ 
 может  быть най ден  быстрее  с помо щью утвер жде ния 3 
 этого слай да.

Sосн= 6 � 8  см2 = 48 см2. Sбок=
Sосн
�

cos 45°
= 48

�

1
�

�2�

 см2 = 48 �2� см2.

3.9

Зада ча. Извест но,  что боко вые  грани пира ми ды 
на кло не ны  к  её осно ва нию  под  одним  и  тем  же  углом  ϕ. 

Дока жи те,  что:

1.  В осно ва ние пира ми ды 
можно впи сать окруж ность и 
высо та пира ми ды про хо дит через 
 центр  этой окруж но сти.

2. Высо ты боко вых гра ней, 
проведённые  из вер ши ны пира-
ми ды,  равны.

3.  Sосн= Sбок� cos ϕ,  где ϕ — 
угол накло на боко вой  грани к 
осно ва нию пи ра ми ды.

Sосн= 1
�

2  
p � r = 1

�

2  
p � m � cos ϕ = Sбок� cos ϕ, где p — пе ри-

метр ос но ва ния пи ра ми ды, m — вы со та бо ко вой гра ни, 

r — ра ди ус ок руж но с ти, впи сан ной в ос но ва ние.



105

За да ча 251. Ос но ва ни-
ем пи ра ми ды  DABC яв ля ет ся 
пря мо уголь ный треу голь ник  с 
ги по  те ну зой  BC. Бо ко вые рёб ра 
пи ра ми ды  рав ны  друг  дру гу,  а 
 её вы со та  рав на 12  см. Най ди те 
бо ко вое  ре б ро пи ра ми ды,  ес ли 
 BC = 10  см.

Решение. Пусть DO — высота 
пирамиды. Тогда треугольники 
DAO, DBO и DCO равны по гипо-
тенузе и катету. Следовательно, 
OA = OB = OC, т. е. точка O — 
центр окружности, описан-
ной около треугольника ABC
(рис. 3.12). Так как треугольник ABC прямоугольный, то 
центром описанной окружности является середина гипо-
тенузы BC. Из 
DOC получаем OC = 5 см,

 DC = �D�O�2�+�O�C�2�= �1�4�4�+�2�5�  cм = �1�6�9�  cм  = 13 cм.

О т  в е т: 13 см.
 На  уроке № 52 про во дит ся само стоя тель ная рабо та  на 

вычи сле ние элемен тов  и пло ща ди поверх но сти пра виль ной 
пира ми ды.

Само стоя тель ная рабо та № 3.2

Вари ант 1

Высота правильной треугольной пирамиды равна a �3�, 
радиус окружности, описанной около её основания, равен 2a. 
Найдите:

а)0 апофему пирамиды;
б)0 угол между боковой гранью и основанием;
в)0 площадь боковой поверхности;
г) плоский угол при вершине пирамиды.

Вари ант 2

Апофема правильной четырёхугольной пирамиды рав-

на 2a, высота пирамиды равна a �2�. Найдите:
а)0 cторону основания пирамиды;
б)0 угол между боковой гранью и основанием;
в)0 площадь поверхности пирамиды;
г) рас стоя ние  от цен тра осно ва ния пира ми ды  до пло ско-

сти боко вой грани.

Отве ты:

Ва ри ант 1.  а) 2a; б) 60°; в) 6�3� a2; г) 2 arctg �3�
�

2
.

Ва ри ант 2.  а) 2�2� a ; б) 45°; в) 8(�2� + 1)a2; г) a.

Рис. 3.12
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Урок № 53

Тема урока: Усечённая пирамида

Основные задачи урока

Вве сти поня тие усе чён ной пира ми ды  и рас смо треть 
 вопрос  о вычи сле нии пло ща ди  её поверх но сти.

При мер ный  план про ве де ния  уро ка

1. Об су дить ре зуль та ты са мо стоя тель ной ра бо ты, прове-
дённой  на пред ыду щем  уро ке, про а на ли зи ро вать ошиб ки, 
до пу щен ные  в ра бо тах.

2. Вве сти по ня тие усе чён ной пи ра ми ды. Пло скость, 
па рал лель ная ос но ва нию пи ра ми ды, раз би ва ет  её  на  два 
мно го гран ни ка.  Один  из  них яв ля ет ся пи ра ми дой,  а дру-
гой на зы ва ет ся усе чён ной пи ра ми дой. Усе чён ная пи ра-
ми да — э то  часть пол ной пи ра ми ды, за клю чен ная  меж ду 
 её ос но ва ни ем  и се ку щей пло ско стью, па рал лель ной ос но-
ва нию дан ной пи ра ми ды.

При вы пол не нии ри сун ков к за да чам на усе чён ную 
пи ра ми ду удоб но вна ча ле на чер тить полную пирамиду, 
а затем выделить усечённую пи ра ми ду.

3. Ис поль зуя мо де ли  и ри су нок 83 учеб ни ка, наз вать 
эле мен ты усе чён ной пи ра ми ды: ос но ва ния, бо ко вые  гра ни, 
бо ко вые  рёб ра, вы со ту. До ка зать,  что бо ко вые  гра ни усе-
чён ной пи ра ми ды — тра пе ции.

4. Вве сти по ня тие пра виль ной усе чён ной пи ра ми ды. 
От ме тить,  что ос но ва ния пра виль ной усе чён ной пи ра-
ми ды — пра виль ные мно го уголь ни ки,  а бо ко вые гра-
ни — рав ные рав но бе дрен ные тра пе ции; вы со ты  этих тра-
пе ций на зы ва ют ся апо фе ма ми усе чён ной пи ра ми ды.

5. Вы ве с ти фор му лу пло ща ди бо ко вой по верх но с ти 
пра виль ной усе чён ной пи ра ми ды. С этой це лью за ме-
тить, что сна ча ла мож но вы чис лить пло щадь од ной бо ко-
вой гра ни, а за тем полученный результат умножить на

число граней. Очевидно, что Sграни=
a1 + a2
�

2  
� h, где a1 и a2 —

стороны оснований, h — апофема правильной усечённой

пирамиды. Поэтому Sбок= n � Sграни=
a1 � n + a2 � n
��

2  
� h =

P1 + P2
� 

2  
� h,

где P1 и P2 — периметры ос но ва ний.

6. Для класс ной и до маш ней ра бо ты мож но ис поль зо-
вать задачи 268—270.

За да ча 269. Сто ро ны ос но ва ний пра виль ной тре уголь-
ной усе чён ной пи ра ми ды рав ны 4 дм и 2 дм, а бо ко-
вое ре б ро рав но 2 дм. Най ди те вы со ту и апо фе му пи ра-
ми ды.
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Р е  ш е  н и е. Пусть O и O1 — 
цен т ры ос но ва ний усе чён ной 
пи рамиды (рис. 3.13).

1) Из треугольника ABC по-

 лучаем AB = R �3�, где R = AO, от -

куда AO = 4
�

�3�
 дм, OK = AO

�

2  
=

2
�

�3�
 дм.

2) Из 
A1B1C1 находим

A1O1= 2
�

�3�
 дм, O1M =

1
�

�3�
 дм.

3) EK = OK – OE, OE = O1M, откуда EK = � 2
�

�3�  
–

1
�

�3�  
� дм =

= 
1

�

�3�
 дм.

4) Из 
AA1F имеем AF = AO – FO, FO = A1O1. AF = 

=� 4
�

�3�  
–

2
�

�3�
�  дм 

 
=

2
�

�3�  
дм � A 1F = ��A��A��21�–��A�F��2� = �4�–��4

�

3  
дм =

= ��8
�

3  
дм =

2 �6�
�

3  
дм.

5) Из 
MEK получаем MK = �M�E��2��+�E�K��2�= ��8
�

3
�+��1

�

3  
дм =

= ��9
�

3  
дм = �3�

 
дм.

О т в е т: 
2 �6�
�

3
 дм, �3� дм.

§ 3. ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ

Уроки № 54—57

Тема уроков: Симметрия в пространстве.
Понятие правильного многогранника.

Элементы симметрии правильных многогранников

Основные задачи уроков

Вве сти поня тие пра виль но го мно го гран ни ка, рас смот-
реть  все пять видов правильных многогранников.

Примерный план проведения уроков

1. Вве сти поня тия сим ме трич ных  точек отно си тель но 
 точки, пря мой, пло ско сти; поня тия цен тра,  оси  и плос-
ко сти сим ме трии фигу ры. Про ве сти бесе ду  с уча щи ми ся, 
исполь зуя  текст учеб ни ка ( п. 35)  и рисун ки 84—87, даю щие 
нагляд ное пред ста вле ние  о рас сма три ва е мых поня тиях.

2. Вве сти поня тие пра виль но го мно го гран ни ка,  при 
 этом под чер кнуть  два усло вия, вхо дя щие  в опре де ле ние 

Рис. 3.13
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пра виль но го мно го гран ни ка:  а) все  грани тако го мно го-
гран ни ка — рав ные пра виль ные мно го уголь ни ки;  б) в каж -
дой вер ши не мно го гран ни ка схо дит ся  одно  и  то  же  число 
 рёбер.

3.  В учеб ни ке дока за но,  что суще ству ет толь ко  пять 
 видов пра виль ных мно го гран ни ков  и  не суще ству ет пра-
виль но го мно го гран ни ка, гра ня ми кото ро го явля ют ся 
пра виль ные n-у голь ни ки  при  n � 6. Воз мож на сле дую щая 
 схема обос но ва ния  этого утвер жде ния  на  уроке:

 Угол пра виль но го мно го уголь ни ка вычи сля ет ся  по

фор му ле  αn=
180° (n – 2)
��

n
.  При каж дой вер ши не мно го гран -

ни ка  не мень ше  трёх пло ских  углов,  и  их  сумма дол жна 
 быть мень ше 360°.

 При  n = 3,  ког да гра ня ми мно го гран ни ка слу жат пра-
виль ные треу голь ни ки,  име ем  α3= 60°, 60° � 3 = 180° < 360°, 
60° � 4 = 240° < 360°, 60° � 5 = 300° < 360°, 60° � 6 = 360°. В со-
от вет ствии  с  этим по лу ча ем пра виль ные мно го гран ни ки, 
изо бра жён ные  на ри сун ках 88, 89, 90: пра виль ные те т ра-
эдр, ок та эдр, ико са эдр.

 Ес ли  n = 4,  т. е.  гра ни мно го гран ни ка — ква дра ты, 
 то  α4= 90°, 90° � 3 = 270° < 360°, 90° � 4 = 360°. Поэ то му  в 
 этом слу чае по лу ча ем толь ко  один пра виль ный мно го гран-
ник — куб ( см.  рис. 91).

 Ес ли  n = 5,  т. е.  грани мно го гран ни ка — пра виль ные 
пяти у голь ни ки,  то  α5= 108°, 108° � 3 = 324° < 360°, 108° � 4 =
= 432°> 360°,  и поэ то му  в  этом слу чае  также  имеем толь ко 
 один пра виль ный мно го гран ник — до де ка эдр ( см.  рис. 92).

 Если  n � 6,  то  αn� 120°,  αn� 3 � 360°,  и, сле до ва тель но, 
 не суще ству ет пра виль но го мно го гран ни ка, гра ня ми ко то -
ро го слу жат пра виль ные n-у голь ни ки  при  n � 6.

4. Рас смо т реть вы бо роч но за да чи ти па 281, 282, 287 
и др.

5. По лез но ис поль зо вать диа фильм «Пра виль ные мно-
го гран ни ки» ( ав тор И. Вейц ман). Это обо  га ща ет со дер жа-
ние  уро ка, де ла ет  его  бо лее ин те рес ным  для уча щих ся.

6. Це ле со об раз но пред ло жить уча щим ся из го то вить 
 до ма мо де ли пра виль ных мно го гран ни ков.  Для  этой  це ли 
 нуж но ис поль зо вать раз вёрт ки пра виль ных мно го гран ни-
ков, изо бра жён ные  на ри сун ках 95—99 учеб ни ка.

7.  Для про ве де ния за ня тия спец кур са, фа куль та тив но го 
за ня тия, кон фе рен ции уча щих ся  по изу чае мой  те ме, из  го-
то вле ния мо де лей  для ка би не та (ла бо ра то рии) ма те ма ти ки 
 мо жет  быть ис поль зо ва на до пол ни тель ная ли те ра ту ра:

1) Энци кло пе ди че ский сло варь  юного мате ма ти ка.— М.: 
Педа го ги ка, 1985.

2) Энциклопедия для детей. Т. 11. Математика.— М.: 
Аванта +, 1999.
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3) Смирнова И. М. В мире многогранников.— М.: 
Просвещение, 1995.

4) Волошинов А. В. Математика и искусство.— М.: 
Просвещение, 2000.

5) Венниджер М. Модели многогранников.— М.: Мир, 
1974.

6) Штейнгауз Г. Математический калейдоскоп.
7) Штейнгауз Г. Сто задач.— М.: Наука, 1982.
8) Глейзер Г. И. История математики в школе.— М.: 

Просвещение, 1983.

Урок № 58

Тема урока: Теорема Эйлера

Основные задачи урока

Сфор му ли ро вать тео ре му Эйле ра  для выпу клых мно го-
гран ни ков, обсу дить схему её доказательства.

При мер ный план проведения урока

1. Напомнить определение выпуклого многогранника.
2. Сформулировать теорему Эйлера (п. 29*).
3.  Для не ко то рых мно го гран ни ков (те т ра эдр, па рал ле-

ле пи пед, n-у голь ная приз ма, n-у голь ная пи ра ми да, пра-
виль ные мно го гран ни ки) со счи тать  чис ло гра ней, вер шин, 
 рё бер  и убе дить ся  с по мо щью пря мо го под счё та  в спра вед-
ли во сти  для  них тео ре мы Эй ле ра.

4. Об су дить  схе му до ка за тель ства тео ре мы Эй ле ра, 
со дер жа ще го ся  в  п. 29*,  ли бо дру го го до ка за тель ства, 
приведённо го  ни же.

Т е  о  р е  м а  Э й  л е  р а.  В  лю бом вы пу клом мно го гран-
ни ке  f + e – k = 2,  где f — чи сло гра ней, e — чи сло вер шин, 
k — чи сло  рёбер мно го гран ни ка.

До ка за тель ство  этой тео ре мы про ве де но  с по мо щью 
цен траль но го про ек ти ро ва ния мно го гран ни ка  на плос кость 
 од ной  из  его гра ней  с по сле ду ю щим под счё том  дву мя спо-
со ба ми  сум мы  уг лов  всех треу голь ни ков,  на ко то рые раз-
би ва ет ся про ек ция мно го гран ни ка.

Приведём дру гое до ка за тель ство тео ре мы Эй ле ра,  в 
ко то ром ис поль зу ет ся  не цен траль ное,  а пря моу голь ное 
про ек ти ро ва ние,  а  за тем,  как  и  в пер вом спо со бе, под-
счи ты ва ет ся  дву мя спо со ба ми  сум ма  уг лов.

Рас смо трим пря моу голь ную про ек цию вы пу кло го мно-
го гран ни ка  M  на ка кую-ни будь пло скость  α,  не пер пен ди-
ку ляр ную  ни  од ной  из  его гра ней. Про ек ция пред ста вля ет 
 со бой вы пу клый мно го уголь ник, ог ра ни чен ный зам кну той 
ло ма ной  L
 ( рис. 3.14, а), ко то рая яв ля ет ся про ек ци ей 
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про стран ствен ной зам кну той ло ма ной  L, со ста влен ной  из 
 рё бер мно го гран ни ка.  Ес ли раз ре зать мно го гран ник  по 
ло ман ой  L,  то по лу чат ся  две  ча с ти (обо зна чим  их  M1  и 
 M2), каж дая  из ко то рых вза им но од но знач но про ек ти ру-
ет ся  на мно го уголь ник  с гра ни цей  L
.  На ри сун ке 3.14,  б 
изо бра же на про ек ция  M
1  ча с ти  M1, со ста влен ная  из вы пу-
клых мно го уголь ни ков, яв ляю щих ся про ек ция ми гра ней 
 этой  ча с ти.  Пусть  M1  име ет  l гра ней  с  чис лом  рёбер  n1, 
 n2, ...,  nl  этих гра ней  и  пусть e1 — чис ло вер шин  M1, про ек-
ции ко то рых  ле жат вну три мно го уголь ни ка  с гра ни цей  L
 
(на зо вём  их вну трен ни ми вер ши на ми  на  M
1),  а e2 — чи сло 
вер шин  на  L
. Най дём  сум му  уг лов  всех мно го уголь ни-
ков,  из ко то рых со ста вле на фи гу ра  M
1, причём сде ла ем 
 это  двумя спо со ба ми.

С одной стороны, эта сумма равна �
l

i = 1

(ni– 2) � 180°, так

как сумма углов i-го многоугольника равна (ni– 2) � 180°.
 С дру гой сто ро ны,  эта  сумма  равна  сумме  углов мно-

го уголь ни ка  с гра ни цей  L
,  т. е. ( e2– 2) � 180°,  плюс  число 
вну трен них вер шин, умно жен ных  на 360°,  т. е.  e1� 360°. 
 Таким обра зом, полу ча ем равен ство

�
l

i = 1

(ni– 2) � 180°= ( e2– 2) � 180° +  e1� 360°,

откуда следует, что

�
l

i = 1

ni– 2l = 2e1+ e2– 2. (1)

Рас смо трим  теперь про ек цию  M 
2  части  M2 мно го гран-
ни ка  на пло скость  α.  Она пред ста вля ет  собой фигу ру, 
ана ло гич ную  M 
1  и огра ни чен ную  той  же  самой лома ной  L
. 
 Пусть  M2  имеет  m гра ней  с  числом  рёбер  p1,  p2, ...,  pm  

 этих гра ней  и  пусть e3 — чи сло вну трен них вер шин  на  M 
2. 
 Тогда  имеем равен ство, ана ло гич ное (1):

�
m

i = 1

pi  – 2m = 2e3+ e2– 2. (2)

Рис. 3.14
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Cложим равенства (1) и (2) и учтём, что сумма

� �
l

i = 1

ni+ �
m

i = 1

pi�  равна удво ен но му  числу  рёбер мно го гран-

ника  M,  т. е.  равна 2 k. Это сле ду ет  из  того,  что про ек ция 
каж до го  ребра, лежа щая вну три  M 
1  или  M 
2, явля ет ся сто-
ро ной  двух мно го уголь ни ков, а каж дая сто ро на лома ной 
 L
  также вхо дит  в  эту  сумму дваж ды — по одно му  разу  в 
равенства (1)  и (2).  Итак, при хо дим  к равен ству

2k – 2 (l + m) = 2 (e1+ e2+ e3) – 4. (3)

Но l + m = f (число граней многогранника M), а e1+ e2+ e3= e 
(число вершин многогранника M), поэтому из равенства (3) 
получаем искомое ра вен ст во

f + e – k = 2.

 Схе му приведённо го до ка за тель ства тео ре мы Эй ле ра 
(про ек ти ро ва ние  на пло скость,  не пер пен ди ку ляр ную  ни 
 од ной  гра ни мно го гран ни ка,  и под счёт  сум мы  уг лов мно-
го уголь ни ков  для про ек ций каж дой  из  двух  его  ча с тей 
 дву мя спо со ба ми)  мож но со об щить наи бо лее под го тов лен-
ным уча щим ся  и пред ло жить  им са мо стоя тель но про ве сти 
до ка за тель ство  по  этой  схе ме.

От ме тим  так же,  что  в  хо де до ка за тель ства  мы  не обос-
но вы ва ли  тот  факт,  что ло ма ная  L
  и про ек ция каж дой 
 гра ни мно го гран ни ка яв ля ют ся вы пу клы ми мно го уголь-
ни ка ми. Со от вет ствую щее обос но ва ние  мож но пред ло жить 
сде лать  са мим уча щим ся.

За да ча 1. Проверьте справедливость теоремы Эйлера 
для правильных многогранников.

Правильный
многогранник

Форма
грани

Число
вершин

e

Число
граней

f

Число
рёбер

k

Тетраэдр Треугольник 4 4 6

Гексаэдр Квадрат 8 6 12

Октаэдр Треугольник 6 8 12

Додекаэдр Пятиугольник 20 12 30

Икосаэдр Треугольник 12 20 30
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Задача 2. Рассмотрим усечён-
ный гексаэдр (куб). В кубе сре-
заны все восемь трёхгранных 
углов при вершинах (рис. 3.15). 
Оставшееся тело есть некоторый 
выпуклый многогранник.

Проверьте справедливость тео-
ремы Эйлера для этого много-
гранника.

Урок № 59

Контрольная работа № 3.1

Вариант 1

10. Ос но ва ни ем пи ра ми ды  DABC яв ля ет ся пра виль ный 
треу голь ник  ABC, сто ро на ко то ро го  рав на  a.  Ре б ро  DA пер-
пен ди ку ляр но  к пло ско сти  ABC,  а пло скость  DBC со ста-
вля ет  с пло ско стью  ABC  угол в 30°. Най ди те пло щадь 
бо ко вой по верх но сти пи ра ми ды.

2. Ос но ва ни ем пря мо го па рал ле ле пи пе да  ABCDA1B1C1D1 
яв ля ет ся  ромб  ABCD, сто ро на ко то ро го  рав на  a  и  угол 
ра вен 60°. Пло скость  AD1C1 со ста вля ет  с пло ско стью ос но ва-
ния  угол в 60°. Най ди те:

 а)0 вы со ту ром ба;
б)0 высоту параллелепипеда;
в)0 площадь боковой поверхности параллелепипеда;
г) площадь поверхности параллелепипеда.

Вариант 2

10. Осно ва ни ем пира ми ды  MABCD явля ет ся ква драт 
 ABCD,  ребро  MD пер пен ди ку ляр но  к пло ско сти осно ва-
ния,  AD = DM = a. Най ди те пло щадь поверх но сти пи ра-
ми ды.

2. Ос но ва ни ем пря мо го па рал ле ле пи пе да  ABCDA1B1C1D1 
яв ля ет ся па рал ле ло грамм  ABCD, сто ро ны ко то ро го  рав -

ны  a �2�  и 2 a,  ос т рый  угол  ра вен 45°. Вы со та па рал ле ле-
пи пе да  рав на мень шей вы со те па рал ле ло грам ма.

Най ди те:
 а)0 меньшую высоту параллелограмма;
б)0 у гол  между пло ско стью  ABC1  и пло ско стью осно-

ва ния;
 в)0 площадь боковой поверхности параллелепипеда;
г) площадь поверхности параллелепипеда.

Рис. 3.15



113

Отве ты:

В а р и  а н т 1. 1. a2. 2. а) 
a �3�
�

2
; б) 3a

�

2
; в) 6a2; г) (6 + �3�) a2.

В а р и а н т 2. 1. (2 + �2�) a2. 2. а) a; б) 45°; в) 2 (2 + �2�) a2;

г) 2 (4 + �2�) a2.

Урок № 60

Зачёт № 3. Многогранники.
Площади поверхностей призмы и пирамиды

Карточка 1

1. До ка жи те тео ре му  о пло ща ди бо ко вой по верх но сти 
пря мой приз мы.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 305  или 306. Не ко то рым уча-
щим ся  мож но пред ло жить  ре шить за да чу  для част ных 
зна че ний  h  и  α,  h  и  ϕ. На при мер,  в за да че 305  мож но 
по ло жить  h = 4  см,  α = 60°.

3. За да ча. В пра виль ной че ты рёху голь ной пи ра ми де 
вы со та рав на 4 см, пло с кий угол при вер ши не ра вен 60°. 
Най ди те пло щадь бо ко вой по верх но с ти пи ра ми ды.

Кар точ ка 2

1. До ка жи те тео ре му  о пло ща ди бо ко вой по верх но сти 
пра виль ной пи ра ми ды.

2. Ре ши те  од ну  из  за дач: 294  или 298. Не ко то рым уча-
щим ся  мож но пред ло жить  ре шить за да чу  для част ных 
зна че ний  S0  и  a,  b  и  a. На при мер,  в за да че 294  мож но 
по ло жить  S0= 60  см2,  a = 6  см.

3. За да ча. Пра виль ная че ты рёх уголь ная приз ма пе ре-
се че на пло ско стью, со дер жа щей  две  её диа го на ли. Пло-
щадь по лу чен но го се че ния  рав на 60  см2,  а сто ро на ос но ва-
ния  рав на 6  см. Вы чи сли те пло щадь бо ко вой по верх но сти 
приз мы.

Кар точ ка 3

1. Рас ска жи те о пра виль ных мно го гран ни ках.
2. Ре ши те од ну из за дач: 303 или 308. Воз мож но не ко-

то рое из ме не ние ус ло вий за дач.
3. За да ча. Ос но ва ни ем пи ра ми ды яв ля ет ся ромб. Две 

бо ко вые гра ни пер пен ди ку ляр ны к пло с ко сти ос но ва ния и 
об ра зу ют дву гран ный угол в 150°, а две дру гие бо ко вые 
гра ни на кло не ны к пло с ко сти ос но ва ния под уг лом 45°. 
Най ди те пло щадь бо ко вой по верх но с ти пи ра ми ды, ес ли её 
вы со та рав на 4 см.



До пол ни тель ные во про сы к зачёту
1. Сфор му ли ру йте тео ре му Эй ле ра. Про верь те спра вед-

ли вость тео ре мы Эй ле ра  для лю бо го пра виль но го мно го-
гран ни ка.

2. Напи ши те фор му лу пло ща ди пря моу голь ной проек -
ции мно го уголь ни ка. Дока жи те  её  для треу голь ни ка.

3. Сфор му ли ру йте про стран ствен ную тео ре му Пифа-
го ра. При ве ди те план доказательства этой теоремы.

Уроки № 61—68

Тема уроков: Заключительное повторение тем
геометрии 10 класса

Мно гие тео ре ти че ские вопро сы целе со об раз но пов то-
рять  в про цес се реше ния  задач.  Во  время дан ных уро ков 
полез но обра тить ся  ещё  раз  к При ло же нию 1 ( в  конце 
учеб ни ка)  с  тем,  чтобы зак ре пить уме ние уча щих ся пра-
виль но изо бра жать про стран ствен ные фигу ры, опи ра ясь 
 на свой ства парал лель но го про ек ти ро ва ния. Уча щим ся 
реко мен ду ет ся  также озна ко мить ся  с При ло же ни ем 2 
«Об акси о мах гео ме трии».
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Глава IV

ЦИЛИНДР, КОНУС И ШАР

§ 1. ЦИЛИНДР

Уроки № 1—3

Тема уроков: Понятие цилиндра.
Площадь поверхности цилиндра

Основные задачи уроков

Ввести понятия цилиндрической поверхности, цилиндра 
и его элементов (боковая поверхность, основания, образую-
щие, ось, высота, радиус), вывести формулы для вычисле-
ния площадей боковой и полной поверхностей цилиндра, 
научить учащихся решать задачи по данной теме.

Примерный план проведения уроков

1. В начале первого урока ввести понятия цилиндри-
ческой поверхности, цилиндра и его элементов, исполь-
зуя рисунок 100 учебника.

2. Важно обратить внимание учащихся на то обстоя-
тельство, что цилиндр может быть образован вращени-
ем прямоугольника вокруг одной из его сторон (рис. 101 
учебника), а осевое сечение цилиндра есть прямоугольник 
(рис. 102). Это используется при решении ряда задач.

3. Формула площади боковой поверхности цилиндра 
выводится на основе определения, по которому за площадь 
боковой поверхности цилиндра принимается площадь её 
развёртки. Тот факт, что боковую поверхность цилиндра 
можно развернуть на плоскость и при этом получится 
прямоугольник, принимается на основе наглядных пред-
ставлений.

4. На первом уроке следует рассмотреть весь теорети-
ческий материал пп. 38, 39 и решить задачи 320, 322, 
324, 326. Для работы дома — задачи 321, 323, 325, 337.

5. Второй и третий уроки следует посвятить повторе-
нию вопросов теории и решению задач.

На уроках и дома рассматриваются выборочно зада-
чи 326—345. Можно использовать также дополнительные 
задачи 396—403.

6. Для организации фронтальной работы с учащимися 
и обсуждения подходов к решению задач полезны слай-
ды 4.1, 4.2, а также вопросы 1—4 к главе IV.

7. На третьем уроке провести самостоятельную работу.
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4.1

Концы отрезка AB, равного 
a, лежат на окружностях осно-
ваний цилиндра. Радиус цилин-
дра равен r, высота равна h, а 
расстояние между прямой AB и 
осью OO1 цилиндра равно d.

1. Объясните, как построить 
отрезок, длина которого равна 
расстоянию между скрещиваю-
щимися прямыми AB и OO1.

2. Составьте (и объясните) 
план нахождения величины d 
по заданным величинам a, h, r.

3. Составьте (и объясните) 
план нахождения h по задан-
ным величинам a, r, d.

4.2

Плоскость γ, параллель-
ная оси цилиндра, отсекает 
от окружности основания дугу 
AmD с градусной мерой α. 
Радиус цилиндра равен a, высо-
та равна h, расстояние между 
осью OO1 цилиндра и плоско-
стью γ равно d.

1. Докажите, что сечение 
цилиндра плоскостью γ есть 
прямоугольник.

2. Объясните, как построить 
отрезок, длина которого равна 
расстоянию между осью цилин-
дра и секущей плоскостью.

3. Найдите AD, если a = 10 см, α = 60° (другие вари-
анты: α = 90°, α = 120°).

4. Составьте (и объясните) план вычисления площа-
ди сечения по данным α, h, d.
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Самостоятельная работа № 4.1

Вариант 1

1. Развёртка боковой поверхности цилиндра является 
квадратом, диагональ которого равна 10 см. Найдите пло-
щадь боковой поверхности цилиндра.

2. Плоскость, параллельная оси цилиндра, отсекает от 
окружности основания дугу в 120°. Высота цилиндра равна 

5 см, радиус цилиндра — 2 �3� см. Найдите площадь сече-
ния.

Вариант 2

1. Развёртка боковой поверхности цилиндра являет-
ся прямоугольником, диагональ которого равна 8 см, а 
угол между диагоналями — 30°. Найдите площадь боко-
вой поверхности цилиндра.

2. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его оси, 
есть квадрат. Эта плоскость отсекает от окружности осно-
вания дугу в 90°. Радиус цилиндра равен 4 см. Найдите 
площадь сечения.

Ответы:

Вариант 1. 1. 50 см2. 2. 30 см2.
Вариант 2. 1. 16 см2. 2. 32 см2.

Задача 326 а). Концы отрезка AB = 13 дм лежат на 
окружностях оснований цилиндра. Радиус цилиндра 
равен 10 дм, а расстояние между прямой AB и осью 
цилиндра равно 8 дм. Найдите высоту h цилиндра.

Р е ш е н и е.
1) Проведём образующую BC (рис. 4.1). Так как 

OO1 � BC, то OO1 � ABC.
2) Проведём OK � AC. Так как 

OK � OO1 и OO1� BC, то OK � BC. 
Таким образом, прямая OK пер-
пендикулярна к двум пересе-
кающимся прямым AC и BC 
плоскости ABC. Следовательно, 
OK � ABC, и поэтому расстояние 
между прямыми AB и OO1 равно 
OK (п. 19), т. е. OK = 8 дм.

3) Из � AKO получаем

AK = �1�0��2�–�8��2� дм = 6 дм,

поэтому AC = 12 дм.

4) Из � ABC имеем

BC = �1�3��2�–�1�2��2� дм = 5 дм.

Итак, h = 5 дм. Рис. 4.1
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Задача 331. Через образующую AA1 цилиндра прове-
дены две секущие плоскости, одна из которых проходит 
через ось цилиндра. Найдите отношение площадей сече-
ния цилиндра этими плоскостями, если угол между ними 
равен ϕ.

Р е ш е н и е.
1) Обратимся к рисунку 4.2: CA � AA1, BA � AA1, 

по этому �CAB — линейный угол двугранного угла с реб-
ром AA1, �CAB = ϕ (по условию), � ACB = 90° (вписанный 
угол, опирающийся на диаметр).

2) Из треугольника ABC получаем AC
�

AB 
= cos ϕ.

3) 
SACC1A1
�

SABB
1

A
1 

=
AC � AA1
��

AB � AA1 

= AC 
�

AB 
= cos ϕ.

Задача 341. Угол между образующей цилиндра и диа-
гональю осевого сечения равен ϕ, площадь основания 
цилиндра равна S. Найдите площадь боковой поверхно-
сти цилиндра.

Р е ш е н и е.
1) Пусть прямоугольник ABCD — осевое сечение цилин-

дра (рис. 4.3). Обозначим радиус цилиндра буквой r, а высо-
ту буквой h, тогда

AD = 2r, AB = h.

Из треугольника ABD получаем AB = 2r ctg ϕ, т. е.

h = 2r ctg ϕ.

2) Sбок= 2πrh = 2πr � 2r ctg ϕ = 4πr2ctg ϕ.

По условию задачи πr2= S, следовательно,

Sбок= 4S ctg ϕ.

Рис. 4.2 Рис. 4.3
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§ 2. КОНУС

Уроки № 4—6

Тема уроков: Понятие конуса.
Площадь поверхности конуса. Усечённый конус

Основные задачи уроков

Ввести понятия конической поверхности, конуса и его 
элементов (боковая поверхность, основание, вершина, обра-
зующие, ось, высота), усечённого конуса, вывести формулы 
для вычисления площадей боковой 
и полной поверхностей конуса и 
усечённого конуса, научить учащих-
ся решать задачи по данной теме.

Примерный план проведения уроков

1. На первом уроке ввести поня-
тия конической поверхности, кону-
са и его элементов (рис. 106 и 107 
учебника).

2. Важно обратить внимание уча-
щихся на то, что конус может быть 
получен вращением прямоугольного 
треугольника вокруг одного из его 
катетов (рис. 108 учебника), а осе-
вое сечение конуса — равнобедрен-
ный треугольник (см. рис. 109). Это 
используется при решении задач.

3. По определению за площадь 
боковой поверхности конуса при-
нимается площадь её развёртки. 
Используя рисунок 111, а, б, следу-
ет разъяснить учащимся, что боко-
вую поверхность конуса можно раз-
вернуть на плоскость, разрезав её по одной из образующих. 
При этом получится круговой сектор. В процессе вычис-
ления его площади используется тот факт, что длина дуги 
сектора равна длине окружности основания конуса, а радиус 
кругового сектора равен образующей конуса. Вычисления 
можно оформить следующим образом (рис. 4.4, а, б):

Sбок= Sсект= πl2 α
�

360  
= πlα

�

180  
�

l
�

2   
= L �

l
�

2  
= 2πr �

l
�

2  
= πrl.

4. На первом уроке целесообразно рассмотреть весь 
материал пп. 40, 41 и решить задачи 346, 348а, 361.

Для работы дома — задачи 347, 349, 357, 362; разобрать 
приведённое в учебнике решение задачи 355.

Рис. 4.4
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Второй урок следует посвятить изучению усечённого 
конуса, выводу формулы для вычисления площади его 
боковой поверхности (п. 42).

5. У учащихся должно сформироваться представление 
о том, что усечённый конус — это часть полного конуса, 
заключённая между его основанием и секущей плоскостью, 
параллельной основанию.

6. Полезно обратить внимание учащихся на следующие 
моменты: усечённый конус может быть получен вращением 
прямоугольной трапеции вокруг её боковой стороны, пер-
пендикулярной к основаниям, а осевое сечение усечённого 
конуса есть равнобедренная трапеция.

7. В начале второго урока целесообразно провести мате-
матический диктант. Это позволит судить об уровне навы-
ков решения несложных задач, вести работу по формиро-
ванию этих навыков, повторить основные вопросы темы.

Математический диктант № 4.1

1. Какая фигура получается в сечении цилиндра (кону-
са) плоскостью, проходящей: а) через ось цилиндра (кону-
са); б) перпендикулярно к оси цилиндра (конуса)?

2. Вопрос 5 к главе IV (вопрос 6 к главе IV).
3. Осевое сечение конуса представляет собой равносто-

ронний треугольник со стороной a. Найдите высоту конуса. 
(Осевое сечение цилиндра — квадрат, диагональ которого 
равна a. Найдите высоту цилиндра.)

4. Высота и радиус основания конуса равны 2 см. Через 
две образующие, угол между которыми равен 30°, проведе-
на секущая плоскость. Найдите площадь сечения. (Высота 
конуса равна 2 см, а угол при вершине осевого сечения равен 
120°. Найдите площадь сечения конуса плоскостью, проходя-
щей через две образующие, угол между которыми равен 90°.)

5. Как изменится площадь боковой поверхности кону-
са, если его образующую и радиус основания увеличить в 
3 раза (уменьшить в 2 раза)?

6. Сколько плоскостей симметрии имеет конус? (Сколь-
ко осей симметрии имеет усечённый конус?)

Для работы на уроке можно использовать задачи 350а, б, 
352, 353а, 366, 367.

Для работы дома — задачи 350в, 351, 353б, 368.
Третий урок следует посвятить повторению вопросов тео-

рии и решению задач. Для работы на уроке и дома можно 
использовать задачи 354, 356—360, 363—365, 369—371, а 
также дополнительные задачи 404—413.

Работа со слайдом 4.3 позволяет упрочить навыки реше-
ния задач, связанных с конусом, способствует повышению 
уровня подготовки учащихся.
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4.3

Высота конуса равна h. Через образующие MA и 
MB проведена плоскость, составляющая угол α c пло-
скостью основания конуса. Хорда AB стягивает дугу с 
градусной мерой β.

1. Докажите, что сечение конуса 
плоскостью MAB — рав нобедренный 
треугольник.

2. Объясните, как построить 
линейный угол двугранного угла, 
образованного секущей плоскостью 
и плоскостью основания конуса.

3. Найдите MC.
4. Составьте (и объясните) план 

вычисления длины хорды AB и 
площади сечения MAB.

5. Покажите на рисунке, как можно провести пер-
пендикуляр из точки O к плоскости сечения MAB (обо-
снуйте построение).

Задача 354 б). Высота конуса равна 10 см. Найдите 
площадь сечения, проходящего через вершину конуса и 
хорду основания, стягивающую дугу в 60°, если плоскость 
сечения образует с плоскостью основания конуса угол 45°.

Р е ш е н и е.
1) Так как хорда AB основания конуса стягивает 

дугу в 60° (рис. 4.5), то она равна радиусу основания: 
AB = OA = OB.

2) Проведём OC � AB и соеди-
ним отрезком точки C и M. Тогда 
AB � CM (по теореме о трёх 
перпендикулярах) и �MCO — 
линейный угол двугранного 
угла с ребром AB. По условию 
�MCO = 45°.

3) Из �MCO имеем

CO = MO = 10 см, MC = 10 �2� см.

4) Из �BOC получаем

BO = OC
�

cos 30°  
=

20 �3�
�

3  
см.

5) SMAB= 1
�

2
AB � MC =

= 1
�

2  
�

20 �3�
�

3  
� 10 �2�  см2 =

100 �6�
�

3  
см2.

Рис. 4.5
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Задача 365. Равнобедренный 
треугольник ABC, боковая сторо-
на которого равна m, а угол при 
основании равен ϕ, вращается 
вокруг основания. Найдите пло-
щадь поверхности тела, получен-
ного при вращении треугольника.

Р е ш е н и е.
1) Тело, полученное при вра-

щении равнобедренного треугольника ABC вокруг осно-
вания AC, состоит из двух конусов с общим основани-
ем, диаметром которого служит отрезок BB1 (рис. 4.6). 
Искомая площадь S равна удвоенной площади боковой 
поверхности конуса: S = 2Sбок= 2π � OB � AB.

2) Из треугольника AOB имеем AB = m, OB = m sin ϕ.
Следовательно, S = 2πm sin ϕ � m = 2πm2sin ϕ.

Задача 368. Радиусы осно-
ваний усечённого конуса равны 
R и r, где R > r, а образующая 
составляет с плоскостью основа-
ния угол в 45°. Найдите площадь 
осевого сечения.

Р е ш е н и е.
1) На рисунке 4.7 изображено 

осевое сечение данного усечён-
ного конуса — равнобедренная трапеция ABCD. Пусть 
BK � AD, точки M и E — середины отрезков BC и AD, 
т. е. точки M и E — центры оснований усечённого кону-
са. Тогда BM = r, AE = R, KE = BM = r, AK = R – r.

2) Из � ABK имеем BK = AK = R – r (так как острый 
угол прямоугольного треугольника равен 45°, то катеты 
BK и AK равны).

3)   Sсеч= SABCD  =
BC + AD
��

2  
� BK = 2r + 2R

�

2  
� (R – r) =

= (R + r) (R – r) = R2– r2.

§ 3. CФЕРА

Уроки № 7—10

Тема уроков: Сфера и шар.
Взаимное расположение сферы и плоскости.

Касательная плоскость к сфере. Площадь сферы

Основные задачи уроков

Ввести понятия сферы, шара и их элементов (центр, 
радиус, диаметр), рассмотреть возможные случаи взаим-

Рис. 4.6

Рис. 4.7
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ного расположения сферы и плоскости, теоремы о каса-
тельной плоскости к сфере, познакомить учащихся с 
формулой площади сферы, научить их решать задачи по 
данной теме.

Примерный план проведения уроков

1. На первом уроке целесообразно рассмотреть содер-
жание пп. 43, 44. Пункт 43 начинается с определения 
сферы: сферой называется поверхность, состоящая из всех 
точек пространства, расположенных на данном расстоянии 
от данной точки.

Шар определяется как тело, ограниченное сферой. 
Можно дать более развёрнутое определение: шаром ради-
уса R с центром в точке O называется тело, которое содер-
жит все точки пространства, расположенные от точки O 
на расстоянии, не превышающем R (включая и точку O), 
и не содержит других точек.

2. Полезно отметить, что сфера может быть получена 
вращением полуокружности вокруг её диаметра, а шар — 
вращением полукруга вокруг его диаметра. Можно про-
вести аналогию между рассматриваемыми определениями 
сферы и шара и соответствующими определениями окруж-
ности и круга.

3. При исследовании взаимного расположения сферы 
и плоскости можно отметить, что с увеличением расстоя-
ния от центра сферы до секущей плоскости радиус окруж-
ности, получившейся в сечении, уменьшается, и окруж-
ность вырождается в точку, когда это расстояние стано-
вится равным радиусу сферы.

4. Наряду с рассмотрением теоретического материала 
на первом уроке при наличии времени можно решить выбо-
рочно две-три задачи из числа задач 372—377. Остальные 
из этих задач, а также вопросы 7 и 8 к главе IV, можно 
использовать для работы дома.

5. Второй урок целесообразно начать с повторения 
различных случаев взаимного расположения сферы и 
плос кости, выделив тот случай, когда сфера и плоскость 
имеют только одну общую точку. Тем самым учащи-
еся подводятся к определению касательной плоскости 
к сфере. 

Далее нужно рассмотреть две теоремы — свойство и 
признак касательной плоскости — в соответствии с тек-
стом учебника. Полезно провести аналогию между рас-
сматриваемыми теоремами и теоремами о касательной к 
окружности из курса планиметрии.

Часть второго урока и третий урок следует посвятить 
решению задач.
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4.4

Вершины треугольника ABC 
лежат на сфере, радиус которой 
равен 13. Найдите расстояние 
от центра сферы до плоскости 
треугольника, если AB = 6, BC = 
= 8, AC = 10.

С х е м а  р е ш е н и я.
1. 102= 62+ 82, � ABC = 90°.
2. OK � α, K — центр круга, 

AK = KC = 5.

3. OK = �1�3��2�–�5��2�= 12.
Приведите полное обоснование решения.

4.5

Через точку M сферы радиуса R проведены две пло-
скости, одна из которых является касательной к сфере, 
а другая наклонена под углом ϕ к касательной плоско-
сти.

1. Объясните, как построить линейный угол дву-
гранного угла, образованного данными плоскостями.

2. Докажите, что перпендикуляр, проведённый из 
центра шара к секущей плоскости, проходит через 
центр сечения.

3. Найдите радиус сечения шара второй плоскостью.
4. Найдите площадь сечения.
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Для классной и домашней работы можно использовать 
задачи 378—385; вопросы 9 и 10 к главе IV.

6. Для второго и третьего уроков полезны слайды 4.4, 
4.5. С их помощью можно вести фронтальную работу по 
обсуждению подходов к решению задач по теме урока.

7. На последнем, четвёртом уроке рассматривается 
формула площади сферы (п. 46). Обоснование этой фор-
мулы будет дано позднее, после вывода формулы объёма 
шара в следующей главе учебника.

На уроке целесообразно решить задачи 388, 390, 393, 
394.

Для работы дома — задачи 389, 391, 392, 395.
Наряду с основными задачами к § 3 на уроках по 

теме этого параграфа можно использовать дополнитель-
ные задачи 414—421.

Уроки № 11—14

Тема уроков: Разные задачи на многогранники,
цилиндр, конус и шар. Сечения цилиндрической

и конической поверхностей

Под таким названием в учебнике фигурируют зада-
чи 422—439. В них рассматриваются различные комби-
нации тел: многогранники (призмы и пирамиды), вписан-
ные в сферу и описанные около сферы; призмы, вписан-
ные в цилиндр, и пирамиды, вписанные в конус; конус, 
вписанный в сферу, и сфера, вписанная в конус; сфера, 
вписанная в цилиндр, и цилиндр, вписанный в сферу. 
При решении той или иной задачи прежде всего нужно 
добиться того, чтобы учащиеся хорошо представляли 
взаимное расположение указанных в условии тел. Иначе 
говоря, учащиеся должны понимать, что если сфера впи-
сана в многогранник, то она касается всех его граней; 
если конус вписан в сферу, то вершина конуса лежит на 
сфере, а основание конуса является сечением сферы, и т. д. 
Приведём решения некоторых задач из этого цикла.

Задача 431 а). Докажите, что около любого тетраэдра 
можно описать сферу.

Р е ш е н и е.
1) Если сфера описана около многогранника, то все 

его вершины лежат на сфере, т. е. все вершины впи-
санного многогранника равноудалены от центра описан-
ной сферы. Поэтому нам нужно доказать, что для любо-
го тетраэдра ABCD существует такая точка O, что все 
четыре вершины A, B, C, D равноудалены от этой точки.
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2) Возьмём сначала три вер-
шины, например A, B и C, и 
найдём множество всех точек 
пространства, равноудалённых
от этих трёх точек. Таким мно-
жеством является прямая a, 
проходящая через центр M 
окружности, описанной около 
треугольника ABC, и перпенди-
кулярная к плоскости этого тре-
угольника (рис. 4.8).

3) Остаётся найти на пря-
мой a такую точку, которая уда-
лена от четвёртой вершины D на 
такое же расстояние, как и от 
вершин A, B, C.

Чтобы найти такую точку, рассмотрим множество 
всех точек пространства, равноудалённых от точек D 
и A. Таким множеством является плоскость α, проходя-
щая через середину отрезка AD перпендикулярно к нему
(см. рис. 4.8). Плоскость α и прямая a пересекаются в 
некоторой точке O, которая и будет центром сферы, опи-
санной около тетраэдра ABCD.

З а м е ч а н и е. Чтобы доказательство было полным, 
нужно ещё доказать, что плоскость α и прямая a дей-
ствительно пересекаются. Это следует из того, что плос-
кость α не перпендикулярна к плоскости треугольника 
ABC, поэтому она пересекается с прямой a, перпендику-
лярной к плоскости ABC.

Задача 433. В правильной треугольной пирамиде 
сторона основания равна a, а боковое ребро равно 2a. 
Найдите радиусы вписанной и описанной сфер.

Р е ш е н и е (краткий вариант, некоторые детали опу-
щены).

1) Обратимся к рисунку 4.9, а, на котором ABCD — 
данная пирамида, O — центр вписанной в пирамиду 
сферы, AK — высота пирамиды, K — точка касания 
вписанной сферы с гранью BCD, M — точка касания 
сферы с гранью ACD, точка M лежит на апофеме AE, 
OM � AE. Радиус вписанной сферы обозначим буквой r. 
Тогда OK = OM = r.

2) KE = 1
�

3  
BE = 1

�

3  
�

a �3�
�

2  
=

a �3�
�

6
.

3) AE = ��A�C��2�–�C�E��2� = �4�a��2�–
��a2

�

4  
=

a �1�5�
�

2
.

4) AK = ��A�E��2�–�K�E��2�= a ��11
�

3
.

Рис. 4.8
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5) Из подобия треугольников AOM и AKE следует

OM
�

AO  
= KE

�

AE
, или                    Отсюда r =

3 �5� – 1
�

4 �3�3�  
a.

6) Чтобы найти радиус R описанной сферы, обратим-
ся к рисунку 4.9, б, на котором N — центр описанной 
сферы: NA = ND = R.

7) KD = KB = 2
�

3  
BE = 2

�

3  
�

a �3�
�

2  
=

a �3�
�

3
.

8) Из �NKD имеем NK = �N�D��2�–�K�D��2�= �R
��2�–

��a2

�

3
.

9) Из � AKD получаем AK2  + KD2  = AD2, или

�R + �R
��2�–

��a2

�

3   
�

2

+  a
2

�

3  
= 4a2.

Решая это уравнение, получаем R  =
2a �3�3�
�

11
.

В классах с углублённым изучением математики на 
этих уроках можно рассмотреть также вопросы о взаимном 
расположении сферы и прямой (п. 47* учебника) и о сече-
ниях цилиндрической и конической поверхностей (пп. 50* 
и 51* учебника, к этой же теме относятся пп. 48* и 49*). 
При рассмотрении сечений цилиндрической и конической 
поверхностей используются свойства эллипса, гиперболы 
и параболы, которые описаны в пп. 97—99 главы VIII* 
«Некоторые сведения из планиметрии». Поэтому перед 
изучением пп. 50 и 51 следует ознакомиться с содержа-
нием пп. 97—99.

При наличии времени учитель может рассказать реше-
ния двух красивых задач 814 и 815 о прямой Эйлера 

               

a �3�
�

6r
��

        
=     

��

    
.

 

a �1�1�
�

�3�
– r   

a �1�5�
�

2

Рис. 4.9
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и сфере Эйлера для тетраэдра. При решении этих задач 
используется задача о прямой и окружности Эйлера для 
треугольника, которая разобрана в п. 94 главы VIII*, 
а также центральное подобие, которое вводится в п. 84*. 
Поэтому предварительно нужно ознакомить учащих-
ся с понятием центрального подобия и его свойствами.
Приведём решения указанных задач.

Задача 814. Все высоты тетраэдра пересекаются в точке 
H. Докажите, что точка H, центр O описанной сферы и 
точка G пересечения отрезков, соединяющих вершины с 
точками пересечения медиан противоположных граней 
тетраэдра, лежат на одной прямой (прямая Эйлера), при-
чём точки O и H симметричны относительно точки G.

Р е ш е н и е. На рисунке 4.10 изображены вершина A1 
тетраэдра A1A2A3A4 и плоскость α, в которой лежат вер-
шины A2, A3, A4 (чтобы не загромождать рисунок, сами 
эти вершины не изображены).

Отрезок A1H1 — высота тетраэдра, т. е. A1H1 � α. 
Точка H пересечения высот тетраэдра (она называется 
его ортоцентром) может лежать не на высоте A1H1, как 
на рисунке 4.10, а на её продолжении (этот случай рас-
сматривается аналогично).

Воспользуемся тем, что если все высоты тетраэд-
ра пересекаются в одной точке, то точка H1 являет-
ся ортоцентром треугольника A2A3A4, т. е. в этой точке 
пересекаются высоты этого треугольника (или их про-
должения). Это утверждение учащиеся могут доказать 
самостоятельно, при этом полезно совместить проведение 
доказательства с решением задач 769 и 792.

Точка G1 — точка пересечения медиан треугольника 
A2A3A4. Её называют также центром масс этого тре-
угольника, а отрезок A1G1 называют медианой тетраэд ра. 
Точка G пересечения медиан тетраэдра (центр масс тетраэд-

Рис. 4.10
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ра) лежит на отрезке A1G1 и делит 
его в отношении A1G : GG1 = 3 : 1 
(этот факт учащиеся также могут 
обосновать самостоятельно). Точка 
O1 — центр окружности, описан-
ной около треугольника A2A3A4, 
поэтому OO1 � α.

Согласно задаче Эйлера (п. 94) 
точки O1, G1 и H1 лежат на 
одной прямой (прямая Эйлера 
треугольника A2A3A4), причём 
O1G1: G1H1= 1 : 2. Следовательно, 
точки O, G и H лежат в плоскости 
A1G1H1.

Рассмотрим теперь вершину 
A2 тетраэдра и соответствующие 
ей точки O2, G2, H2, аналогичные 
точкам O1, G1, H1. Как и при рас-
смотрении точек A1, O1, G1, H1, приходим к выводу, что 
точки O, G и H лежат в плоскости A2G2H2. Поэтому точки 
O, G и H лежат на прямой, по которой пересекаются 
плоскости A1G1H1 и A2G2H2, и, таким образом, эти точки 
лежат на одной прямой.

Обратимся теперь к рисунку 4.11, на котором GK � O1H1. 
Пусть O1G1= 2x, тогда согласно задаче Эйлера G1H1= 4x,

а так как 
G1K
�

KH1  

=
G1G
�

GA1  

= 1
�

3
, то G1K = x, KH1= 3x. Следователь-

но, O1K = O1G1+ G1K = 2x + x = 3x = KH1.
Из равенства O1K = KH1 по теореме Фалеса следует, 

что OG = GH, т. е. точки O и H симметричны относитель-
но точки G.

Задача 815. Дан тетраэдр, все высоты которого пересе-
каются в одной точке. Докажите, что точки пересечения 
медиан всех граней, основания высот тетраэдра и точки, 
которые делят каждый из отрезков, соединяющих точку 
пересечения высот с вершинами в отношении 2 : 1, считая 
от вершины, лежат на одной сфере, центр которой лежит 
на прямой Эйлера (сфера Эйлера).

Р е ш е н и е. Обратимся к рисунку 4.12, на котором 
A1 — вершина тетраэдра A1A2A3A4, точки O1, G1, H1, O, 
G, H — те же самые, что и в задаче 814, M1 — точка 
на отрезке A1H, такая, что A1M1: M1H = 2 : 1. Требуется 
доказать, что точки G1, H1, M1 и аналогичные им тройки 
точек, соответствующие вершинам A2, A3, A4, лежат на 
одной сфере, центр которой лежит на прямой OH.

Будем использовать следующее свойство центрального 
подобия: при центральном подобии с центром A и ко-

Рис. 4.11
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эффициентом k сфера радиуса R 
с центром в точке C переходит 
в сферу радиуса �k �� R, центром 
которой является та точка C�, 
в которую переходит точка C. 
Доказательство этого утвержде-
ния учащиеся могут провести 
самостоятельно.

Рассмотрим центральное по-
добие с центром G и коэффици-

ентом – 1
�

3
. Так как GG1= 1

�

3  
GA1, 

то при этом центральном подобии 
вершина A1 переходит в точку G1, 
а вершины A2, A3, A4 тетраэдра 
переходят в соответствующие точ-
ки G2, G3, G4 (центры масс соот-
ветствующих граней тетраэдра). Точка O (центр описанной 
сферы тетраэдра) переходит в точку O�, лежащую на прямой 
OG по другую сторону от точки G, нежели точка O, причём

O�G = 1
�

3
OG (см. рис. 4.12).

Следовательно, описанная сфера тетраэдра (обозначим 
её радиус буквой R), на которой лежат вершины A1, A2,

A3, A4, переходит в сферу радиуса R
�

3
 с центром в точке O� 

и на ней лежат точки G1, G2, G3, G4. Покажем, что точки 
H1 и M1 также лежат на этой сфере.

Так как OG = GH (см. задачу 814) и O �G = 1
�

3  
OG, то

O�H = 1
�

3  
OH. Отсюда следует, что NH1= 1

�

3  
O1H1, а так как

OG1= 1
�

3  
O1H1, то G1N = O1H1– (O1G1+ NH1) = 1

�

3  
O1H1= NH1.

Из равенства G1N = NH1 следует, что прямоугольные 
треугольники G1NO� и H1NO� равны (по двум катетам), и

поэтому O �H1= O �G1= R
�

3
, т. е. точка H1 лежит на сфере

радиуса R
�

3
 с центром O�.

Наконец, рассмотрим центральное подобие с центром H

и коэффициентом 1
�

3
. Так как O�H = 1

�

3  
OH и M1H = 1

�

3  
A1H, 

то при этом центральном подобии точка O (центр опи-
санной сферы) переходит в точку O� и, значит, описан-

ная сфера переходит снова в сферу радиуса R
�

3
 с центром O�,

а точка A1, лежащая на описанной сфере, переходит в 
точку M1. Следовательно, точка M1 лежит на сфере ра-

диуса R
�

3
 с центром O�.

Рис. 4.12
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Точно так же доказывается, что на этой сфере лежат 
точки Hi и Mi  (i = 2, 3, 4), соответствующие вершине Ai 
и аналогичные точкам H1 и M1.

Другие теоремы и формулы, включённые в главу VIII* 
«Некоторые сведения из планиметрии», могут быть изу-
чены по мере надобности при рассмотрении тех или иных 
вопросов стереометрии. Так, пп. 85—89, в которых рас-
сматриваются углы и отрезки, связанные с окружно-
стью, а также вписанный и описанный четырёхугольни-
ки, целесообразно рассмотреть в теме «Сфера и шар», 
а пп. 90—93, относящиеся к треугольнику,— в теме 
«Многогранники».

Урок № 15

Контрольная работа № 4.1

Вариант 1

1. Осевое сечение цилиндра — квадрат, площадь осно-
вания цилиндра равна 16π см2. Найдите площадь полной 
поверхности цилиндра.

2. Высота конуса равна 6 см, угол при вершине осе-
вого сечения равен 120°. Найдите: а) площадь сечения 
конуса плоскостью, проходящей через две образующие, 
угол между которыми равен 30°; б) площадь боковой 
поверхности конуса.

3. Диаметр шара равен 2m. Через конец диаметра про-
ведена плоскость под углом 45° к нему. Найдите длину 
линии пересечения сферы этой плоскостью.

Вариант 2

1. Осевое сечение цилиндра — квадрат с  диагональю, рав-
ной 4 см. Найдите площадь полной поверхности ци линдра.

2. Радиус основания конуса равен 6 см, а образую-
щая наклонена к плоскости основания под углом 30°. 
Найдите: а) площадь сечения конуса плоскостью, про-
ходящей через две образующие, угол между которыми 
равен 60°; б) площадь боковой поверхности конуса.

3. Диаметр шара равен 4m. Через конец диаметра про-
ведена плоскость под углом 30° к нему. Найдите площадь 
сечения шара этой плоскостью.

Ответы:

Вариант 1.   1. 96π см2. 2. а) 36 см2; б) 72π �3� см2.

3. πm �2�.

Вариант 2.  1. 12π см2. 2. а) 12 �3� см2; б) 24π �3� cм2.

3. 3πm2.
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Урок № 16

Зачёт № 4. Цилиндр, конус и шар

Карточка 1

1. Объясните, какое тело называется цилиндром. 
Выведите формулу площади полной поверхности цилин-
дра.

2. Высота конуса равна 6 см, а образующая наклонена 
к плоскости основания под углом 30°. Найдите площадь 
сечения конуса плоскостью, проходящей через две обра-
зующие, угол между которыми равен 60°.

3. Радиус шара равен R. Найдите площадь поверхно-
сти вписанного в шар куба.

Карточка 2

1. Объясните, какое тело называется конусом. Выведите 
формулу площади полной поверхности конуса.

2. Радиус шара равен 8 см. Через конец радиуса, 
лежащего на сфере, проведена плоскость под углом 45° 
к радиусу. Найдите площадь сечения шара этой плоско-
стью.

3. Куб с ребром a вписан в цилиндр. Найдите площадь 
осевого сечения цилиндра.

Карточка 3

1. Объясните, какое тело называется усечённым кону-
сом. Выведите формулу площади полной поверхности усе-
чённого конуса.

2. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной оси, 
отсекает от окружности основания дугу в 90°. Найдите 
площадь сечения, если высота цилиндра равна 6 см, а 
расстояние между осью цилиндра и секущей плоскостью 
равно 3 см.

3. Около шара радиуса R описан правильный тетра-
эдр. Найдите площадь поверхности тетраэдра.

Карточка 4

1. Объясните, какая поверхность называется сферой и 
какое тело называется шаром. Исследуйте взаимное рас-
положение сферы и плоскости в зависимости от соотно-
шения между радиусом сферы и расстоянием от её центра 
до плоскости.

2. Радиус кругового сектора равен 6 см, а его угол 
равен 120°. Сектор свёрнут в коническую поверхность. 
Найдите площадь полной поверхности конуса.



3. Осевое сечение конуса — равносторонний треуголь-
ник. В конус вписана треугольная пирамида, основанием 
которой служит прямоугольный треугольник с катетами 
12 см и 16 см. Найдите высоту пирамиды.

Карточка 5

1. Перечислите возможные случаи взаимного располо-
жения сферы и плоскости. Докажите, что сечение сферы 
плоскостью есть окружность.

2. Осевое сечение цилиндра — квадрат, диагональ 
которого равна 12 см. Найдите площадь боковой поверх-
ности цилиндра.

3. В сферу вписан конус, образующая которого равна l, 
а угол при вершине осевого сечения равен 60°. Найдите 
площадь сферы.

Карточка 6

1. Сформулируйте определение касательной плоско-
сти к сфере. Докажите теоремы о касательной плоскости 
(свойство и признак касательной плоскости).

2. Площадь сечения шара плоскостью, проходящей 
через его центр, равна 16π см2. Найдите площадь сферы.

3. Диагональ правильной четырёхугольной призмы 
равна 4 см и наклонена к плоскости основания под углом 
45°. Найдите площадь боковой поверхности цилиндра, 
вписанного в эту призму.

Дополнительные вопросы к зачёту

1. Расскажите о возможных случаях взаимного рас-
положения сферы и прямой.

2. Расскажите о разных видах сечений цилиндри-
ческой и конической поверхностей (эллипс, парабола, 
гипербола).
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Глава V

ОБЪЁМЫ ТЕЛ

§ 1. ОБЪЁМ ПРЯМОУГОЛЬНОГО

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА

Уроки № 17—19

Тема уроков: Понятие объёма.
Объём прямоугольного параллелепипеда

Основные задачи уроков

Ввести понятие объёма тела, рассмотреть свойства объ-
ёмов, теорему об объёме прямоугольного параллелепипеда 
и следствие об объёме прямой призмы, основанием кото-
рой является прямоугольный треугольник.

Примерный план проведения уроков

На первом уроке при введении понятия объёма тела необ-
ходимо акцентировать внимание учащихся на следующем:

1. Предполагается, что каждое из рассматриваемых 
тел имеет объём, который можно измерить с помощью 
выбранной единицы измерения. За единицу измерения 
объёмов принимается куб, ребро которого равно единице 
измерения отрезков. Единицами измерения могут быть 
кубический сантиметр, кубический метр и т. д.

2. Процедура измерения объёмов аналогична процеду-
ре измерения площадей. Число единиц измерения (еди-
ничных кубов) и частей единицы, содержащихся в дан-
ном теле, принимается за числовое значение объёма при 
выбранной единице измерения. Это число может быть 
как рациональным (в частности, целым), так и иррацио-
нальным.

3. Вывод формул для вычисления объёмов тел опира-
ется на два основных свойства объёмов.

Свойство 10: равные тела имеют равные объёмы.
Понятие равных тел определяется на основе понятия 

наложения. Следует рассмотреть примеры равных тел, 
используя рисунок 131, а, б учебника. Доказательство 
равенства двух тел в каждом из рассмотренных при-
меров можно провести на основе аксиом наложения и 
равенства фигур. Образец такого доказательства дан в 
Приложении 2 в конце учебника и адресован учащимся, 
проявляющим повышенный интерес к математике.
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Свойство 20: если тело составлено из нескольких тел, 
то его объём равен сумме объёмов этих тел (рис. 132).

4. Из основных свойств 10 и 20 выводится важное для

дальнейшего следствие: объём куба с ребром 1
�

n
 равен 1

�

n3

(n — любое целое положительное число).
5. В п. 53 доказана теорема об объёме прямоугольного 

параллелепипеда. Доказательство не является обязатель-
ным для изучения на уроке. Оно может быть рассмотрено 
во внеурочное время с учащимися, особо интересующи-
мися математикой.

6. Следует обратить внимание учащихся на то, что фор-
мула объёма прямоугольного параллелепипеда V = a � b � c 
иначе записывается так: V = S � h, где S — площадь осно-
вания, h — высота параллелепипеда (см. следствие 1). 
Такая форма записи более соответствует последующим 
формулам для вычисления объёмов тел.

На первом уроке целесообразно рассмотреть содер-
жание пп. 52, 53, включая следствие 1, и решить зада-
чи 440, 441а, б, 442а. Для работы дома — задачи 441в, г, 
442б; вопрос 1 к главе V.

На втором уроке нужно рассмотреть следствие 2, 
в котором доказана формула объёма прямой призмы, 
основанием которой служит прямоугольный треугольник 
ABC: V = SABC� h, где h — высота призмы, и решить зада-
чи 443, 447, 451.

Для работы дома — задачи 444, 445, 446.
Третий урок следует посвятить повторению вопросов 

теории и решению задач. На уроке можно решить зада-
чи 448, 450а. Для проверки домашней работы и обсуж-
дения подходов к решению задач целесообразно исполь-
зовать слайд 5.1.

Для работы дома — задачи 449, 450б.
Самостоятельная работа контролирующего характера 

проводится в конце третьего урока.

Самостоятельная работа № 5.1

Вариант 1

1. Измерения прямоугольного параллелепипеда равны 
2,5 см, 5 см и 5 см. Найдите ребро куба, объём которого 
в два раза больше объёма данного параллелепипеда.

2. Найдите объём прямой призмы ABCA1B1C1, если 
� ACB = 90°, �BAC = 30°, AB = a, CB = BB1.

Вариант 2

1. Измерения прямоугольного параллелепипеда равны 
2 см, 6 см и 6 см. Найдите ребро куба, объём которо-
го в три раза больше объёма данного параллелепипеда.



136

2. Найдите объём прямой призмы ABCA1B1C1, в кото-
рой � ACB = 90°, AB = BB1= a, AC = CB.

Ответы:

Вариант 1.  1. 5 см. 2. 
a3 �3�
�

16
.

Вариант 2.  1. 6 cм. 2. 
a3

�

4
.

§ 2. ОБЪЁМЫ ПРЯМОЙ ПРИЗМЫ И ЦИЛИНДРА

Уроки № 20—21

Тема уроков:
Объёмы прямой призмы и цилиндра

Основные задачи уроков

Изучить теоремы об объёмах прямой призмы и цилин-
дра, выработать навыки решения задач с использованием 
формул объёмов этих тел.

5.1

Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна a и 
составляет угол 30° с плоскостью боковой грани и угол 
45° с плоскостью основания.

1. Объясните, как построить 
угол между диагональю парал-
лелепипеда и плоскостью боко-
вой грани.

2. Объясните, как построить 
угол между диагональю парал-
лелепипеда и плоскостью осно-
вания.

3. Найдите длины отрезков 
AB, AD1, DD1.

4. Составьте план вычисле-
ния длины отрезка AD и объ-
ёма параллелепипеда.
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Примерный план проведения уроков

1. При изучении теорем данного параграфа следует 
иметь в виду, что в следующих параграфах при выводе 
формул объёмов тел используется определённый интег-
рал. В свою очередь, формула для вычисления объёмов 
тел с помощью интеграла получается на основе формул 
объёмов прямой призмы и цилиндра, поэтому теоремы § 2 
об объёмах прямой призмы и цилиндра имеют не толь-
ко самостоятельный интерес, но и важное значение для 
вывода формул объёмов других тел, рассматриваемых в 
данной главе.

2. При доказательстве теоремы об объёме прямой 
призмы вначале рассматривается случай, когда основа-
нием призмы служит произвольный треугольник ABC. 
Плоскость, проходящая через боковое ребро B1B и высо-
ту BD треугольника ABC, разделяет данную призму 
на две призмы, основаниями которых являются прямо-
угольные треугольники. Это позволяет использовать след-
ствие 2 из предыдущего параграфа, в котором выведе-
на формула для вычисления объёма прямой призмы, 
основанием которой является прямоугольный треуголь-
ник.

3. При выводе формулы объёма произвольной пря-
мой призмы используется чертёж пятиугольной приз-
мы, разбитой на три треугольные призмы (см. рис. 136 
учебника). Полезно отметить, что указанным спосо-
бом n-угольная призма, основанием которой является 
выпуклый n-угольник, разбивается на n – 2 треуголь-
ные призмы. Вторая часть доказательства теоремы для 
такой призмы может быть записана кратко следующим 
образом:

V = S1h + S2h + S3h + ... + Sn–2h =

= (S1+ S2+ S3+ ... + Sn–2) h = Sh.

4. Перед доказательством теоремы об объёме цилин-
дра необходимо ввести понятия призмы, вписанной в 
цилиндр, и призмы, описанной около цилиндра (рис. 137 
учебника).

5. При доказательстве этой теоремы необходимо разъяс-
нить, как получаются формулы для площадей оснований 
вписанной и описанной призм и неравенства для объёма V 
цилиндра

Sn ⋅ h < V < 
Sn

��

cos2 180°
�

n

 ⋅ h.

Так как cos 180°
�

n
 → 1 при n → ∞, а Sn → πr2, то левая 

и правая части неравенств стремятся к πr2h. Следовательно, 
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V = πr2h, т. е. V = Sh, где S = πr2 — площадь основания 
ци линдра.

На первом уроке следует рассмотреть теорему об объ-
ёме прямой призмы. Для работы на уроке можно исполь-
зовать задачи 452б, 453, 455, а также слайд 5.2.

Объём прямой призмы 5.2

В правильной треугольной призме ABCA1B1C1 через 
сторону BC основания и середину M бокового ребра AA1 
проведено сечение, составляющее угол 45° с плоско-
стью основания. Найдите объём призмы, если сторона 
её основания равна 10 см.

Р е ш е н и е.
1) Из �ABD AD = 10 � cos 30°  см = 5 �3� см.
2) �MDA = 45° (объясните по чему).

3) В �MAD AM = AD = 5 �3� см.

4) AA1= 2AM = 10 �3� см.

5) V = SABC� AA1= 102 �3�
�

4
� 10 �3�  см3 = 750 см3.

45°

Для работы дома — задачи 452а, 454, 456в, г, 457, 
458.

На втором уроке нужно рассмотреть теорему об объ-
ёме цилиндра и решить задачи 459а, в, 460, 462. Можно 
использовать слайд 5.3.

Для работы дома — задачи 459б, 461, 464, 465.
Для подведения итогов уроков можно провести мате-

матический диктант.
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Математический диктант № 5.1

1. Сформулируйте определение призмы, вписанной в 
цилиндр (описанной около цилиндра).

2. Запишите формулу объёма прямой призмы (цилин-
дра).

3. В цилиндр вписана правильная треугольная приз-
ма, каждое ребро которой равно a. (В цилиндр вписан 
куб с ребром a.) Выполните рисунок к задаче. Найдите:

а) радиус цилиндра;
б) площадь боковой поверхности призмы (поверхности 

куба);
в) объём призмы (куба);
г) объём цилиндра.

Задача 455. Основанием прямой призмы является 
параллелограмм. Через сторону основания, равную a, и 
противоположную ей сторону другого основания проведе-
но сечение, составляющее угол β с плоскостью основания. 
Площадь сечения равна Q. Найдите объём призмы.

Объёмы прямой призмы и цилиндра 5.3

Д а н о: ABCDEFA1B1C1D1E1F1 — правильная шести-
уголь ная призма, точка O — центр её основания, 
BE1= 8, �E1BE = 60°.

Н а й д и т е:
а) объём призмы;
б) объём описанного около призмы цилиндра;
в) объём вписанного в призму цилиндра.
Р е ш е н и е.

EE1= 4 �3�, BE = 4, OB = 2, OK = �3�.

Sосн. призмы= 6 �3�, Vпризмы= 72,

Vцил. оп= 16π �3�, Vцил. вп= 12π �3�.

Выполнив необходимые вычисления, проверьте пра-
вильность приведённых ответов.

O
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Р е ш е н и е.
1) Сечение ABC1D1 — параллелограмм, так как про-

тивоположные стороны AB и D1C1 равны и параллельны 
(рис. 5.1). Проведём DK � AB, тогда AB � D1K по теореме 
о трёх перпендикулярах. Угол D1KD — линейный угол 
двугранного угла, образованного плоскостями сечения и 
основания призмы, поэтому �D1KD = β,

KD = KD1cos β.

2) SABCD=AB �KD=AB �KD1�сosβ=Qcosβ. Так как AB=a,

то KD =
Q cos β
�

a
.

3) Из �D1DK имеем DD1= KD � tg β =
Q sin β
�

a
.

4) V = SABCD� DD1=
Q2sin 2β
��

2a
.

Задача 464 д). В цилиндр вписана правильная n-угольная 
призма. Найдите отношение объёмов призмы и цилиндра.

Р е ш е н и е.
1) На рисунке 5.2 изображены три боковые грани пра-

вильной n-угольной призмы, вписанной в цилиндр. Введём 
обозначения: CC1= h, OB = r, P — периметр, S — площадь 
основания призмы.

2) В треугольнике OKB имеем �BOK = 180°
�

n
, OK = r �cos 180°

�

n
,

BK = r � sin 180°
�

n
, поэтому BC = 2r � sin 180°

�

n
.

3) P = n � 2r � sin 180°
�

n
, S = 1

�

2
P � OK = 1

�

2
n � r2

� sin 360°
�

n
.

4) 
Vпризмы

���

Vцилиндра  

=
�

1

2
� nr2h � sin �

36

n

0°
�

���

πr2h  

= n
�

2π  
� sin 360°

�

n
.

Рис. 5.1 Рис. 5.2

β

B1
h
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§ 3. ОБЪЁМЫ НАКЛОННОЙ ПРИЗМЫ, ПИРАМИДЫ

И КОНУСА

Уроки № 22—23

Тема уроков: Вычисление объёмов тел с помощью
определённого интеграла. Объём наклонной призмы

Основные задачи уроков

Разъяснить учащимся возможность и целесообразность 
применения опредёленного интеграла для вычисления 
объёмов тел, вывести формулу объёма наклонной призмы 
с помощью интеграла, показать применение полученных 
формул при решении задач.

Примерный план проведения уроков

Материал п. 56 адресован в первую очередь учащимся, 
проявляющим повышенный интерес к математике. Менее 
подготовленным школьникам достаточно знать итоговую 
формулу для вычисления объёмов тел с помощью инте-
грала.

При рассказе на уроке о содержании п. 56 важно обра-
тить внимание учащихся на следующие моменты:

1. Тело, объём которого нужно вычислить, заключено 
между двумя параллельными плоскостями α и β. При 
этом ось Ox выбирается перпендикулярной к этим плос-
костям. Координаты точек пересечения оси Ox с плоскос-
тями α и β равны a и b, a < b (см. рис. 140 учебника).

2. Сечение тела плоскостью, проходящей через точку с 
координатой x перпендикулярно к оси Ox, является либо 
кругом, либо многоугольником, площадь которого S (x).

3. Числовой отрезок [a; b] разбивается на n равных 
отрезков точками a = x0, x1, x2, ..., xn= b и через точки
с координатами xi проводятся плоскости, перпендикуляр-
ные к оси Ox (рис. 141 учебника). Эти плоскости разде-
ляют данное тело на n слоёв, высота (толщина) каждого

из которых равна � x = b – a
�

n
.

4. Объём одного слоя равен приближённо объёму 
цилиндра (или призмы), площадь основания которого 
равна S (xi), а высота равна � x. Объём V данного тела 
равен сумме объёмов всех слоёв, т. е. приближённо равен 
сумме величин S (xi) � x:

V � Vn= S (x1) � x + S (x2) � x + ... + S (xn) � x = 	
n

i = 1

S (xi) � x.
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5. Без доказательства принимаем, что lim
n 
 �

Vn= V, где

V — объём тела. Но lim
n 
 �

Vn= �
b

a

S (x) dx, поэтому

V = �
b

a

S (x) dx.

На первом уроке нужно рассмотреть теоретический 
материал, включая доказательство теоремы об объёме 
наклонной призмы, и решить задачи 469, 470. При объ-
яснении теоретического материала полезно использовать 
слайд 5.4.

Слайд 5.4 даёт краткий конспект доказательства фор-
мулы для вычисления объёмов тел с помощью определён-
ного интеграла. Несущественное отличие формулы для Vn 
на слайде от аналогичной формулы в учебнике обуслов-
лено тем, что нумерация слоёв на слайде ведётся от 0 до 
n – 1, а в учебнике — от 1 до n.

Для работы дома — задачи 471, 472.
Второй урок следует посвятить повторению вопросов 

теории и решению задач 467, 473, 475. При этом можно 
использовать слайды 5.5—5.7.

Слайды 5.5 и 5.6 не связаны непосредственно с вычис-
лением объёмов тел. Вместе с тем представленные на них 
геометрические утверждения имеют важное значение для 
решения многих задач данной главы. Кроме того, они 
интересны и сами по себе. Например, красивая формула 
cos ϕ = cos α � сos β получена на слайде 5.5.

Для работы дома — задачи 468, 474, 476.
Отметим, что задачи 475 и 476 связаны с другим спо-

собом вычисления объёма наклонной призмы, о котором 
говорится в замечании в конце п. 57.

Задача 467. Фигура, заштри-
хованная на рисунке 190 учеб-
ника, вращается вокруг оси Ox. 
Найдите объём полученного тела.

Р е ш е н и е. Полученное тело 
вращения изображено на рисун-
ке 5.3. Объём V вычисляется по 
формуле

V = �
1

0

S (x) dx, где S (x) = πy2(x),

причём y (x) = �x�, т. е. S (x) = πx.

Поэтому V = �
1

0

πx dx = π
�

2
x2

1

0

= π
�

2
.

Рис. 5.3
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Вычисление объёмов тел
с помощью определенного интеграла 5.4

S (x) — площадь сечения тела плоскостью, перпенди-
кулярной к оси абсцисс и пересекающей её в точке x.

Функция S (x) непрерывна на [a; b].

x1– x0= x2– x1= ... = xn– xn–1= � x;

V � Vn= S (x0) � x + S (x1) � x + ... + S (xn–1) � x,

Vn= 	
n – 1

i = 0

S (xi) � x ;

V = lim
n 
 �

Vn, V = �
b

a

S (x) dx.
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5.5

Д а н о: MA — наклонная к плоскости γ, MO � γ, AE —

луч на плоскости γ, образующий острый угол β с проек-
цией наклонной AM, �MAO = α, �BAO = β, �MAB = ϕ.

Д о к а ж и т е: cos ϕ = cos α � cos β.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Пусть OB � AE, тогда AB � MB, cos ϕ = AB
�

AM
= AB

�

AO
�

AO
�

AM
=

= cos β� сos α.

5.6

Д а н о: луч AM образует равные острые углы с лучами 
AE и AF.

Д о к а ж и т е: проекцией луча AM на плоскость EAF 
является биссектриса AO угла EAF.

Р е ш е н и е. Способ 1. MO � EAF, OB � AE, OC � AF; 

�ABM=�ACM; AB=AC; �ABO=�ACO, �BAO=�CAO, 

луч AO — биссектриса угла EAF.
Способ 2. cos ϕ = cos α � cos β1

              cos ϕ = cos α � cos β2   
cos β1= cos β2  

β1= β2.

Дополните приведённые решения необходимыми 
обос нованиями.

β2
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Задача 473. Основанием наклонного параллелепипе-
да является прямоугольник со сторонами a и b. Боковое 
ребро длины c составляет со смежными сторонами осно-
вания углы, равные ϕ. Найдите объём параллелепипеда.

Р е ш е н и е. Способ 1.
1) Пусть ребро AA1 образует острые углы, равные ϕ, 

со сторонами AB и AD (рис. 5.4). Тогда проекцией реб-
ра AA1 на плоскость основания ABCD является отрезок 
AO биссектрисы угла DAB (см. слайд 5.6).

2) Проведём OE � AB. Тогда 
AB � A1E по теореме о трёх пер-
пендикулярах.

3) Из � AA1E получаем 
AE = c � cos ϕ, A1E = c � sin ϕ.
4) Из � AEO имеем

EO = AE = c � cos ϕ,
так как �OAE = 45°.

5) Из � A1EO находим

A1O = ��A�1E��2�–�E�O��2�=

= ��c�2�si�n��2�ϕ�–�c��2�c�o��s2�ϕ�= c �–�c�o�s�2�ϕ�.

6) V= SABCD�A1O= abc �–�c�o�s�2�ϕ�.

Для случая тупого угла 
по лучается тот же результат.

Объём наклонной призмы 5.7

Все грани параллелепипеда — равные ромбы со сто-
роной a и острым углом 60°. Найдите объём паралле-
лепипеда.

Р е ш е н и е.
Проекцией ребра AA1 является отрезок AK.
Пусть � A1AK = α, тогда

сos 60° = cos α � cos 30°, cos α = 1
�

�3�
, sin α = �1�–��1

�

3  
= �2�

�

�3�
.

Из � AA1K: A1K = a sin α = a �2�
�

�3�
. V =a2sin 60° �

a �2�
�

�3�  
= a3 �2�
�

2
.

Рис. 5.4
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Способ 2.
1) Пусть � A1AO = x, � A1AB = � A1AD = ϕ (рис. 5.4).

По условию �OAB = 45°, поэтому cos ϕ = cos x � cos 45°
(см. слайд 5.5). Отсюда cos x = �2� � cos ϕ.

2) sin x = �1�–�c�o�s2�x� = �1�–�2�c�o�s2�ϕ� = �–�c�o�s�2�ϕ�.

3) A1O = AA1� sin x = c �–�c�o�s�2�ϕ�.

4) V = abc �–�c�o�s�2�ϕ�.

З а м е ч а н и е. На уроке достаточно ограничиться рас-
смотрением случая острого угла ϕ. Можно показать, 
используя неравенство AE < A1E, что при этом 45° < ϕ < 90°, 
и поэтому cos 2ϕ < 0, так что под знаком корня стоит 
положительное число (– cos 2ϕ). В случае тупого угла ϕ 
выполняется неравенство

90° < ϕ < 135°,

и поэтому снова cos 2ϕ < 0.

Задача 475. Докажите, что объём наклонной призмы 
равен произведению бокового ребра на площадь сечения
призмы плоскостью, перпенди-
кулярной к боковым рёбрам и 
пересекающей их.

Р е ш е н и е.
1) Рассмотрим вначале тре-

угольную призму. Пусть плоско-
сти перпендикулярного сечения 
MEK призмы и основания ABC 
пересекаются по прямой PQ 
(рис. 5.5).

Прямая AA1 перпендику-
лярна плоскости MEK, следо-
вательно, AA1 � PQ.

2) Проведём высоту A1O приз-
мы, тогда A1O � PQ.

3) Из условий PQ � AA1 и PQ � A1O следует, что 
PQ � OA1A по признаку перпендикулярности прямой и 
плоскости.

4) Пусть плоскость AA1O пересекает прямую PQ в 
точке H, тогда угол AHM — линейный угол двугранно-
го угла AQPM. Обозначим величину угла AHM через ϕ, 
тогда из прямоугольного треугольника MAH получаем 
�MAH = 90° – ϕ.

5) Треугольник MEK есть ортогональная проекция тре-
угольника ABC на плоскость перпендикулярного сечения 
призмы, поэтому SMEK= SABC� cos ϕ (см. задачу 212).

6) Заметим, что APQ � AMH, так как плоскость APQ 
проходит через прямую PQ, перпендикулярную к пло-

Рис. 5.5
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скости AMH. Из перпендикулярности этих плоскостей 
следует, что высота A1O призмы пересекает линию AH 
пересечения плоскостей.

7) Из �A1AO находим A1O=AA1�sin(90°–ϕ)=AA1�cosϕ.

8) Итак, V = SABC� A1O =
SMEK
�

cos ϕ
� AA1� cos ϕ = SMEK� AA1.

Для треугольной призмы утверждение доказано.

9) Произвольную наклонную призму можно разбить 
на треугольные призмы с боковыми рёбрами такой же 
длины, как у исходной призмы. Площадь перпендику-
лярного сечения всей призмы равна сумме площадей пер-
пендикулярных сечений треугольных призм.

Отсюда следует справедливость утверждения задачи 
для произвольной призмы.

Уроки № 24—26

Тема уроков: Объём пирамиды

Основные задачи уроков

Рассмотреть теорему об объёме пирамиды и, как след-
ствие, вывести формулу объёма усечённой пирамиды, 
выработать навыки решения типовых задач на примене-
ние формул объёмов пирамиды и усечённой пирамиды.

Примерный план проведения уроков

На первом уроке следует рассмотреть доказательство 
теоремы об объёме пирамиды. Используя текст учебника, 
нужно подробно разобрать, как получается выражение 
для площади сечения пирамиды

S (x) = S
�

h2
� x2.

Вычислить интеграл V = �
h

0

S
�

h2
� x2dx учащиеся могут са-

мостоятельно.

На уроке следует рассмотреть задачи 477б, 478, 479б, в; 
дома — задачи 477а, 479а, 480.

Второй урок нужно посвятить повторению вопросов 
теории и решению задач 481б, 483, 487. При подведе-
нии итогов урока желательно использовать вопросы 4, 5 
к главе V и задачи 247, 249, аналогичные представленным 
на слайдах 5.8 и 5.9.

Для работы дома — задачи 481б, 482, 484.
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На третьем уроке выводится формула объёма усечён-
ной пирамиды как следствие теоремы об объёме пирами-
ды. В учебнике предлагается вывести эту формулу само-
стоятельно. Приведём краткую запись вывода формулы.

5.8

Задача. Если боковые рёбра пирамиды равны (или 
составляют равные углы с плоскостью основания), то 
вершина пирамиды проецируется в центр окружности, 
описанной около основания пирамиды.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Треугольники MAO, MBO, 

MCO, ... равны по катету и 
гипотенузе (или по катету и 
острому углу). Поэтому OA = 
= OB = OC = ..., т. е. точка O — 
центр окружности, описанной 
около основания пирамиды.

5.9

Задача. Если двугранные углы при основании пира-
миды равны (или равны высоты боковых граней, про-
ведённые из вершины пирамиды), то вершина пира-
миды проецируется в центр окружности, вписанной в 
основание пирамиды.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Треугольники MKO, MEO, 

MFO, ... равны по катету и 
острому углу (или по катету 
и гипотенузе), поэтому OK = 
= OE = OF = ..., т. е. точка O — 
центр окружности, вписанной 
в основание пирамиды.
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Объём усечённой пирамиды рассматриваем как раз-
ность объёмов полной пирамиды и той, что отсечена от 
неё плоскостью, параллельной основанию (рис. 5.6).

Поэтому

Vусеч. пир= 1
�

3  
S (h + x) – 1

�

3  
S1x = 1

�

3  
Sh + 1

�

3  
(S – S1) x. (1)

Из равенства

S
�

S1  

=
(h + x)2

�

x2

находим x =
h �S��1�

���

�S�–�S��1�
.

Подставляя это выражение 
для x в формулу (1), после пре-
образований получаем

V = 1
�

3  
h (S + S1+ �S�S��1�).

Для классной и домашней работы используются зада-
чи 490—493, выборочно задачи 485—489.

В конце второго урока проводится самостоятельная 
работа контролирующего характера.

Самостоятельная работа № 5.2

Вариант 1

Задача 479а для l = 10 см, ϕ = 30°.

Вариант 2

Задача 481а для H = 10 см, β = 60°.

Задача 487. Основанием пирамиды является ромб со 
стороной 6 см. Каждый из двугранных углов при основа-
нии равен 45°. Найдите объём пирамиды, если её высота 
равна 1,5 см.

Р е ш е н и е.
1) По условию двугранные 

углы при основании пирамиды 
равны, поэтому вершина пира-
миды проецируется в центр 
круга, вписанного в ромб, т. е. 
в точку пересечения его диаго-
налей (рис. 5.7).

2) Угол MKO — линейный 
угол двугранного угла с реб-
ром DC. Из �MOK находим

MO = OK = 1,5 см.

Рис. 5.6

Рис. 5.7
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3) Проведём высоту ромба BF. BF = 2OK = 3 см.

4) Sосн= 6 � 3  см2 = 18 см2.

5) V = 1
�

3  
� 18 � 1,5  см3 = 9 см3.

Задача 491. Основания усечённой пирамиды — рав-
нобедренные прямоугольные треугольники, гипотенузы 
которых равны m и n (m > n). Две боковые грани, содер-
жащие катеты, перпендикулярны к основанию, а третья 
составляет с ним угол ϕ. Найдите 
объём усечённой пирамиды.

Р е ш е н и е.
1) Пусть треугольники ABC и 

A1B1C1 с прямыми углами C и 
C1 — основания данной усечён-
ной пирамиды. По условию две 
боковые грани пирамиды перпен-
дикулярны к плоскости основа-
ния, поэтому ребро CC1 перпен-
дикулярно к плоскости основа-
ния (рис. 5.8).

2) Проведём CD � AB, C1K � A1B1, тогда угол KDC — 
линейный угол двугранного угла с ребром AB.

3) В равнобедренном прямоугольном треугольнике ACB 
высота CD является одновременно медианой, проведён-

ной к гипотенузе, следовательно, CD = AB
�

2  
= m

�

2
. Анало-

гично доказывается, что C1K = n
�

2
.

4) Проведём KE � CD, тогда ED = CD – CE = m – n
�

2
. Из

треугольника KED получаем

KE = m – n
�

2  
tg ϕ.

5) SABC= 1
�

2  
m �

m
�

2  
= m2

�

4
, SA1B1C1  

=
n2

�

4
.

6) Воспользуемся формулой объёма усечённой пира-
миды

V = 1
� 

3  
h (S + S1+ �S�S��1�).

В нашем случае

S = m2

�

4
, S1=

n2

�

4
, h = m – n

�

2  
tg ϕ,

поэтому

V = 1
�

3
�

m – n
�

2
tg ϕ �m2

�

4
+

n2

�

4
+ ��m2

�

4
�

��n2

�

4 �= 1
�

24
(m3– n3) tg ϕ.

Рис. 5.8
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Уроки № 27—28

Тема уроков: Объём конуса

Основные задачи уроков

Рассмотреть теорему об объёме конуса и её следствие, 
в котором выводится формула объёма усечённого конуса; 
выработать навыки решения типовых задач на примене-
ние формул объёмов конуса и усечённого конуса.

Примерный план проведения уроков

На первом уроке нужно рассмотреть теорему об объ-
ёме конуса и следствие, в котором выводится формула 
объёма усечённого конуса. Пользуясь тем, что усечённый 
конус получается из полного конуса путём отсечения от 
него меньшего конуса, его объём можно представить как 
разность объёмов двух конусов (см. рис. 145 учебника):

Vусеч. кон= 1
�

3  
πr2(h + x) – 1

�

3  
πr 2

1x, где x = O1P,

Vусеч. кон= 1
�

3  
πr2h + 1

�

3  
π (r2– r 2

1) x. (1)

�PO1A1
 �POA, следовательно, 
r1
�

x
= r
�

h + x
, откуда x =

r1h
�

r – r1

.

Подставляя значение x в равенство (1), получаем

V = 1
�

3  
πh (r2+ rr1+ r 2

1) = 1
�

3  
h (S + S1+ �S�S�1�).

Полезно отметить, что формула объёма усечённого 
конуса в точности такая же, как и формула объёма усе-
чённой пирамиды.

Второй урок следует посвятить решению задач.
Для работы на уроках и дома используются зада-

чи 494—502, вопросы 6—8 к главе V.
На втором уроке можно провести самостоятельную 

работу.

Самостоятельная работа № 5.3

Вариант 1

1. Апофема правильной треугольной пирамиды равна 
4 см, а двугранный угол при основании равен 60°. Найдите 
объём пирамиды.

2. В цилиндр вписана призма. Основанием призмы слу-
жит прямоугольный треугольник, катет которого равен 2a, 
а прилежащий угол равен 60°. Диагональ большей боковой 
грани призмы составляет с плоскостью её основания угол 
45°. Найдите объём цилиндра.
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Вариант 2

1. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды 
равно 6 см и составляет с плоскостью основания угол 60°. 
Найдите объём пирамиды.

2. В конус вписана пирамида. Основанием пирами-
ды служит прямоугольный треугольник, катет которого 
равен 2a, а прилежащий угол равен 30°. Боковая грань 
пирамиды, проходящая через данный катет, составляет с 
плоскостью основания угол 45°. Найдите объём конуса.

Ответы:

Вариант 1. 1. 24 см3. 2. 16πa3.

Вариант 2. 1. 20,25 см3. 2. 4πa3 �3�
�

27
.

§ 4. ОБЪЁМ ШАРА И ПЛОЩАДЬ СФЕРЫ

Уроки № 29—31

Тема уроков: Объём шара. Объёмы шарового
сегмента, шарового слоя и шарового сектора.

Площадь сферы

Основные задачи уроков

Вывести формулы объёма шара и площади сферы, 
показать их применение при решении задач, познакомить 
учащихся с формулами для вычисления объёмов частей 
шара — шарового сегмента, шарового слоя и шарового 
сектора.

Примерный план проведения уроков

На изучение п. 60 «Объём шара» целесообразно отве-
сти один урок.

Сначала нужно вывести формулу объёма шара, затем 
показать её применение при решении задач. Доказательство 
этой формулы с помощью определённого интеграла не 
вызывает затруднений у учащихся.

Для работы на уроке и дома используются зада-
чи 503—507, вопросы 9—11 к главе V.

В практических приложениях часто указывается диа-
метр шара, поэтому в процессе решения задач формулу 
объёма шара полезно записать в таком виде:

V = 4
�

3  
π �D

�

2 �3
= 1

�

6  
πD3, где D — диаметр шара.

В конце урока провести математический диктант.
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Математический диктант № 5.2

1. Вычислите объём шара, если его радиус R = 6 см 
(5 см).

2. Вычислите диаметр шара, если его объём V = 36π

� 32π
�

3 �.

3. Объём шара равен 256π
�

3
 (288π). Найдите площадь

большого круга (длину окружности большого круга).
4. В цилиндр вписан шар радиуса R = 1. Найдите отно-

шение Vцил: Vшара. (R = 2. Найдите отношение Vшара: Vцил.)
5. Для вычисления объёма шара ученик предложил

свою формулу V = 2 �
R

0

π (R2– x2) dx�V = 2 �
0

–R

π (R2– x2) dx�.

Какие он должен дать пояснения, подтверждающие 
правильность этой формулы?

Содержание п. 61 «Объёмы шарового сегмента, шаро-
вого слоя и шарового сектора» адресовано в первую 
очередь учащимся, проявляющим повышенный интерес 
к математике. На эти вопросы достаточно отвести один 
урок: нужно ввести понятия шарового сегмента, шарово-
го слоя, шарового сектора и обсудить подходы к выводу 
формул объёмов этих тел. Далее нужно показать приме-
нение этих формул, решая выборочно задачи 508—514. 
Вывести формулы учащиеся могут самостоятельно во вне-
урочное время.

В качестве справочного материала на уроках можно 
использовать слайд 5.10.

5.10

Шаровой сегмент

Vсегм= πh2�R – 1
�

3
h�

Шаровой cлой

Vслоя= Vсегм– Vсегм

              AmD      BmC

Шаровой сектор

Vсект= 2
�

3
πR2h
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На изучение п. 62* «Площадь сферы» отводится 
один урок, на котором нужно вывести формулу площади 
сферы. Для классной и домашней работы можно исполь-
зовать задачи 515—517, вопросы 12—14 к главе V.

Возможен другой вывод формулы площади сферы.
Наряду со сферой радиуса R рассмотрим сферу с тем 

же центром и радиусом R + ∆R (рис. 5.9). Объём ∆V тела, 
заключённого между двумя сферами, равен разности объ-
ёмов шаров с радиусами R + ∆R и R, т. е.

∆V = 4
�

3  
π (R + ∆R)3– 4

�

3  
πR3= 4

�

3  
π (3R2

� ∆R + 3R � (∆R)2+ (∆R)3).

Разделим ∆V на ∆R и устремим ∆R к нулю. Наглядные 
представления подсказывают, что при ∆R 
 0 отношение
∆V
�

∆R
 стремится к площади S сферы. Таким образом,

S = lim
∆R
0

∆V
�

∆R  
= lim

∆R
0

4
�

3  
π (3R2+ 3R � ∆R + (∆R)2) = 4πR2.

Задача 509. Два равных шара расположены так, что 
центр одного лежит на поверхности другого. Как отно-
сится объём общей части шаров к объёму данного шара?

Р е ш е н и е.

1) Обозначим радиус шара через R, тогда AC = CB = R
�

2
(рис. 5.10). Общая часть шаров состоит из двух равных

шаровых сегментов с высотой h = R
�

2
.

2) Воспользуемся формулой Vсегм= πh2�R – 1
�

3  
h�.

При h = R
�

2
 получаем Vсегм= π �

R2

�

4 �R – 1
�

3  
�

R
�

2 �=
5πR3

�

24
.

3) Vобщей части=
5πR3

�

12
; 

Vобщей части
���

Vшара  

= 5
�

16
.

Рис. 5.9 Рис. 5.10
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Задача 517. Докажите, что площадь сферы равна пло-
щади полной поверхности конуса, высота которого равна 
диаметру сферы, а диаметр основания равен образующей 
конуса.

Р е ш е н и е.
1) Осевое сечение конуса есть равносторонний тре-

угольник ABC (рис. 5.11). Обозначим длину отрезка AD
через r, тогда AB = 2r, BD = r �3�.

2) По условию R = BD
�

2  
=

r �3�
�

2
, где R — радиус сферы.

3) Вычисляем площади полной поверхности конуса и 
сферы:

Sкон= πr � 2r + πr2= 3πr2, Sсферы= 4πR2= 4π �
3r2

�

4  
= 3πr2.

Итак, Sсферы= Sкон.

Задача 546. В усечённый конус, радиусы оснований 
которого равны r и r1, вписан шар. Найдите отношение 
объёмов усечённого конуса и шара.

Р е ш е н и е.
1) Осевое сечение усечённого конуса, в который вписан 

шар, изображено на рисунке 5.12. Пусть CE = r1, KD = r, 
тогда CM = r1, DM = r, DC = r + r1.

2) Проведём CF � KD, тогда FD = r – r1. Из �CDF нахо-
дим:

CF = �(r�+��r1��)2�–�(r�–��r1��)2� = 2 �rr��1�.

3) Найдём радиус шара: R = EK
�

2  
= CF

�

2  
= �rr��1�. Исполь-

зуя формулы объёмов усечённого конуса и шара, полу-
чаем

Vусеч. кон
���

Vшара

=
�

1

3
� π � 2 �rr��1�(r2

+ rr1 + r2
1)

�����

�

3

4
� π (��r�r1)3

=
r2

+ rr1 + r 2
1

��

2rr1

.

Рис. 5.11 Рис. 5.12
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Урок № 32

Контрольная работа № 5.1

Вариант 1

1. Диаметр шара равен высоте конуса, образующая 
которого составляет с плоскостью основания угол 60°. 
Найдите отношение объёмов конуса и шара.

2. Объём цилиндра равен 96π см3, площадь его осево-
го сечения — 48 см2. Найдите площадь сферы, описанной 
около цилиндра.

Вариант 2

1. В конус, осевое сечение которого — правильный 
треугольник, вписан шар. Найдите отношение площади 
сферы к площади боковой поверхности конуса.

2. Диаметр шара равен высоте цилиндра, осевое сече-
ние которого является квадратом. Найдите отношение 
объёмов шара и цилиндра.

Ответы:

Вариант 1. 1. 2 : 3. 2. 100π см2.
Вариант 2. 1. 2 : 3. 2. 2 : 3.

Урок № 33

Зачёт № 5. Объёмы тел

Карточка 1

1. Расскажите, как вводится понятие объёма тела. 
Сформулируйте основные свойства объёмов. Запишите 
формулу объёма прямоугольного параллелепипеда. 
Докажите теорему об объёме прямой призмы.

2. Каждое ребро правильного тетраэдра равно a. 
Найдите объёмы тетраэдра и вписанного в него конуса. 
(Можно решить задачу для a = 6.)

Карточка 2

1. Докажите теорему об объёме цилиндра.
2. Апофема правильной четырёхугольной пирамиды 

равна a, плоский угол при вершине равен α. Найдите 
объёмы пирамиды и описанного около пирамиды конуса. 
(Можно решить задачу для a = 3, α = 60°.)



Карточка 3

1. Докажите теорему об объёме наклонной призмы.
2. Высота правильной треугольной пирамиды равна h, 

двугранный угол при основании равен α. Найдите объ-
ёмы пирамиды и вписанного в пирамиду шара. (Можно 
решить задачу для h = 3, α = 60°.)

Карточка 4

1. Докажите теорему об объёме пирамиды.
2. Осевое сечение конуса — правильный треугольник 

со стороной a. Найдите объёмы конуса и описанного 
около него шара. (Можно решить задачу для a = 6.)

Карточка 5

1. Докажите теорему об объёме конуса.
2. Диагональ правильной четырёхугольной призмы 

равна a и составляет с плоскостью боковой грани угол α. 
Найдите объёмы призмы и описанного около неё цилин-
дра. (Можно решить задачу для a = 4, α = 30°.)

Карточка 6

1. Докажите теорему об объёме шара.
2. Боковое ребро правильной шестиугольной пирами-

ды равно a и составляет с плоскостью основания угол α. 
Найдите объёмы пирамиды и вписанного в пирамиду 
конуса. (Можно решить задачу для a = 2, α = 60°.)
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Глава VI

ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ

Урок № 34

Тема урока: Понятие вектора.
Равенство векторов

Основные задачи урока

Ввести определения вектора в пространстве и равен-
ства векторов. Рассмотреть связанные с этими понятиями 
обозначения.

При подготовке к этому уроку, а также к урокам № 35 
и № 36 учителю необходимо просмотреть изложение тео-
ретического материала, связанного с векторами, в учеб-
нике геометрии для 7—9 классов, поскольку в учебнике 
для 10—11 классов некоторые вопросы теории изложены 
достаточно кратко.

Примерный план проведения урока

1. Используя текст и рисунок 153, а, б учебника, вве-
сти понятие вектора в пространстве, обозначения вектора, 
его длины, понятие нулевого вектора. Обратить внимание 
на тот факт, что при переходе от плоскости к простран-
ству определения не изменились. Полезно сделать крат-
кие записи обозначения векторов и их длин:

AB
�

, �AB
�

�, a
�

, �a
�

�, 0
�

.

2. Ввести определения коллинеарных, cонаправленных 
и противоположно направленных векторов. Для иллю-
страции использовать рисунок 154 учебника и сде-

лать записи: a
�

��b
�

, a
�

�� b
�

.
3. Используя рисунок 155, а, б учебника, отметить 

связь изучаемых понятий с курсом физики.
4. Ввести определение равных векторов:

a
�

= b
�

, если a
�

��b
�

 и �a
�

�= �b
�

�.

5. Отметить, что от любой точки пространства можно 
отложить вектор, равный данному, и притом только один. 
Объяснить, как сделать соответствующее построение.

6. Для работы на уроке и дома можно использовать 
задачи 557—563.
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Решая задачи на уроке, ответы на многие вопросы 
можно дать и устно (в частности, по задачам 559, 560, 
563 с помощью рисунков 157, 158 учебника), но они 
должны быть обоснованными. Так, например, при реше-
нии задачи 557 используется свойство средней линии 
треугольника; при решении задач 559 и 563 — свойства 
граней и диагоналей параллелепипеда; при решении зада-
чи 560 используется определение или признак паралле-
лограмма.

§ 2. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ.

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО

Урок № 35

Тема урока: Сложение и вычитание векторов.
Сумма нескольких векторов

Основные задачи урока

Рассмотреть правила треугольника и параллелограмма 
сложения векторов в пространстве, переместительный и 
сочетательный законы сложения, два способа построения 
разности двух векторов, правило сложения нескольких 
векторов в пространстве.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретические вопросы, изученные на 
предыдущем уроке. Провести фронтальный опрос уча-
щихся с использованием слайда 6.1.

2. Ввести правило треугольника сложения двух векто-
ров. Используя рисунки 159 и 160 учебника, прокоммен-
тировать нахождение суммы двух векторов в зависимости 
от их взаимного расположения.

3. Напомнить известное из курса планиметрии и часто 
используемое в физике правило параллелограмма сложе-
ния двух неколлинеарных векторов (рис. 161 учебника).

4. Рассмотреть переместительный и сочетательный 
законы сложения векторов в пространстве.

5. Ввести понятие разности векторов. Используя 
рисунок 163, а, б учебника, рассказать о двух способах 
построения разности двух векторов. Разъяснить смысл

записи a
�

– b
�

= a
�

+ (– b
�

). Полезно использовать слайд 6.2, 
на котором рамкой выделены два равенства, связанные с 
правилами нахождения суммы и разности двух векторов. 
Эти правила удобно применять при нахождении суммы 
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нескольких векторов, не прибегая к рисункам. (Обратить 
внимание на расположение букв в этих равенствах.)

6. Рассмотреть правило многоугольника нахождения 
суммы нескольких векторов. Подчеркнуть, что много-
угольник, который получается при построении суммы 
нескольких векторов, может оказаться пространствен-
ным, т. е. не все его вершины лежат в одной плоскости.

Векторы 6.1

1. Вектор, его длина:

AB
�

, a
�

, �AB
�

�, �a
�

�;

AA
�

= 0
�

, �0
�

�= 0.

2. Коллинеарные векторы:

a
�

, b
�

, c
�

, d
�

.

a
�

��b
�

, a
�

��c
�

, b
�

�� d
�

.

3. Равные векторы:  a
�

= b
�

, если a
�

��b
�

, �a
�

�= �b
�

�.

4. ABCDA1B1C1D1 — пря-
моугольный параллелепипед. 
AB = 3, BC = 4, CC1= 5.

а) Назовите векторы, рав-

ные векторам AB
�

, BC
�

, CC1

�
.

б) Найдите длины векто-

ров AD
�

, AA1

�
, AD1

�
, AC

�
, BD1

�
.
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7. Для работы в классе и дома можно использовать 
выборочно задачи 564—579.

Задача 565 а). Дан тетраэдр ABCD. Докажите, что

AB
�

+ BD
�

= AC
�

+ CD
�

.

Р е ш е н и е. AB
�

+ BD
�

= AD
�

, AC
�

+ CD
�

= AD
�

, cледователь-

но, AB
�

+ BD
�

= AC
�

+ CD
�

 (рис. 6.1).

Задача 567. Нарисуйте параллелепипед ABCDA1B1C1D1 

и обозначьте векторы C1D1, BA1, AD
�

 соответственно через 

a
�

, b
�

, c
�

.

Сложение и вычитание векторов 6.2

1. Сумма и разность векторов:

2. Законы сложения векторов:

AB
�

+ BC
�

= AC
�

AB
�

– AC
�

= CB
�

AC
�

= a
�

+ b
�

, AD
�

= (a
�

+ b
�

) + c
�

,

BD
�

= b
�

+ c
�

, AD
�

= a
�

+ (b
�

+ c
�

),

(a
�

+ b
�

) + c
�

= a
�

+ (b
�

+ c
�

).

Cочетательный закон

AC
�

= a
�

+ b
�

, AC
�

= b
�

+ a
�

,

a
�

+ b
�

= b
�

+ a
�

.

Переместительный закон

CB
�

= a
�

– b
�

, BC
�

= b
�

– a
�

.AC
�

= a
�

+ b
�

.
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Изобразите на рисунке векторы:

а) a
�

– b
�

; б) a
�

– c
�

; в) b
�

– a
�

; г) c
�

– b
�

; д) c
�

– a
�

 (рис. 6.2).

Р е ш е н и е.

а) a
�

– b
�

= C1D1

 
– BA1

 
= BA

 
– BA1 = A1A;

б) a
�

– c
�

= C1D1

 

–AD
�

= BA
�

– BC
�

= CA
�

;

в) b
�

– a
�

= BA1 – C1D1

 

= BA1
 
– BA

�
= AA1;

г) c
�

– b
�

= AD
�

– BA1

 

= BC
�

– BA1

 

= A1C
�

;

д) c
�

– a
�

= AD
�

– C1D1 = BC
�

– BA
�

= AC
�

.

Задача 568 а). Пусть ABCD — параллелограмм, а O — 
произвольная точка пространства. Докажите, что

OB
�

– OA
�

= OC
�

– OD
�

.

Р е ш е н и е. OB
�

– OA
�

= AB
�

 (рис. 6.3). OC
�

– OD
�

= DC
�

. Так

как ABCD — параллелограмм, то AB
�

= DC
�

, следователь-

но, OB
�

– OA
�

= OC
�

– OD
�

.

Задача 570 а). В пространстве даны четыре точки A, 
B, C и D. Назовите вектор с началом и концом в данных

точках, равный сумме векторов (AB
�

+ CA
�

+ DC
�

) + (BC
�

+ CD
�

).

Р е ш е н и е. (AB
�

+ CA
�

+ DC
�

) + (BC
�

+ CD
�

) =

= (AB
�

+ DC
�

+ CA
�

) + BD
�

= (AB
�

+ DA
�

) + BD
�

= AD
�

+ DA
�

= AA
�

= 0
�

.

Задача 571 а). Дан прямоугольный параллелепипед

KLMNK1L1M1N1. Докажите, что �MK
�

+ MM1�= �MK
�

– MM1�.

Р е ш е н и е.  �MK
�

+MM1� = �MK1� = MK1 (рис. 6.4).

Рис. 6.2Рис. 6.1
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�MK
�

– MM1�= �M1K
�

�= M1K. Так как диагонали MK1 и 
M1K прямоугольного параллелепипеда равны, то

�MK
�

+ MM1�= �MK
�

– MM1�.

Задача 573 а). Даны точки A, B, C и D. Представьте

вектор AB
�

 в виде алгебраической суммы векторов AC
�

,

DC
�

, BD
�

.

Р е ш е н и е. Так как AB
�

+ BD
�

+ DC
�

= AC
�

, то

AB
�

= AC
�

– BD
�

– DC
�

.

Задача 575. Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.

Докажите, что OA
�

+
�
OC1= OC

�
+ OA1, где O — произ-

вольная точка пространства.
Р е ш е н и е. Посмотрев на изображение параллелепи-

педа, замечаем, что A1A
�

= C1C
�

, или OA
�

– OA1

 
= OC

�
– OC1,

откуда OA
�

+
�
OC1 = OC

�
+ OA1 (O — произвольная точка про-

странства).

Задача 576 а). Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.

Укажите вектор x
�

, начало и конец которого являются
вершинами параллелепипеда, такой, что

DC
� 

+ D1A1

 

+ CD1

 

+ x
�

+ A1C1= DB
�

.

Р е ш е н и е. Заметим, что DC
�

+ CD1= DD1,

D1A1

 

+ A1C1

 

= D1C1, DD1+ D1C1= DC1.

Таким образом, надо указать вектор x
�

, такой, что

x
�

+ DC1

 

= DB
�

, откуда x
�

= DB
�

– DC1, или x
�

= C1B
�

.

Рис. 6.3 Рис. 6.4
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Задача 577 а). Дана тре-
угольная призма ABCA1B1C1.

Укажите вектор x
�

, начало и 
конец которого являются вер-
шинами призмы, такой, что 

AA1 + B1C
�

– x
�

= BA
�

.

Р е ш е н и е.

AA1 + B1C
�

= BB1 + B1C
�

= BC
�

(рис. 6.5). Поэтому нужно най-

ти вектор x
�

, такой, что BC
�

– x
�

= 

= BA
�

. Из этого равенства нахо-

дим x
�

= BC
�

– BA
�

, или x
�

= AC
�

.

Урок № 36

Тема урока: Умножение вектора на число

Основные задачи урока

Рассмотреть действие умножения вектора на число и 
основные свойства этого действия.

Примерный план проведения урока

1. Повторить теоретические вопросы, изученные на 
предыдущем уроке: правило параллелограмма, переме-
стительный и сочетательный законы сложения векторов 
в пространстве.

2. Выборочно проверить решения задач из домашней 
работы.

3. Сформулировать правило умножения вектора на 
число:

k � a
�

= b
�

; если a
�

� 0
�

, то �b
�

�= �k �� �a
�

�,

a
�

��b
�

 при k � 0; a
�

�� b
�

 при k < 0;

если a
�

= 0
�

, то b
�

= 0
� 

для любого числа k.

4. Опираясь на текст учебника, рассмотреть основные 
свойства умножения вектора на число. Полезно проил-
люстрировать эти свойства на примерах, приведённых 
в слайде 6.3.

5. Для работы в классе и дома можно использовать 
задачи 580—591.

Задача 582 а). Точки E и F — середины сторон AB и 
BC параллелограмма ABCD, а O — произвольная точка 

Рис. 6.5
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пространства. Выразите вектор 

OA
�

– OC
�

 через вектор EF
�

.

Р е ш е н и е. OA
�

– OC
�

= CA
�

. 
Так как EF — средняя линия 
треугольника ABC (рис. 6.6), 

то EF � AC и EF = 1
�

2  
AC. По-

этому EF
�

= – 1
�

2  
CA
�

, CA
�

= – 2EF
�

,

OA
�

– OC
�

= – 2EF
�

.
Рис. 6.6

Умножение вектора на число 6.3

Cочетательный

закон

(k l) a
�

= k (l a
�

)

OA
�

= 3a
�

OB
�

= 6a
�

OB
�

= 2OA
�

=
= 2 � (3a

�
)

(2 � 3) a
�

= 2 � (3a
�

)

Первый

распределительный

закон

k (a
�

+ b
�

) = ka
�

+ kb
�

OB
�

= 2O
�

B1=

= 2 (a
�

+ b
�

)

OB
�

= OA
�

+ AB
�

OB
�

= 2a
�

+ 2b
�

2 (a
�

+ b
�

) =

= 2a
�

+ 2b
�

Второй

распределительный

закон

(k + l) a
�

= ka
�

+ la
�

OB
�

= 5a
�

OB
�

= OA
�

+ AB
�

OB
�

= 3a
�

+ 2a
�

(3 + 2) a
�

= 3a
�

+ 2a
�

Задача 584 а). Упростите выражение

2 (m
�

+ n
�

) – 3 (4m
�

– n
�

) + m
�

.

Р е ш е н и е. 2 (m
�

+ n
�

) – 3 (4m
�

– n
�

) + m
�

= 2m
�

+ 2n
�

– 12m
�

+

+ 3n
�

+ m
�

= – 9m
�

+ 5n
�

.

Задача 585. Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1.

Докажите, что AC1
 + B1D

�
= 2BC

�
.
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Р е ш е н и е. Из рисунка 6.7
видно, что

A
�

C1+B1D
�

= 2AO
�

+ 2OD
�

=

= 2 (AO
�

+ OD
�

) = 2AD
�

= 2BC
�

.

Задача 590. Векторы a
�

+ 2b
�

и a
�

– 3b
�

 коллинеарны.

Докажите, что векторы a
�

и b
� 

коллинеарны.

Р е ш е н и е. Допустим, что векторы a
�

 и b
�

 не колли-

неарны, тогда a
�

+ 2b
�

� 0
�

, и поэтому существует число k,

такое, что a
�

– 3b
�

= k (a
�

+ 2b
�

), откуда следует, что 2kb
�

+ 3b
�

=

= a
�

– k a
�

, b
�

(2k + 3) = a
�

(1 – k). Если 2k + 3 � 0, то b
� 

= 1 – k
�

2k + 3  
a
�

.

Если 2k + 3 = 0, т. е. k = – 1,5, то 1 – k � 0, следовательно, 

a
�

= 2k + 3
�

1 – k

 
b
�

. В любом случае полученное равенство пока-

зывает, что векторы a
�

 и b
�

 коллинеарны. Получили про-
тиворечие.

Итак, наше предположение о том, что векторы a
�

 и b
�

 

не коллинеарны, неверно. Следовательно, векторы a
�

 и b
�

 
коллинеарны.

§ 3. КОМПЛАНАРНЫЕ ВЕКТОРЫ

Урок № 37

Тема урока: Компланарные векторы.
Правило параллелепипеда

Основные задачи урока

Ввести определение компланарых векторов, рассмот-
реть признак компланарности трёх векторов и правило 
параллелепипеда сложения трёх некомпланарных векто-
ров.

При проведении этого и следующего уроков необходи-
мо учитывать, что, в отличие от трёх предыдущих уро-
ков, здесь вводятся новые для учащихся понятия, свя-
занные с векторами.

Рис. 6.7
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Примерный план проведения урока

1. Сформулировать определение компланарных векто-
ров. Используя рисунок 167 учебника, привести приме-

ры компланарных векторов, например B
�

B1, OD
�

 и OE
�

,
а также примеры некомпланарных векторов, например

OA
�

, OB
�

 и OC
�

.
2. Рассмотреть признак компланарности трёх векто-

ров, опираясь на рисунок 168 учебника: если вектор c
�

можно разложить по векторам a
�

 и b
�

, т. е. представить

в виде c
�

= x � a
�

+ y � b
�

, где x и y — некоторые числа, то век-

торы a
�

, b
�

 и c
�

 компланарны.
Доказательство опирается на тот факт, что векторы,

равные a
�

, b
�

 и c
�

 и отложенные от одной и той же точ-
ки O, лежат в одной плоскости.

3. В учебнике предлагается самостоятельно доказать

справедливость обратного утверждения: если векторы  a
�

,

b
�

 и c
�

 компланарны, а векторы a
�

 и b
�

 не коллинеарны, то

вектор c
�

 можно разложить по

векторам a
� 

и b
�

, причём коэффи-
циенты разложения определяют-
ся единственным образом.

Достаточно ограничиться 
доказательством того, что век-

тор c
�

 можно разложить по век-

торам a
� 

и b
�

, используя рису-
нок 6.8.

По условию векторы a
�

, b
�

 и c
�

 компланарны. Если отло-
жить их от точки A, они будут лежать в одной плос-

кости. Построим параллелограмм ABCD так, что AC
�

= c
�

,

тогда c
�

= AB
�

+ AD
�

.

Векторы AB
�

 и a
�

 коллинеарны, причём a
�

� 0
�

. Поэтому

существует число x, такое, что AB
�

= x � a
�

. Аналогично

получаем AD
�

= y � b
�

, где y — некоторое число. Итак,

c
�

= x � a
�

+ y � b
�

.
Тем самым доказано, что вектор c

�
 можно разложить

по векторам a
� 

и b
�

.
Утверждение о единственности коэффициентов разло-

жения x и y можно предложить наиболее подготовлен-
ным учащимся доказать дома.

4. Изучить по тексту учебника правило параллелепи-
педа нахождения суммы трёх некомпланарных векторов.

Рис. 6.8
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Полезно изобразить параллелепипед ABCDA1B1C1D1,

длины рёбер AB, AD и AA1 которого равны �a
�

�, �b
�

�  и �c
�

�. 
Используя рисунок 6.9, получаем

�
AC1= AC

�
+
�
CC1= AB

�
+ AD

�
+
�
CC1, т. е. d

�
= a

�
+ b

�
+ c

�
.

5. Для работы на уроке и дома можно использовать 
задачи 592—596, 605, 624, 625.

Задача 593. Точки E и F — середины рёбер AC и BD

тетраэдра ABCD (рис. 6.10). Докажите, что 2FE
�

= BA
�

+

+ DC
�

. Компланарны ли векторы FE
�

, BA
�

 и DC
�

?

Р е ш е н и е. Так как точка E — середина отрезка AC,

то FE
�

= 1
�

2  
(FA
�

+ FC
�

), откуда 2FE
�

= FA
�

+ FC
�

, или

2FE
�

= (FB
�

+ BA
�

) + (FD
�

+ DC
�

) = (BA
�

+ DC
�

) + (FB
�

+ FD
�

).

Точка F — середина отрезка BD, поэтому FB
�

+ FD
�

= 0
�

,

и, следовательно, 2FE
�

= BA
�

+ DC
�

.

Поскольку вектор FE
�

 можно разложить по векторам

BA
�

 и DC
�

, то векторы FE
�

, BA
�

 и DC
�

 компланарны.

Урок № 38

Тема урока: Разложение вектора по трём
некомпланарным вектором

Основные задачи урока

Рассмотреть теорему о разложении вектора по трём 
некомпланарным векторам, решить несколько задач на 
разложение вектора по трём некомпланарным векторам.

Рис. 6.9 Рис. 6.10
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Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие разложения вектора по трём не-

компланарным векторам. Пусть a
�

, b
�

 и c
�

 — дан-

ные некомпланарные векторы. Если вектор p
�

 предста-

влен в виде p
�

 = x � a
�

+ y � b
�

+ z � c
�

, где x, y и z — некоторые

числа, то говорят, что вектор p
�

 разложен по векторам

a
�

, b
�

 и c
�

. Числа x, y, z называются коэффициентами раз-
ложения.

2. Изучить по тексту учебника теорему о разложении 
любого вектора по трём данным некомпланарным век-
торам. Полное доказательство этой теоремы, состоящее
из двух частей (доказательство возможности разложе-
ния и доказательство единственности коэффициентов раз-
ложения), можно адресовать наиболее подготовленным 
учащимся, они могут изучить его во внеурочное время.

3. Решить несколько задач на применение правила 
параллелепипеда и на разложение вектора по трём неком-
планарным векторам. Для работы на уроке и дома можно 
использовать задачи 597—604, 606, 607.

Задача 598. Диагонали параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 

пересекаются в точке O. Разложите векторы CD
�

 и D1O
�

по векторам 
�
AA1, AB

�
 и AD

�
.

Р е ш е н и е.

1) Так как CD
�

= – AB
�

, то

разложение вектора CD
�

 по

векторам 
�
AA1, AB

�
 и AD

�
 име-

ет вид CD
� 

= 0 �

�
AA1 – AB

�
+ 0 � AD

�

(рис. 6.11).

2) По правилу параллеле -

пипеда D1B
�

= D1D
�

+
�
D1C1+

�
D1A1.

Но D1D
� 

= –
�
AA1, 

�
D1C1= AB

�
, 
�
D1A1= – AD

�
, поэтому

D1B
�

= – 
�
AA1+ AB

�
– AD

�
.

Так как D1O
�

= 1
�

2  
D1B
�

, то D1O
�

= – 1
�

2   

�
AA1+ 1

�

2  
AB
�

– 1
�

2  
AD
�

.

Задача 600. Основанием пирамиды с вершиной O явля-
ется параллелограмм ABCD, диагонали которого пере-

секаются в точке M. Разложите векторы OD
�

 и OM
�

 по

векторам a
�

= OA
�

, b
�

= OB
�

 и c
�

= OC
�

.

Рис. 6.11
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Р е ш е н и е.

1) Воспользуемся равенством OD
�

= OA
�

– DA
�

 (рис. 6.12).

Так как OA
�

= a
�

, DA
�

= CB
�

= b
�

– c
�

, то OD
�

= a
�

– (b
�

– c
�

). Таким

образом, OD
�

= a
�

– b
�

+ c
�

.

2) OM
�

= 1
�

2  
(OA
�

+ OC
�

) = 1
�

2  
a
�

+ 0 � b
�

+ 1
�

2  
c
�

.

Задача 603. Докажите, что если M — точка пересе-
чения медиан треугольника ABC, а O — произвольная

точка пространства, то OM
�

= 1
�

3  
(OA
�

+ OB
�

+ OC
�

).

Р е ш е н и е. В учебнике приведено решение этой задачи. 
Решим её другим способом (рис. 6.13).

Пусть OA
�

= a
�

,  OB
�

= b
�

, OC
�

= c
�

. Очевидно, что OM
�

= OA
�

+

+ AM
�

= OA
�

+ 2
�

3  

�
AA1= OA

�
+ 2

�

3  
�

AC
�

+ AB
�

��

2  
= OA

�
+ 1

�

3  
(AC
�

+ AB
�

).

Так как OA
�

= a
�

, AC
�

= c
�

– a
�

, AB
�

= b
�

– a
�

, то

OM
�

= a
�

+ 1
�

3  
(( c

�
– a

�
) + (b

�
– a

�
)) = 1�

3  
a
�

+ 1 
�

3  
b
�

+ 1
�

3  
c
�

.

Урок № 39

Тема урока: Повторение теории и решение задач

Урок № 40

Зачёт № 6. Векторы в пространстве

Вопросы теории

1. Сформулируйте определения вектора, его длины, 
коллинеарности двух ненулевых векторов, равенства 
векторов. Проиллюстрируйте их, используя изображение 
параллелепипеда.

Рис. 6.12 Рис. 6.13



2. Расскажите о правиле треугольника сложения двух 
векторов, переместительном и сочетательном законах сло-
жения векторов, правиле параллелограмма сложения двух 
векторов. Проиллюстрируйте эти правила на рисунках.

3. Расскажите о правиле многоугольника сложения 
нескольких векторов. Проиллюстрируйте его на рисунке.

4. Сформулируйте определение произведения векто-

ра a
� 

на число k; сочетательный, первый и второй рас-
пределительные законы умножения вектора на число. 
Проиллюстрируйте их на примерах.

5. Сформулируйте определение компланарных векто-
ров. Приведите примеры компланарных и некомпланар-
ных векторов, используя изображение параллелепипеда. 
Сформулируйте и докажите утверждение, выражающее 
признак компланарности трёх векторов.

6. Расскажите о правиле параллелепипеда сложения 
трёх некомпланарных векторов. Проиллюстрируйте его 
на рисунке. Сформулируйте теорему о разложении век-
тора по трём некомпланарным векторам.

Задачи

Для проверки умений и навыков в решении задач 
можно использовать:

1. Вопросы к главе VI.
2. Некоторые типичные задачи к § 1, 2, 3, например 

560, 567, 572, 577, 589, 599, 600, 603, 605, 607, 609.
3. Дополнительные задачи к главе VI: 613, 614, 616, 

617, 621, 628.
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Глава VII

МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. КООРДИНАТЫ ТОЧКИ И КООРДИНАТЫ

ВЕКТОРА

Урок № 41

Тема урока: Прямоугольная система координат
в пространстве

Основные задачи урока

Ввести понятие прямоугольной системы координат 
в пространстве; выработать умения строить точку по 
заданным её координатам и находить координаты точки, 
изображённой в заданной системе координат.

Примерный план проведения урока

1. Объяснить, как задаётся прямоугольная система 
координат в пространстве. Прямоугольная система коор-
динат в пространстве задана, если выбрана точка — нача-
ло координат, через эту точку проведены три попарно 
перпендикулярные прямые, на каждой из которых выбра-
но направление (оно обозначается стрелкой), и задана 
единица измерения отрезков.

2. Используя рисунок 174 учебника, обратить внимание 
на обозначения и названия осей координат в пространстве, 
сопоставить эти обозначения с соответствующими обозначе-
ниями осей координат на плоскости, известными из курсов 
алгебры и геометрии 7—9 классов. (См.: А т а н а с я н Л. С. 
и др. Геометрия, 7—9.— М.: Просвещение.)

3. Подчеркнуть, что в прямоугольной системе коорди-
нат каждой точке M пространства соответствует тройка 
чисел, которые называются её координатами. Они опреде-
ляются аналогично координатам точек на плоскости. Для 
определения координат точки M в пространстве через эту 
точку проводят три плоскости, перпендикулярные к осям 
координат. Затем, используя точки M1, M2, M3 пересече-
ния этих плоскостей с осями координат, находят коорди-
наты точки M (рис. 175 учебника).

4. На уроке полезно выполнить упражнения двух 
типов: на нахождение координат данной точки по черте-
жу и на построение точки по заданным её координатам. 
Для этого можно использовать рисунок 176 учебника. 
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Например, чтобы найти координаты точки A на рисун-
ке 176, проводим через эту точку перпендикуляр к пло-
скости Oxy (обозначим его AA1), а затем через точку A1 
перпендикуляры к осям Ox и Oy (обозначим их A1M1,  
A1M2). Основания этих перпендикуляров (точки M1 и M2) 
дают возможность найти абсциссу и ординату точки A, 
а длина перпендикуляра AA1, взятая со знаком «+» или 
«–» в зависимости от положения точки А, даёт аппли-
кату точки A.

Следует объяснить, почему найденные таким образом 
абсцисса, ордината и аппликата точки A соответствуют 
данному выше определению координат точки: плоскость 
AA1M1 перпендикулярна к оси Ox, плоскость AA1M2 пер-
пендикулярна к оси Oy, а плоскость, проходящая через 
точку A и перпендикулярная к оси Oz, пересекает ось 
Oz в точке M3, такой, что OM3= AA1, поэтому точки M1, 
M2, M3 и есть те самые точки, которые позволяют найти 
координаты точки A.

5. Необходимо уделить внимание нахождению коор-
динат точек, лежащих в координатных плоскостях или 
на осях координат. Если точка M (x; y; z) лежит, напри-
мер, на оси Oz, то x = y = 0; если точка M (x; y; z) лежит 
в плоскости Oxz, то y = 0.

6. Для закрепления навыков нахождения координат 
точек и построения точек по заданным их координатам 
можно использовать задачи 637—639. При их решении целе-
сообразно в некоторых случаях построить точки на рисунке 
по заданным их координатам, хотя на поставленные вопро-
сы можно ответить устно, без рисунков. Так, например, 
в задаче 638, спроектировав заданную точку A на плос-
кость Oxy, получим точку A1, у которой аппликата равна 
нулю, а абсцисса и ордината такие же, как и у точки A.

Задача 638 а). Дана точка A (2; – 3; 5). Найдите коор-
динаты проекций этой точки на координатные плоскости.

Р е ш е н и е. Изобразим на рисунке систему координат 
Oxyz и построим точку A по заданным её координатам. 
С этой целью отложим на положительных полуосях Ox и 
Oz отрезки OM1= 2 и OM3= 5, а на отрицательной полуоси 
Oy отрезок OM2= 3. Через каждую из точек M1, M2, M3 
проведём плоскость, перпендикулярную той оси коорди-
нат, на которой лежит эта точка. В результате получит-
ся прямоугольный параллелепипед (рис. 7.1). Вершина A 
этого параллелепипеда имеет координаты (2; – 3; 5), а точки 
A1, A2, A3 являются проекциями точки A на координат-
ные плоскости. Очевидно, координаты этих точек таковы: 
A1(2; – 3; 0), A2(0; – 3; 5), A3(2; 0; 5).

Разумеется, координаты точек A1, A2, A3 многие уча-
щиеся могут назвать устно, не выполняя рисунок.
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Однако построение точки A по заданным координатам 
представляет и самостоятельный интерес, делает более 
наглядным решение задачи, что особенно важно для сла-
бых учащихся.

Задача 639. Даны координаты четырёх вершин куба 
ABCDA1B1C1D1: A (0; 0; 0), B (0; 0; 1), D (0; 1; 0), A1(1; 0; 0). 
Найдите координаты остальных вершин куба.

Р е ш е н и е. Изобразим на рисунке систему координат 
Axyz (с началом в точке A) и отметим заданные точки B, 
D, A1 (они лежат на осях координат). Через каждую из 
этих точек проведём плоскость, перпендикулярную той 
оси координат, на которой лежит эта точка. В результа-
те получится куб ABCDA1B1C1D1 (рис. 7.2). Видно, что 
вершины C, B1, C1, D1 имеют следующие координаты: 
C (0; 1; 1), B1(1; 0; 1), C1(1; 1; 1), D1(1; 1; 0).

Для работы на уроке можно использовать задачи
637а, б, г, 638 (для точки A), 639.

Для работы дома — задачи 637д, е, 638 (для точек B  
и С); вопросы 1—3 к главе VII.

Урок № 42

Тема урока: Координаты вектора

Основные задачи урока

Показать возможность разложения произвольного

вектора по координатным векторам i
�

, j
�

, k
�

, ввести 
понятие координат вектора в данной системе координат, 
выработать умения и навыки выполнения действий над 
векторами с заданными координатами.

Рис. 7.1 Рис. 7.2
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Примерный план проведения урока

1. При проверке домашнего задания и повторении 
материала предыдущего урока целесообразно провести 
фронтальную работу, используя слайд 7.1 и вопросы 1—3 
к главе VII.

2. Ввести координатные векторы i
�

, j
�

, k
�

, а затем 
напомнить, что в § 3 главы VI было доказано, что 

любой вектор p
�

 в пространстве можно разложить по 

трём данным некомпланарным векторам a
�

, b
�

, c
�

, т. е. 

представить в виде p
�

= xa
�

+ yb
�

+ zc
�

, причём коэф фициен-
ты разложения, т. е. числа x, y, z, определяются 
единственным образом.

Координаты точки 7.1

1. Объясните, как построить точку A по её коорди-
на там (2; 3; 4).

2. Назовите координаты точек B, C, D, K.
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Поскольку координатные векторы i
�

, j
�

, k
�

 не компла-

нарны, то любой вектор a
�

 в пространстве можно 
единственным образом разложить по координатным векто-

рам i
�

, j
�

, k
�

: a
�

= xi
�

+ yj
�

+ zk
�

 (рис. 177, 178 учебника).

Коэффициенты x, y и z в разложении вектора a
�

 называются 

координатами вектора a
�

 в данной системе координат. 

Координаты вектора a
�

 записываются в фигурных скобках 

после обозначения вектора: a
�

{x; y; z}.
3. Для выработки навыков нахождения координат 

вектора можно воспользоваться рисунком 178 учебника, 
где изображён прямоугольный параллелепипед и даны 
его измерения. По рисунку 178, учитывая, что OA1= 2, 
OA2= 2, OA3= 4, находим

a
�

= 2i
�

+ 2j
�

+ 4k
�

, т. е. a
�

{2; 2; 4};

A3A
�

= 2i
�

+ 2j
�

+ 0k
�

, т. е. A3A
�

{2; 2; 0};

i
�

= 1i
�

+ 0j
�

+ 0k
�

, т. е. i
�

{1; 0; 0} и т. д.

4. Отметить, что нулевой вектор можно представить

в виде 0
�

= 0 � i
�

+ 0 � j
�

+ 0 � k
�

, поэтому все координаты нуле-

вого вектора равны нулю: 0
�

{0; 0; 0}.
5. В учебнике даны без обоснования правила действий 

над векторами с заданными координатами. Приведём 
доказательства некоторых из этих правил.

Докажем вначале, что координаты равных векторов 
соответственно равны.

Пусть даны векторы a
�

{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2} и a
�

= b
�

. 
Тогда

x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

= x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

, откуда

(x1– x2) i
�

+ (y1– y2) j
�

+ (z1– z2) k
�

= 0
�

.

Так как все координаты нулевого вектора равны 0, то

x1– x2= 0, y1– y2= 0, z1– z2= 0, т. е.

x1= x2, y1= y2, z1= z2.

6. Докажем, что каждая координата суммы двух 
векторов равна сумме соответствующих координат этих 
векторов.

Пусть a
�

{x1; y1; z1} и b
�

{x2; y2; z2} — данные векторы. 
Тогда

a
�

+ b
�

= (x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

) + (x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

) =

= (x1+ x2) i
�

+ (y1+ y2) j
�

+ (z1+ z2) k
�

.
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Отсюда следует, что координаты вектора a
�

+ b
�  

равны

{x1+ x2; y1+ y2; z1+ z2}.

7. Докажем, что каждая координата произведения 
вектора на число равна произведению соответствующей 
координаты вектора на это число.

Пусть даны вектор a
�

{x; y; z} и произвольное число α.

Тогда a
�

= xi
�

+ yj
�

+ zk
�

, αa
�

= (αx) i
�

+ (αy) j
�

+ (αz) k
�

. Это озна-

чает, что координаты вектора αa
� 

равны {αx; αy; αz}.
8. При изучении данного пункта используются зада-

чи 640—652, а также слайды 7.2, 7.3 и вопросы 4—7 
к главе VII.

Действия над векторами с заданными
координатами 7.2

a
�

= xi
�

+ yj
�

+ zk
�

, a
�

{x; y; z},

a
�

{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2},

a
�

+ b
�

= c
�

, c
�

{x1+ x2; y1+ y2; z1+ z2},

a
�

– b
�

= (x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

) – (x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

) =

= (x1– x2) i
�

+ (y1– y2) j
�

+ (z1– z2) k
�

,

a
�

– b
�

= d
�

, d
�

{x1– x2; y1– y2; z1– z2},

αa
�

= m
�

, m
�

{αx1; αy1; αz1}.

Действия над векторами с заданными
координатами 7.3

Д а н ы векторы: a
�

{– 1; 2; 0}, b
�

{0; – 5; – 2},

c
�

{2; 1; – 3}.

Н а й д и т е координаты вектора q
�

= 3c
�

– 2b
�

+ a
�

.

Р е ш е н и е. 3c
�

{6; 3; – 9}, – 2b
�

{0; 10; 4}, a
�

{– 1; 2; 0}.

Координаты вектора q
�

{x; y; z}: x = 6 + 0 – 1 = 5,
y = 3 + 10 + 2 = 15, z = – 9 + 4 + 0 = – 5; q

�
{5; 15; – 5}.

В конце урока можно провести самостоятельную рабо-
ту контролирующего характера.
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Самостоятельная работа № 7.1

Вариант 1

1. Даны векторы a
�

{2; – 4; 3} и b
�

�– 3; 1
�

2
; 1�. Найдите

координаты вектора c
�

= a
�

+ b
�

.

2. Даны векторы a
�

{1; – 2; 0}, b
�

{3; – 6; 0} и c
�

{0; – 3; 4}.

Найдите координаты вектора p
�

= 2a
�

– 1�
3  

b
�

– c
�

.

3. Найдите числа m и n, для которых векторы

a
�

{6; n; 1} и b
�

{m; 16; 2} коллинеарны.

Вариант 2

1. Даны векторы a
�

{1; – 3; – 1} и b
�

{– 1; 2; 0}. Найдите

координаты вектора c
�

= a
�

– b
�

.

2. Даны векторы a
�

{2; 4; – 6}, b
�

{– 3; 1; 0} и c
�

{3; 0; – 1}.

Найдите координаты вектора p
�

= – 1
�

2  
a
�

+ 2b
�

– c
�

.

3. Найдите числа m и n, для которых векторы

a
�

{– 4; m; 2} и b
�

{2; – 6; n} коллинеарны.

Ответы:

В а р и а н т 1. 1. c
�

{– 1; – 3,5; 4}. 2. p
�

{1; 1; – 4}. 3. m = 12, 
n = 8.

В а р и а н т 2. 1. c
�

{2; – 5; – 1}. 2. p
�

{– 10; 0; 4}. 3. m = 12, 
n = – 1.

Приведём решения некоторых задач из учебника.

Задача 642 (рис. 185). Найдите координаты векторов

OA
�

1 и OС
�

1. 

OA
�

1= OA
�

+ OО
�

1, OA
�

1= 2i
�

+ 0j
�

+ 2k
�

, OA
�

1{2; 0; 2}.

OC
�

1= OA
�

+ OB
�

+ OО
�

1, OC
�

1= 2i
�

+ 3 j
�

+ 2k
�

, OC
�

1{2; 3; 2}.

Задача 645 (рис. 186).

AC
�

= OC
�

– OA
�

, AC
�

= 2k
�

– 4i
�

, AC
�

= – 4i
�

+ 0j
�

+ 2k
�

,

AC
�

{– 4; 0; 2}.

MN
�

= – 1
�

2  
OA
�

, MN
�

= – 1
�

2  
� 4i

�
, MN

��– 2; 0; 0�.

BM
�

= BA
�

+ AM
�

= OA
�

– OB
�

+ 1
� 

2  
AC
�

= OA
�

– OB
�

+ 1
�

2  
(OC
�

– OA
�

) =

= 1
�

2  
OA
�

– OB
�

+ 1
�

2  
OC
�

, BM
�

= 2
 
i
�

– 9j
�

+ k
�

, BM
��2; – 9; 1�.
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OP
�

= OB
�

+ BP
�

= OB
�

+ 1
�

2  
BC
�

= OB
�

+ 1
�

2  
(OC
�

– OB
�

) = 1
�

2  
OB
�

+ 1 
�

2  
OC
�

,

OP
�

= 1
�

2  
� 9j

�

+ 1
�

2  
� 2k

�

= 0i
�

+ 9
�

2  
j
�

+ k
�

, OP
��0; 9

�

2
; 1�.

Задача 647.

Д а н о: a
�

{– 1; 2; 0}, b
�

{0; – 5; – 2}, c
�

{2; 1; – 3}. Найдите

координаты вектора p
�

= 3b
�

– 2a
�

+ c
�

.

Р е ш е н и е. Сначала находим координаты векторов 3b
� 

и
 
– 2a

�
: 3b

�
{0; – 15; – 6} и – 2a

�
{2; – 4; 0}, а затем координа-

ты вектора p
�

{x; y; z}:

x = 0 + 2 + 2 = 4, y = – 15 – 4 + 1 = – 18, z = – 6 + 0 – 3 = – 9.

Итак, p
�

{4; – 18; – 9}.

Задача 651 a).

Д а н о: a
�

{15; m; 1}, b
�

{18; 12; n}. Найдите числа m

и n, для которых векторы a
�

 и b
� 

коллинеарны.

Р е ш е н и е. Если векторы a
�

 и b
� 

коллинеарны и a
�

� 0
�

,

то существует число k, такое, что b
�

= ka
� 

(п. 67), и обрат-

но: если b
�

= ka
�

, то векторы a
�

 и b
� 

коллинеарны. Поэтому

нужно найти числа m, n и k, такие, что b
�

= ka
�

, или в
координатах: 18 = 15k, 12 = mk, n = k. Отсюда находим

k = 18
�

15  
= 6

�

5
, m = 12

�

k  
= 10, n = 6

�

5
.

Следовательно, векторы a
�

 и b
� 

коллинеарны при

m = 10, n = 6
�

5
.

Задача 652 д). Компланарны ли векторы m
�

{1; 0; 2},

n
�

{1; 1; – 1} и 
 
p
�

{– 1; 2; 4}?

Р е ш е н и е. Векторы m
�

 и n
� 

не коллинеарны, так как 
координаты одного вектора не пропорциональны коорди-

натам другого. Если вектор p
�

 можно разложить по век-

торам m
� 

и n
�

, то векторы m
�

, n
�

 и p
�

 компланарны, а если 
нельзя, то не компланарны. Таким образом, для решения 
задачи нужно установить, существуют ли числа x и y, 

такие, что p
�

= xm
�

+ yn
�

.
Запишем это равенство в координатах:

– 1 = x + y, 2 = y, 4 = 2x – y.

Из первого и второго уравнений находим x и y: 
x = – 3, y = 2. Но эти значения x и y не удовлетворяют
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третьему уравнению. Значит, вектор p
�

 нельзя разложить по

векторам m
� 

и n
�

, поэтому векторы m
�

, n
�

 и p
�

 не компланарны.

Урок № 43

Тема урока: Связь между координатами векторов
и координатами точек

Основные задачи урока

Ввести понятие радиус-вектора произвольной точки 
пространства; доказать, что координаты точки равны 
соответствующим координатам её радиус-вектора, а коор-
динаты любого вектора равны разностям соответствую-
щих координат его конца и начала.

Примерный план проведения урока

1. Определение радиус-вектора точки дано в учебни-
ке. Его можно сформулировать и в такой форме: вектор, 
отложенный от начала координат, называется радиус-век-
тором точки, являющейся концом вектора.

2. При рассмотрении приведённого в учебнике дока-
зательства утверждения: координаты любой точки равны 
соответствующим координатам её радиус-вектора — мож-

но пояснить, что равенство ОM
�

= ОM
�

1+ ОM
�

2+ ОM
�

3 имеет 
место согласно правилу параллелепипеда. Далее доказы-

ваются равенства ОM
�

1= xi
�

, ОM
�

2= yj
�

, ОM
�

3= zk
�

, и в ре-

зультате приходим к равенству ОM
�

= xi
�

+ yj
�

+ zk
�

.
По определению числа x, y и z являются координата-

ми вектора ОM
�

. Тем самым доказано, что координаты
(x; y; z) точки M равны соответствующим координатам

её радиус-вектора ОM
�

.
3. Далее следует доказать, что если точки A и B

имеют координаты (x1; y1; z1) и (x2; y2; z2), то вектор АB
�

имеет координаты {x2 – x1; y2 – y1; z2 – z1}, и перейти к 
решению задач.

4. Выборочно используются задачи 653—659. Для 
работы на уроке — задачи 653, 655а, 657. Для работы 
дома — задачи 654, 655б, 656.

Задача 657. Даны точки A (3; –1; 5), B (2; 3; –4),

C (7; 0; – 1), D (8; – 4; 8). Докажите, что векторы AB
�

и DC
�

равны.
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Р е ш е н и е. Найдём координаты рассматриваемых 
векторов, используя тот факт, что каждая координата 
вектора равна разности соответствующих координат его

конца и начала: AB
�

{– 1; 4; – 9}, DC
�

{– 1; 4; – 9}.
Мы видим, что соответствующие координаты векторов

равны, следовательно, AB
�

= DC
�

.

Задача 659 а). Даны точки 
A (– 2; – 13; 3), B (1; 4; 1), 
C (– 1; – 1; – 4), D (0; 0; 0). 
Выясните, лежат ли эти точки 
в одной плоскости.

Р е ш е н и е.
1) Если данные точки 

лежат в одной плоскости, то

векторы AB
�

, AC
�

 и AD
�

 компланарны, и обратно: если 
эти векторы компланарны, то точки A, B, C, D лежат в 
одной плоскости (рис. 7.3). Поэтому задача сводится к во-

просу: компланарны ли векторы AB
�

, AC
�

 и AD
�

?
По координатам данных точек найдём координаты

указанных векторов:  AB
�

{3; 17; – 2}, AC
�

{1; 12; – 7},

AD
� 

{2; 13; – 3}.

2) Так как координаты векторов AB
�

 и AC
�

 не про-
порциональны, то эти векторы не коллинеарны. Поэтому

векторы AB
�

, AC
�

 и AD
�

 компланарны в том и только в

том случае, когда вектор AD
�

 можно разложить по век-

торам AB
�

 и AC
�

 (п. 68), т. е. когда найдутся числа x и y, 
такие, что

AD
�

= x � AB
�

+ y � AC
�

. (1)

Записывая равенство (1) в координатах, получаем 
систему уравнений

�
3x + y = 2

17x + 12y = 13

– 2x – 7y = – 3.

3) Если эта система уравнений имеет решение, то 
равенство (1) выполняется, и, следовательно, точки A, B, 
C, D лежат в одной плоскости. В противном случае они 
не лежат в одной плоскости.

Решив систему, состоящую из первых двух уравне-

ний, получаем x = 11
�

19
, y = 5

�

19
.

Рис. 7.3
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Эти значения x и y удовлетворяют третьему уравне-

нию – 2 �
11
�

19  
– 7 �

5
�

19
= – 22

�

19  
– 35

�

19
= – 57

�

19
= – 3.

Cледовательно, точки A, B, C, D лежат в одной пло-
скости.

Уроки № 44—45

Тема уроков: Простейшие задачи в координатах

Основные задачи уроков

Вывести формулы координат середины отрезка, длины 
вектора через его координаты и расстояния между двумя 
точками, показать примеры решения стереометрических 
задач координатно-векторным методом.

Примерный план проведения уроков

1. На первом уроке следует рассмотреть решения всех 
трёх простейших задач, в которых выводятся упомяну-
тые выше формулы. Эти задачи можно назвать базовыми 
в том смысле, что на них опираются решения многих дру-
гих задач при применении координатно-векторного мето-
да. Для тренировки в непосредственном использовании 
полученных формул полезны задачи 660, 661, 663, 666. 
Слайд 7.4 иллюстрирует идею решения задачи 660.

Точка пересечения медиан треугольника 7.4

M — точка пересечения медиан треугольника ABC, 
O — начало координат.

A (x1; y1; z1),

B (x2; y2; z2),

C (x3; y3; z3),

M (x; y; z),

OM
�

= 1
�

3  
(OA
�

+ OB
�

+ OC
�

)

(см. задачу 603).

x =
x1 + x2 + x3
��

3
, y =

y1 + y2 + y3
��

3
, z =

z1 + z2 + z3
��

3
.
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2. Следующие два урока нужно посвятить выборочно-
му решению задач 660—677. В качестве устных упраж-
нений можно использовать вопросы 8—10 к главе VII.

3. В начале второго урока полезно провести мате-
матический диктант по вопросам, приведённым ниже в 
двух вариантах (разночтения для второго варианта даны 
в скобках):

1) На каком расстоянии от плоскости Oxy (Oyz) нахо-
дится точка A (2; – 3; – 5) (B (– 3; 2; – 4))?

2) На каком расстоянии от начала координат находит-
ся точка A (– 3; 4; 0) (B (3; 0; – 4))?

3) Найдите координаты середины отрезка, если концы 
его имеют координаты A (5; 3; 2) и B (3; – 1; – 4) (A (– 3; 
2; – 4) и B (1; – 4; 2)).

4) Найдите длину вектора AB
�

 (BA
�

), если A (5; 3; 2) и 
B (3; – 1; – 4) (A (– 3; 2; – 4) и B (1; – 4; 2)).

4. На третьем уроке данной темы провести самостоя-
тельную работу.

Самостоятельная работа № 7.2

Вариант 1

1. Найдите координаты вектора AB
�

, если A (5; – 1; 3), 
B (2; – 2; 4).

2. Даны векторы b
�

{3; 1; – 2} и c
�

{1; 4; – 3}. Найдите

�2b
�

– c
�

�.
3. Изобразите систему координат Oxyz и постройте 

точку A (1; – 2; – 4). Найдите расстояния от этой точки 
до координатных плоскостей.

Вариант 2

1. Найдите координаты вектора CD
�

, если C (6; 3; – 2), 
D (2; 4; – 5).

2. Даны векторы a
�

{5; – 1; 2} и b
�

{3; 2; – 4}. Найдите

�a
�

– 2b
�

�.
3. Изобразите систему координат Oxyz и постройте 

точку B (– 2; – 3; 4). Найдите расстояния от этой точки 
до координатных плоскостей.

Ответы:

Вариант 1.  1. AB
�

{– 3; – 1; 1}.

 2. �3�0�. 3. 4; 2; 1.

Вариант 2.  1. CD
�

{– 4; 1; – 3}.

 2. 3 �1�4�. 3. 4; 3; 2.
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Задача 660. Докажите, что точка пересечения медиан 
треугольника с вершинами

A (x1; y1; z1), B (x2; y2; z2), C (x3; y3; z3)

имеет координаты

� x1 + x2 + x3
��

3
; 

y1 + y2 + y3
��

3
; 

z1 + z2 + z3
��

3
�.

Р е ш е н и е.
1) На слайде 7.4 показана идея решения этой задачи, 

основанная на использовании формулы, выведенной в 
задаче 603. Дадим другой вывод этой формулы.

Пусть AN и BK — медианы треугольника, M — точка 
их пересечения (рис. 7.4). Тогда

AM
�

= 2
�

3  
AN
�

= 2
�

3  
�

1
�

2  
(AB
�

+ AC
�

) = 1
�

3  
(AB
�

+ AC
�

) .

2) Перепишем это равенство в другом виде:

OM
�

– OA
�

= 1 
�

3  
((OB

�
– OA

�
) + (OC

�
– OA

�
)),

где O — начало координат. Отсюда получаем

OM
�

= 1
�

3  
(OA
�

+ OB
�

+ OC
�

) .

3) Координаты векторов OA
�

, OB
�

 и OC
�

 равны соответ-
ствующим координатам точек A, B и C, поэтому сумма

векторов OA
�

+ OB
�

+ OC
�

 имеет координаты

{x1+ x2+ x3; y1+ y2+ y3; z1+ z2+ z3},

а координаты вектора OM
�

= 1
�

3  
(OA
�

+ OB
�

+ OC
�

)  равны

� x1 + x2 + x3
��

3
; 

y1 + y2 + y3
��

3
; 

z1 + z2 + z3
��

3
�.

Такие же координаты имеет и точка M, что и 
требовалось доказать.

Рис. 7.4
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Задача 662 а). Середина от рез-
ка AB лежит на оси Ox. Найдите 
m и n, если A (– 3; m; 5), 
B (2; – 2; n).

Р е ш е н и е.
Пусть C (x; 0; 0) — сере-

дина отрезка AB (рис. 7.5). 
Воспользуемся формулами для 
вычисления ординаты и аппли-
каты середины отрезка:

0 = m – 2
�

2
, 0 = 5 + n

�

2
.

Отсюда получаем

m = 2, n = – 5.

Задача 668 б). Определите вид треугольника ABC, если

A (3; 7; – 4), B (5; – 3; 2), 

C (1; 3; – 10).

Р е ш е н и е.
1) Зная координаты вершин A, B, C, вычисляем длины 

сторон треугольника:

AB = �2��2�+�(–�1�0��)2�+�6��2�= �1�4�0�,

AC = �(–�2��)2�+�(–�4��)2�+�(–�6��)2� = �5�6�,

BC = �(–�4��)2�+�6��2 +�(–�1�2��)2� = 14.

2) Отсюда получаем BC2= 196, AB2+ AC2= 140 + 56 = 196, 
т. е. BC2= AB2+ AC2. Следовательно, по теореме, обрат-
ной теореме Пифагора, треугольник ABC прямоуголь-
ный, причём угол A прямой. Катеты AB и AC различ-
ной длины, поэтому треугольник ABC прямоугольный и 
разносторонний.

Задача 675 а). Даны точки A (– 1; 2; 3), B (– 2; 1; 2) 
и C (0; – 1; 1). Найдите точку, равноудалённую от 
этих точек и расположенную на координатной плоско-
сти Oxy.

Р е ш е н и е.
1) Искомая точка M расположена на координат-

ной плоскости Oxy, поэтому её аппликата равна нулю: 
M (x; y; 0). Выразим длины отрезков MA, MB, MC через 
координаты их концов:

Рис. 7.5
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MA = �(x�+�1��)2�+�(y�–�2��)2�+�(–�3��)2�,

MB = �(x�+�2��)2�+�(y�–�1��)2�+�(–�2��)2�, 

MC = �x��2�+�(y�+�1��)2�+�(–�1��)2�.

2) По условию MA = MB = MC. Отсюда получаем систе-
му уравнений

�(x + 1)2+ (y – 2)2+ 9 = (x + 2)2+ (y – 1)2+ 4

(x + 1)2+ (y – 2)2+ 9 = x2+ (y + 1)2+ 1,

которая после приведения подобных членов принимает 
вид

� – 2x – 2y = – 5

2x – 6y = – 12.

Отсюда x = 3
�

8
, y = 2 1

�

8
. Искомая точка M �3

�

8
; 2 1

�

8
; 0�.

Задача 677. Отрезок CD дли-
ны m перпендикулярен к пло-
скости прямоугольного тре-
угольника ABC с катетами 
AC = b и BC = a. Введите подхо-
дящую систему координат и с 
помощью формулы расстояния 
между двумя точками найдите 
расстояние от точки D до сере-
дины гипотенузы этого тре-
угольника.

Р е ш е н и е. Введём систему 
координат с началом в точке C, 
как показано на рисунке 7.6. 
В этой системе координа-
ты точек A, B, C, D таковы: 
A (b; 0; 0), B (0; a; 0), C (0; 0; 0), 
D (0; 0; m). Пусть точка M (x; y; z) — середина гипотенузы 
AB треугольника ABC. Используя формулы координат 

середины отрезка, находим: x = b
�

2
, y = a

�

2
, z = 0, т. е. 

M � b
�

2
; a

�

2
; 0�. Зная координаты точек M и D, находим 

искомое расстояние:

MD = 1
�

2
�a��2�+�b��2�+�4�m��2�.

Рис. 7.6



187

Урок № 47

Тема урока: Уравнение сферы

Основные задачи урока

Вывести уравнение сферы данного радиуса с центром 
в данной точке; рассмотреть задачи, связанные с уравне-
нием сферы.

Примерный план проведения урока

1. Ввести понятие уравнения поверхности в заданной 
прямоугольной системе координат: уравнение с тремя 
переменными x, y, z называется уравнением данной 
поверхности F в заданной системе координат Oxyz, если 
этому уравнению удовлетворяют координаты любой точки 
поверхности F и не удовлетворяют координаты никакой 
точки, не лежащей на этой поверхности.

2. Используя известную формулу расстояния между 
двумя точками с заданными координатами, вывести урав-
нение сферы радиуса R с центром в точке C (x0; y0; z0).

3. В классе можно решить задачи 678а, 679а, 680а, 
681а.

Для работы дома — задачи 678—681 выборочно.
Сильным учащимся можно предложить задачи 745, 

746.

§ 2. CКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Уроки № 48—49

Тема уроков: Угол между векторами.
Скалярное произведение векторов

Основные задачи уроков

Ввести понятие угла между векторами и скалярного 
произведения векторов, рассмотреть формулу скалярного 
произведения в координатах и свойства скалярного про-
изведения, сформировать умения вычислять скалярное 
произведение векторов и находить угол между векторами 
по их координатам.

Примерный план проведения уроков

1. В начале первого урока ввести понятие угла между 
векторами. Рисунки 187, 188 из учебника и слайд 7.5
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помогут сформировать представления об угле между век-
торами и о перпендикулярности двух векторов.

Угол между векторами 7.5

Д а н о: куб ABCDA1B1C1D1, AB = a. Точка O1 — центр 
грани A1B1C1D1.

1. Найдите угол между векторами:

а) B1B
�

 и B1C
�

;

б) BC
�

 и AC
�

;

в) DA
�

 и 
�
B1D1.

2. Вычислите скалярное про-
изведение векторов:

а) AD
�

 и B1C
�

; 

б) D1B
�

 и AC
�

;

в) 
�
A1O1 и 

�
A1C1; 

г) AB
�

 и 
�
A1C1;

д) AC
�

 и BA
�

.

Рис. 7.7

2. Затем ввести скалярное произведение двух векторов 
как произведение их длин на косинус угла между ними. 
Используется обозначение

a
�

� b
�

= �a
�

�� �b
�

�cos (a
� �

b).�

При введении скалярного произведения векторов 
важно обратить внимание учащихся на то, что скалярное 
произведение есть число, т. е. скаляр, поэтому это произ-
ведение называется скалярным.

3. Полезно рассмотреть пример применения скалярно-
го произведения в физике.

Пусть под действием постоянной силы F
�

 тело совер-
шило механическое перемещение, которое задаётся век-

тором S
�

 (рис. 7.7). Если (F
�

S
�

) = α, 

то для вычисления работы A, со-

вершённой силой F
�

, пользуются 
формулой A = F � S � cos α, где F и

S — модули вектора силы F
�

 и век-

тора перемещения S
�

.



189

Произведение F � S � cos α есть скалярное произведение

векторов F
�

 и S
�

, т. е. работа постоянной силы представ-
ляет собой скалярное произведение вектора силы и век-

тора перемещения: A = F
�

� S
�

.
4. В учебнике предлагается доказать самостоятельно 

два утверждения, которые находят применение в даль-
нейшем. Приведём их доказательства.

1) Скалярное произведение ненулевых векторов равно 
нулю тогда и только тогда, когда эти векторы перпенди-
кулярны.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Пусть a
�

� b
�

, тогда (a
�

b
�

) = 90°, cos (a
�

b
�

) = cos 90° = 0,

и поэтому a
�

� b
�

= �a
�

�� �b
�

�  cos 90° = 0.

Обратно: пусть a
�

� b
�

= 0 и векторы a
�

, b
�

 ненулевые.

Тогда �a
�

�� �b
�

�cos (a
�

b
�

) = 0, и так как �a
�

�� 0, �b
�

�� 0, то

cos(a
�

b
�

) = 0. Отсюда следует, что (a
�

b
�

) =  90°, т. е. a
�

� b
�

.

2) Скалярный квадрат вектора равен квадрату его 
длины.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Угол между равными векторами по определению

равен 0°, поэтому a
�2= a

�
� a

�
= �a

�
�� �a

�
�cos 0° = �a

�
�2.

5. Рассмотреть формулу скалярного произведения двух

векторов a
�

{x1; y1; z1} и b
�

{x2; y2; z2} через их координа-

ты: a
�

� b
�

= x1x2+ y1y2+ z1z2.
Полезно дать словесную формулировку равенства: ска-

лярное произведение двух векторов равно сумме произве-
дений соответствующих координат этих векторов.

Как доказать эту формулу? На первый взгляд кажет-
ся, что проще всего поступить так. Разложим векторы a

�

и b
�

 по координатным векторам:

a
�

= x1i
�

+ y1j
�

+ z1k
�

, b
�

= x2i
�

+ y2j
�

+ z2k
�

.

Перемножив почленно эти равенства, получим форму-
лу скалярного произведения в координатах.

Однако такой подход к доказательству неприемлем, 
так как ещё не изучены свойства скалярного произве-
дения векторов, в частности, не доказана возможность 
раскрытия скобок по правилу умножения многочленов.

Приведём доказательство формулы скалярного произ-

ведения в координатах для случая, когда векторы a
�

 и b
�

 
неколлинеарны (рис. 7.8). По теореме косинусов

AB2= OA2+ OB2– 2 � OA � OB � cos α.
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Так как OA
�

= a
�

, OB
�

= b
�

, AB
�

= b
�

– a
�

, то это равенство 
можно переписать в таком виде:

�b
�

– a
�

�2= �a
�

�2+ �b
�

�2– 2 �a
�

�� �b
�

�� cos α, или

�b
�

– a
�

�2= �a
�

�2+ �b
�

�2– 2 a
�

� b
�

, откуда

a
�

� b
�

= �a
�

�2 + �b
�

�2 – �b
�

– a
�

�2
���

2
. (1)

Пусть a
�

{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2}, тогда вектор b
�

– a
�

 имеет 
координаты

{x2– x1; y2– y1; z2– z1},

�a
�

�2= x2
1 + y2

1 + z2
1, �b

�

�2= x2
2 + y2

2 + z2
2,

�b
�

– a
�

�2= (x2– x1)2+ (y2– y1)2+ (z2– z1)2.

Подставив эти выражения в равенство (1), получим

a
�

� b
�

=
x2

1 + y2
1 + z2

1 + x2
2 + y2

2 + z2
2

���

2
–

(x2 – x1)2
+ (y2 – y1)2

+ (z2 – z1)2

����

2
=

= x1x2+ y1y2+ z1z2.

6. Для работы на первом уроке использовать выбо-
рочно задачи 682а, б, з, 684а, г; слайд 7.5. Для работы 
дома — задачи 682—684; вопросы 11—14 к главе VII.

Второй урок можно посвятить повторению вопросов 
теории, изучению свойств скалярного произведения и 
решению задач.

1. В начале урока полезно провести математический 
диктант:

1) Дан квадрат ABCD. Найдите угол между вектора-

ми AC
�

 и DA
�

 (CA
�

 и BC
�

).

2) Найдите скалярный квадрат вектора 7i
�

 (6j
�

).

3) Найдите скалярное произведение a
�

� b
�

, если �a
�

�= 3,

�b
�

�= 4, (a
�

b
�

) = 120° ( �a
�

�= 6, �b
�

�= 4, (a
�

b
�

) = 135°).

4) ABCDA1B1C1D1 — куб, ребро которого равно 1.

Найдите скалярное произведение векторов 
�
AD1 и BC

�

(
�
BA1 и CD

�
).

5) Вычислите скалярное произведение a
�

� b
�

, если

a
�

{1; 2; 3}, b
�

{– 1; – 2; 3}

(a
�

{2; – 1; 3}, b
�

{– 2; 2; 3}).

2. Затем выводится формула 
для вычисления косинуса угла 
между ненулевыми векторами с 
заданными координатами: Рис. 7.8
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сos α =
x1x2 + y1y2 + z1z2

�����

�x��21�+��y2
1�+��z2

1� � �x��2�2 +��y2
2��+��z2

2�
.

3. Утверждения об основных свойствах скалярного 
произведения доказываются точно так же, как в плани-
метрии. На уроке могут быть доказаны некоторые из них.

Для любых векторов a
�

, b
�

, c
�

 и любого числа k спра-
ведливы равенства:

1) a
�

2� 0, причём a
�

2> 0 при a
�

� 0
�

.

2) a
�

� b
�

= b
�

� a
�

 (переместительный закон).

3) (a
�

+ b
�

) � c
�

= a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

 (распределительный закон).

4) k (a
�

� b
�

) = (ka
�

) � b
�

 (cочетательный закон).

Рассмотрим для примера свойство 3. Введём прямо-
угольную систему координат и рассмотрим произволь-

ные векторы a
�

{x1; y1; z1}, b
�

{x2; y2; z2}, c
�

{x3; y3; z3}. 
Воспользуемся формулой скалярного произведения в коор-

динатах и тем, что координаты вектора a
�

+ b
�

 равны суммам

соответствующих координат векторов a
�

 и b
�

:

(a
�

+ b
�

) � c
�

= (x1+ x2) � x3+ (y1+ y2) � y3+ (z1+ z2) � z3=

= (x1x3+ y1y3+ z1z3) + (x2x3+ y2y3+ z2z3) = a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

.

4. Следует обратить внимание учащихся на то, что 
распределительный закон имеет место для любого числа 
слагаемых, а скалярное произведение, в котором каж-
дый из сомножителей является суммой векторов, можно 
вычислять по правилу умножения многочленов. Рассмот-

рим, например, скалярное произведение (a
�

+ b
�

) � (c
�

+ d
�

).

Положим a
�

+ b
�

= m
�

.
Тогда

(a
�

+ b
�

) � (c
�

+ d
�

) = m
�

� (c
�

+ d
�

) = m
�

� c
�

+ m
�

� d
�

=

= (a
�

+ b
�

) � c
�

+ (a
�

+ b
�

) � d
�

= a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

+ a
�

� d
�

+ b
�

� d
�

.

Таким образом,

(a
�

+ b
�

) � (c
�

+ d
�

) = a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

+ a
�

� d
�

+ b
�

� d
�

.

Свойства скалярного произведения используются 
в процессе решения задач.

5. Для работы на уроке можно использовать задачи 
685, 686а, 687а, 690; слайды 7.6, 7.7.

Для работы дома — задачи 688—694 выборочно. 
Сильным учащимся можно предложить задачи 695, 696, 
697, 702, 703.
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Вычисление угла между векторами 7.6

Вычислите угол между вектором a
�

{2; 1; 2} и коорди-

натным вектором i
�

.
Р е ш е н и е.

a
�

{2; 1; 2}, i
�

{1; 0; 0},

сos (a
� 

i
�

) =
a
�

� i
�

�

�a
�

�� �i
�

�
; a

�

� i
�

= 2 � 1 + 1 � 0 + 2 � 0 = 2,

�a
�

�= �2��2�+�1��2�+�2��2�= �9� = 3, �i
�

�= 1,

сos (a
�

 i
�

) = 2
�

3 � 1
� 0,6667, (a

� 

i
�

) � 48°11′.

Применение скалярного произведения
к решению задач 7.7

Задача. Все рёбра тетраэдра ABCD равны друг дру-
гу. Точки M и N — середины рёбер AD и BC.

Докажите, что MN
�

� AD
�

= 0.

Р е ш е н и е.
Способ 1. BM — медиана, а 

значит, и высота в правильном 
треугольнике ABD.

Поэтому MB
�

� AD
�

.

Аналогично MС
�

� AD
�

,

MN
�

= 1
�

2  
(MB
�

+ MС
�

).

Следовательно,

MN
�

� AD
�

= 1
�

2  
(MB
�

+ MС
�

) � AD
�

= 1
�

2  
(MB
�

� AD
�

+ MС
�

� AD
�

) =

= 1
�

2  
(0 + 0) = 0.

Способ 2. AN = DN как высоты равных правильных 
треугольников, поэтому треугольник AND равнобе-
дренный.

Следовательно, медиана NM является также высо-

той треугольника AND, т. е. MN
�

� AD
�

 и MN
�

� AD
�

= 0.
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Задача 684.
Д а н о: ABCDA1B1C1D1 — куб, AB = a, O1 — центр гра-

ни A1B1C1D1. Вычислите скалярное произведение век-

торов: а) AD
�

 и 
�
B1C1; г) 

�
BA1 и 

�
BС1.

Р е ш е н и е.

а) Так как AD
�

=
�
B1C1 (рис. 7.9), то

AD
�

�

�
B1C1= a � a � cos 0° = a2.

г) Способ 1. Треугольник BA1C1 правильный. Стороны 
его равны как диагонали равных квадратов:

BA1= BC1= a �2�, (
�
BA1

 

�
BC1) = 60°,

поэтому 
�
BA1� 

�
BC1 = a �2� � a �2� � cos 60° = a2.

Cпособ 2.
�
BA1 � 

�
BC1 = (BA

�
+
�
AA1) � (BC

�
+
�
CC1) = BA

�
� BC
�

+ BA
�

�

�
CC1 +

+
�
AA1� BC

� 
+
�
AA1

 
� 

�
CC1

 
= 0 + 0 + 0 + a � a � cos 0° = a2.

Cпособ 3. Введём прямоугольную систему координат

так, как показано на рисунке 7.10. Тогда вектор 
�
BA1 

имеет координаты {a; 0; a}, а вектор 
�
BC1 имеет коорди-

наты {0; a; a}. Поэтому 
�
BA1

 

� 

�
BC1 = a � 0 + 0 � a + a � a = a2.

З а м е ч а н и е. В данной задаче мы указали три спо-
соба решения. Ряд других задач также можно решить 
разными способами. Желательно, чтобы школьники сами 
выбрали способ решения. Наиболее сильным учащимся 
можно предложить решить некоторые задачи нескольки-
ми способами.

Задача 690. Даны векторы a
�

= mi
�

+ 3j
�

+ 4k
�

 и b
�

= 4i
�

+

+ mj
�

– 7k
�

. При каком значении m векторы a
�

 и b
�

 перпен-
дикулярны?

Рис. 7.9 Рис. 7.10
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Р е ш е н и е. Векторы a
�

 и b
�

 перпендикулярны, если

a
�

� b
� 

= 0, т. е. a
�

� b
� 

= 4m + 3m – 28 = 7m – 28 = 0. Отсюда m = 4.

Задача 691. Даны точки A (0; 1; 2), B (�2�; 1; 2),

C (�2�; 2; 1), D (0; 2; 1). Докажите, что ABCD — квадрат 
(рис. 7.11).

Р е ш е н и е.
1) Найдём координаты середи-

ны отрезка AC: x = �2�
�

2
, y = 3

�

2
, z = 3

�

2
. 

Такие же координаты имеет сере-
дина отрезка BD. Поэтому отрез-
ки AC и BD пересекаются и точ-
кой пересечения делятся по полам. 
Сле до вательно, ABCD — паралле-
лограмм.

2) Найдём длины сторон AB 

и AD: AB = �2�+�0�+�0� = �2� = AD.

Значит, ABCD — ромб.

3) Так как AB
�

{�2�; 0; 0}, AD
�

{0; 1; – 1}, то AB
�

� AD
�

= 0,

т. е. AB
�

� AD
�

. Итак, ABCD — ромб, у которого угол пря-
мой, следовательно, ABCD — квадрат.

З а м е ч а н и е. Можно дать другое решение задачи (см. 
указание в учебнике).

Уроки № 50—51

Тема уроков: Вычисление углов между прямыми
и плоскостями

Основные задачи уроков

Показать, как используется скалярное произведение 
векторов при решении задач на вычисление углов между 
двумя прямыми, а также между прямой и плоскостью.

Примерный план проведения уроков

1. В учебнике рассматриваются две типовые задачи 
(задачи 1 и 2), но предварительно нужно ввести понятие 
направляющего вектора прямой. Ненулевой вектор назы-
вается направляющим вектором прямой a, если он лежит 
либо на прямой a, либо на прямой, параллельной a.

2. Рассмотреть задачи 1 и 2, а также выборочно зада-
чи 705—708. Целесообразно использовать слайд 7.8.

3. Для работы дома — задачи 705—709 выборочно.

Рис. 7.11
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Задача 705 а). Вычислите угол между прямыми AB и 
CD, если A (3; – 2; 4), B (4; – 1; 2), C (6; – 3; 2), D (7; – 3; 1).

Р е ш е н и е. Найдём координаты векторов AB
�

 и CD
�

:

AB
�

{1; 1; – 2}, CD
�

{1; 0; – 1}.

Для нахождения угла ϕ между прямыми AB и CD вос-
пользуемся формулой

cos ϕ =
�x1x2 + y1y2 + z1z2 �

����

�x2
1 + y2

1 + z2
1 � �x2

2  + y2
2 + z2

2  

,

где {x1; y1; z1} — координаты вектора AB
�

, {x2; y2; z2} —

координаты вектора CD
�

.
По этой формуле получаем

cos ϕ = 3
�

�6� � �2�  
= �3�

�

2
, поэтому ϕ = 30°.

Задача 707 а). В кубе ABCDA1B1C1D1 точка M лежит
на ребре AA1, причём AM : MA1= 3 : 1, а точка N — сере-
дина ребра BC. Вычислите косинус угла между прямыми 
MN и DD1.

Угол между прямыми 7.8

Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1, 
DA = 1, DC = 2, DD1= 3.

Найдите угол между прямыми CB1 и D1B.

Р е ш е н и е.
Введём систему координат 

Dxyz. Рассмотрим направляю-

щие векторы D1B
�

 и 
�
CB1 пря-

мых D1B и CB1.

D1(0; 0; 3), B (1; 2; 0),

D1B
�

{1; 2; – 3}, C (0; 2; 0),

B1(1; 2; 3), 
�
CB1 {1; 0; 3}.

Пусть ϕ — искомый угол,

сos ϕ = �1 � 1 + 2 � 0 + (– 3) � 3 �
���

�1�+�4�+�9� � �1�+�0�+�9�
,

cos ϕ = 4
�

�3�5�
, ϕ � 47°28�.
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Р е ш е н и е.
1) Введём систему координат так, как показано на

рисунке 7.12. Рассмотрим направляющие векторы 
�
DD1

и MN
�

 прямых DD1 и MN. Пусть единица измерения 
отрезков выбрана так, что AA1 = 4, тогда M (0; 4; 3),

N (4; 2; 0), MN
�

{4; – 2; – 3}, 
�
DD1{0; 0; 4}.

2) Используя векторы MN
�

 и 
�
DD1, находим косинус угла ϕ 

между прямыми DD1 и MN: cos ϕ = �4 � 0 – 2 � 0 – 3 � 4 �
���

�1�6�+�4�+�9� � �1�6�   
= 3

�

�2�9�
.

Задача 708 а). В прямоугольном параллелепипеде 

ABCDA1B1C1D1 AB=BC= 1
�

2
AA1. Найдите угол между прямы- 

ми BD и CD1.
Р е ш е н и е. Способ 1. Введём систему координат, как 

показано на рисунке 7.13. Пусть единица измерения отрез-

ков выбрана так, что AA1= 2, тогда AB = BC = 1, B (0; 0; 0), 

D (1; 1; 0), C (1; 0; 0), D1(1; 1; 2), BD
�

{1; 1; 0}, 
�
CD1{0; 1; 2}.

Используя векторы BD
�

 и 
�
CD1, находим  косинус угла ϕ 

между прямыми BD и CD1: cos ϕ =
�1 � 0 + 1 � 1 + 0 � 2 �

���

�1�+�1�+�0� � �0�+�1�+�4�  
= 1

�

�1�0�
. 

Отсюда ϕ � 71°34�.
Cпособ 2 (не векторный). Угол между прямыми BD и 

CD1 равен углу между прямыми BD и BA1. В треуголь-

нике BDA1 имеем BA1= �5�, A1D = �5�, BD = �2�. По теореме 
косинусов A1D2= A1B2+ BD2– 2A1B � BD � cos ϕ. Отсюда на-

ходим cos ϕ = 1
�

�1�0�
.

4. В конце второго урока провести самостоятельную 
работу.

Рис. 7.12 Рис. 7.13
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Самостоятельная работа № 7.3

Вариант 1

1. Даны векторы a
�

= 2i
�

– 3j
�

+ k
�

 и b
�

= 4i
�

– 2k
�

. Вычислите

a
�

� b
�

.

2. Вычислите угол между прямыми AB и CD, если

A (�3�; 1; 0), B (0; 0; 2 �2�), С (0; 2; 0), D (�3�; 1; 2 �2�).

Вариант 2

1. Даны векторы a
�

= 5i
�

– 2j
�

+ 4k
�

 и b
�

= 3j
�

+ 2k
�

. Вычислите

a
�

� b
�

.
2. Вычислите угол между прямыми AB и CD, если 

A (6; – 4; 8), B (8; – 2; 4), С (12; – 6; 4), D (14; – 6; 2).

Ответы:

Вариант 1.  1. 6.     2. 60°.
Вариант 2.  1. 2.     2. 30°.

Задача 712. Докажите, что 
угол между скрещивающими-
ся прямыми, одна из которых 
содержит диагональ куба, а 
другая — диагональ грани куба, 
равен 90°.

Р е ш е н и е.
Способ 1.
Пусть ABCDA1B1C1D1 — 

куб с ребром 1. Введём век-

торы a
�

= BC
�

, b
�

= BA
�

, c
�

=
�
BB1

(рис. 7.14). Тогда
�
BD1= a

�

+ b
�

+ c
�

, 
�
CB1 = c

�

– a
�

, 
�
BD1 �

�
CB1 = (a

�

+ b
�

+ c
�

) � (c
�

– a
�

) =

= a
�

� c
�

+ b
�

� c
�

+ c
�

2– a
�

2– b
�

� a
�

– c
�

� a
� 

= 0 + 0 + 1 – 1 – 0 – 0 = 0.

Cледовательно, BD1� CB1.
Cпособ 2.
Введём систему координат, как показано на рисун-

ке 7.14. Тогда B (0; 0; 0), C (1; 0; 0), B1 (0; 0; 1),

D1(1; 1; 1), 
�
CB1 {– 1; 0; 1}, 

�
BD1 {1; 1; 1}. Следовательно,

cos (
�
CB1 

 
�
BD1) = �– 1 � 1 + 0 � 1 + 1 � 1�

���

�
�
CB1� � �

�
BD1�

= 0,

и, значит, CB1 � BD1.

Задача 714. Лучи OA, OB и OC образуют три прямых 
угла AOB, AOC и BOC. Найдите угол между биссектри-
сами углов COA и AOB.

Рис. 7.14
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Р е ш е н и е.
1) Пусть OM — биссектриса угла AOC, OK — биссек-

триса угла AOB, 	MOK = ϕ. Введём единичные векторы

a
�

, b
�

, c
�

 так, как показано на рисунке 7.15, и рассмотрим

векторы m
� 

= a
�

+ c
�

 и n
� 

= a
�

+ b
�

. Очевидно, что m
�

 и n
�

 — век-
торы, сонаправленные с лучами OM и OK.

2) Найдём скалярное произведение векторов m
�

 и n
�

 и 
их длины:

m
�

� n
� 

= (a
�

+ c
�

) � (a
�

+ b
�

) = a
�

2+ a
�

� b
�

+ c
�

� a
�

+ c
�

� b
�

=1, �m
�

�= �n
�

�= �2�.

Отсюда следует, что cos ϕ =
m
�

� n
�

�

�m
�

�� �n
�

�  
= 1

�

2
, ϕ = 60°.

Задача 716. В тетраэдре DABC DA = 5 см, AB = 4 cм, 
AC = 3 cм, 	BAC = 90°, 	DAB = 60°, 	DAC = 45°. Найдите 
расстояние от вершины A до точки пересечения медиан 
треугольника DBC.

Р е ш е н и е.
1) Пусть K — точка пересечения медиан треугольни-

ка DBC (рис. 7.16). Известно, что AK
�

= 1
�

3  
(AB
�

+ AC
�

+ AD
�

)

(cм. задачу 603).

2) Введём векторы a
� 

= AB
�

, b
�  

= AC
�

, c
� 

= AD
�

. Тогда AK
�

=

= 1
�

3  
(a

�

+ b
�

+ c
�

). Вычислим скалярный квадрат вектора AK
�

:

�AK
�

�2  = 1
�

9  
(a

�

+ b
�

+ c
�

)2= 1 
�

9  
(a

�
2+ b

�
2+ c

�
2+ 2a

�

� b
�

+ 2a
�

� c
�

 + 2b
�

� c
�

).

3) Используя данные задачи, находим: a
�2= 16, b

�
2= 9,

c
�

2 = 25, a
�

� b
�

= 4 � 3 � сos 90° = 0, a
�

� c
�

= 4 � 5 � сos 60° = 10, b
�

� c
�

=

= 3 � 5 � сos 45° = 15 �2�
�

2
. Следовательно, �AK

�
�2 = 1

�

9  
(70 + 15 �2�),

AK = 1
�

3
�7�0�+�1�5���2��.

Рис. 7.16Рис. 7.15
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Урок № 52

Тема урока: Уравнение плоскости. Расстояние
от точки до плоскости

Основные задачи урока

Вывести уравнение плоскости и формулу для вычис-
ления расстояния от точки до плоскости; показать, как 
они применяются при решении задач.

Примерный план проведения урока

1. Напомнить понятие уравнения поверхности в задан-
ной прямоугольной системе координат: уравнение с тремя 
переменными x, y, z называется уравнением данной 
поверхности F в системе координат Oxyz, если этому урав-
нению удовлетворяют координаты любой точки поверх-
ности F и не удовлетворяют координаты никакой точки, 
не лежащей на этой поверхности.

2. Используя формулу скалярного произведения век-
торов в координатах, вывести уравнение плоскости α, 
проходящей через данную точку M0(x0; y0; z0) и перпен-

дикулярной к данному ненулевому вектору 
�
n {a; b; c}:

a (x – x0) + b (y – y0) + c (z – z0) = 0. (1)

Отметить, что если обозначить число – (ax0+ by0+ cz0) 
буквой d, то уравнение плоскости α примет вид

ax + by + cz + d = 0. (2)

Подчеркнуть, что уравнение плоскости в прямоуголь-
ной системе координат является уравнением первой сте-
пени относительно переменных x, y, z.

3. Разобрать с учащимися решение задачи 3 из п. 79, 
в которой получена формула для расстояния l от точки 
M0(x0; y0; z0) до плоскости, заданной уравнением (2):

l = �ax0 + by0 + cz0 + d �
���

��a2 + b
2 + c

2

. (3)

Можно отметить, что если точка M0 лежит в плоско-
сти, то её координаты удовлетворяют уравнению (2),
т. е. ax0 + by0 + cz0 + d = 0, поэтому числитель в правой 
части равенства (3) равен нулю и расстояние от точки 
M0 до плоскости равно нулю.

4. Далее можно рассмотреть следующие задачи на при-
менение уравнения плоскости и формулы (3):

Задача 1. Составьте уравнение плоскости, проходящей 
через точку A (1; 0; – 1) и перпендикулярной к вектору 
�
n {3; – 7; 2}.
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Р е ш е н и е.

3 (x – 1) – 7 (y – 0) + 2 (z + 1) = 0, или 3x – 7y + 2z – 1 = 0.

Задача 2. В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 AB = 4, AD = 3, AA1= 2. На ребре A1D1 
взята точка K, такая, что A1K : KD1= 2 : 1. Через точку K 
проведена плоскость α, перпендикулярная к прямой AC1 
и пересекающая прямую BC в точке M. Найдите рассто-
яние: а) от точки B1 до плоскости α; б) от точки M до 
точки D1.

Р е ш е н и е. Введём прямоугольную систему коорди-
нат с началом в точке A, как показано на рисунке 7.17. 
Тогда точки A, B1, C1, D1 имеют следующие координаты: 
A (0; 0; 0), B1(4; 0; 2), C1(4; 3; 2), D1(0; 3; 2).

По условию задачи A1K : KD1= 2 : 1, поэтому точка K

имеет координаты (0; 2; 2), а координаты вектора 
�
AC1 

равны разностям соответствующих координат точек C1 и A,

т. е. 
�
AC1{4; 3; 2}. Используя уравнение (1), напишем урав-

нение плоскости α, проходящей через точку K (0; 2; 2)

и перпендикулярной к вектору 
�
AC1{4; 3; 2}:

4x + 3 (y – 2) + 2 (z – 2) = 0, или 4x + 3y + 2z – 10 = 0.

а) Искомое расстояние l от точки B1(4; 0; 2) до плос-
кости α находим по формуле (3):

l = �4 � 4 + 3 � 0 + 2 � 2 – 10 �
���

��42 + 32 + 22
 

= 10
�

�2�9�
.

б) Произвольная точка на прямой BC имеет коорди-
наты (4; y; 0), где y может принимать любое значение. 
Чтобы найти ординату y точки M (4; y; 0), в которой пло-
скость α пересекается с прямой BC, нужно положить в 

Рис. 7.17

2

3

4
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уравнении плоскости x = 4, z = 0. Тогда получим 16 + 3y –
– 10 = 0, откуда находим y = – 2. Итак, точка M имеет 
координаты (4; – 2; 0), а координаты точки D1 равны
(0; 3; 2). По формуле расстояния между двумя точками 
через их координаты находим MD1:

MD1= �(0�–�4��)2�+�(3�+�2��)2�+�(2�–�0��)2� = 3 �5�.

Можно предложить учащимся дополнительные зада-
ния в этой задаче, например: написать уравнение плос-
кости β, проходящей через середину ребра AB и парал-
лельной плоскости α; найти расстояние от середины диа-
гонали A1C до плоскости β; и т. д.

Задача 3. На ребре AA1 прямоугольного параллелепи-
педа ABCDA1B1C1D1 взята точка P так, что AP = 3 � PA1.

а) Составьте уравнение плоскости α, проходящей через 
точки P, B и D1, если AB = AA1= 4, AD = 3;

б) найдите угол между диагональю AC1 и плоскостью α;
в) найдите расстояние от середины диагонали AC1 до 

плоскости α;
г) найдите расстояние от точки D до плоскости α.
Указания к решению (рис. 7.18).
а) P (4; 0; 3), B (0; 0; 0), D1(4; 3; 4).

 a � 4 + b � 0 + c � 3 + d = 0

 a � 0 + b � 0 + c � 0 + d = 0�
a � 4 + b � 3 + c � 4 + d = 0,

откуда d = 0, a = – 3
�

4  
c, b = – c

�

3
. Возьмём c = – 12. Тогда 

урав не ние плоскости ax + by + cz + d = 0 принимает вид 
9x + 4y – 12z = 0.

б) 
�
AC1{– 4; 3; 4}. Пусть θ = (n

�

, 
�
AC1), 

�
AC1= p

�

 (рис. 7.19),

�n
�

�= �2�4�1�, �
�
AC1�= �4�1�, n

�

�

�
AC1= – 72.

Рис. 7.18 Рис. 7.19
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cos θ =
n
� 

�  

�
AC1

��

�n
�

�  �  �
�

AC1�
= – 72
�

�9�8�8�1�
,

θ — тупой угол.
сos θ = cos (90° + ϕ) = – sin ϕ,

sin ϕ = 72
�

�9�8�8�1�
, ϕ � 46°25�.

З а м е ч а н и е. Если cos θ > 0, то θ — острый угол, 
θ = 90° – ϕ, cos θ = sin ϕ (рис. 7.20).

в) Координаты середины отрезка AC1 равны (2; 1,5; 2), 
а её расстояние от плоскости α равно нулю.

Прокомментируйте результат, используя рисунок 7.18.

г) D (4; 3; 0), l = 48
�

�2�4�1�
� 3,092.

5. Дополнительные задания, аналогичные дополни-
тельным заданиям к задаче 2, можно предложить в зада-
чах к § 3 учебника и дополнительных задачах к главе VII.

В задаче 694: а) найдите какой-нибудь вектор, перпен-
дикулярный к плоскости ABC; б) напишите уравнение 
плоскости ABC; в) найдите расстояние до плоскости ABC 
от начала координат и от точки D (1; – 1; 2).

В задаче 695: а) напишите уравнение плоскости 
ABC; б) найдите расстояния до плоскости ABC от точки
D (1; 2; 3) и от точки E (1; 1; 1).

В задаче 707 найдите расстояния: а) от вершин B и 
D1 до плоскости MNC1; б) от вершин A и C1 до плоскости 
MNB1.

В задаче 708 найдите расстояния от вершин A, B, C 
и D до плоскости A1MN, где M и N — середины рёбер 
BC и C1D1.

В задаче 756 найдите расстояния: а) от вершины A 
до плоскости MND1; б) от точки N до плоскости MC1D1.

§ 3. ДВИЖЕНИЯ

Уроки № 53—54

Тема уроков: Центральная симметрия.
Осевая симметрия. Зеркальная симметрия.

Параллельный перенос

Основные задачи уроков

Познакомить учащихся с понятием движения простран-
ства и основными видами движений.

Рис. 7.20
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Примерный план проведения уроков

1. Сначала ввести понятие отображения пространства 
на себя: если каждой точке M пространства поставлена 
в соответствие некоторая точка M1, причём любая точка 
M1 пространства оказалась поставленной в соответствие 
какой-то точке M, то говорят, что задано отображение 
пространства на себя.

2. Отметить, что особую роль в геометрии играют ото-
бражения пространства на себя, сохраняющие расстояни 
между точками. Они называются движениями простран-
ства.

Таким образом, если при движении пространства 
точки A и B переходят (отображаются) в точки A1 и B1, 
то AB = A1B1.

3. В учебнике рассмотрены четыре вида движений. 
Доказано, что центральная симметрия, осевая симметрия, 
зеркальная симметрия и параллельный перенос являются 
движениями.

Доказательства этих утверждений достаточно прозрач-
ны, они могут быть рассмотрены на одном уроке.

В случае центральной, осевой и зеркальной симметрий 
используется метод координат. Сначала устанавливается 
связь между координатами двух симметричных точек 
M (x; y; z) и M1(x1; y1; z1).

Например, если рассматривается центральная симме-
трия относительно начала координат, то x1= – x, y1= – y, 
z1 = – z. Далее для любых двух точек A (x1; y1; z1),
B (x2; y2; z2) и симметричных им точек A1 и B1 доказыва-
ется, что AB = A1B1, т. е. сохраняется расстояние между 
точками.

Доказательство утверждения о том, что параллельный 
перенос является движением, проводится без помощи 
координат, но с помощью векторов.

4. На первом уроке следует рассмотреть теоретический 
материал и решить задачи 719, 720, 724. Для домашней 
работы можно использовать задачи 721—723.

На втором уроке провести повторение вопросов тео-
рии, используя вопросы 15—17 к главе VII, слайды 7.9, 
7.10, и рассмотреть выборочно задачи 725—730.

Задача 720 а). Докажите, что при центральной сим-
метрии прямая, не проходящая через центр симметрии, 
отображается на параллельную ей прямую.

Р е ш е н и е.
1) Рассмотрим центральную симметрию пространства с 

центром O и произвольную прямую AB, не проходящую 
через точку O (рис. 7.21). Прямая AB и точка O опре-
деляют единственную плоскость α. Точки A и B перехо-



204

дят при данной симметрии в 
точки A1 и B1, также лежащие 
в плоскости α. Поэтому и вся 
прямая A1B1 лежит в плоско-
сти α.

2) Докажем сначала, что пря-
мые AB и A1B1 параллельны. 
Треугольники OAB и OA1B1 
равны по двум сторонам (OA = 
= OA1, OB = OB1) и углу между 
ними (	 AOB = 	 A1OB1). Из 
равенства треугольников следу-
ет, что 	 ABO = 	 A1B1O, т. е. равны накрест лежащие 
углы при пересечении прямых AB и A1B1 секущей BB1. 
Следовательно, AB 
 A1B1.

3) Докажем теперь, что при центральной симметрии 
с центром O прямая AB отображается на прямую A1B1. 
Для этого нужно доказать, что произвольная точка M 
прямой AB переходит в некоторую точку M1 прямой 
A1B1 (иначе говоря, на прямой A1B1 имеется точка M1, 
симметричная точке M относительно O), и обратно: про-
извольная точка прямой A1B1 симметрична относитель-
но O некоторой точке прямой AB.

Возьмём на прямой AB произвольную точку M (отлич-
ную от точки A) и проведём прямую MO. Она пересе-
кает прямую A1B1 в какой-то точке M1 (см. рис. 7.21). 
Треугольники MAO и M1A1O равны по стороне (AO = A1O) 
и прилежащим к ней углам (углы MOA и M1OA1 равны 
как вертикальные, углы MAO и M1A1O равны как 
накрест лежащие при пересечении параллельных пря-
мых AB и A1B1 секущей АА1). Поэтому MO = OM1, а 
это и означает, что точка M переходит при симметрии 
относительно O в точку M1, лежащую на прямой A1B1. 
Аналогично доказывается обратное: любая точка M1 пря-
мой A1B1 симметрична некоторой точке M прямой AB 
относительно O.

Итак, при симметрии с центром O прямая AB, не про-
ходящая через точку O, отображается на параллельную 
прямую A1B1.

З а м е ч а н и е. Как видим, приведённое доказательство 
является непростым. Можно дать более простое доказа-
тельство, если вначале решить задачу 727, т. е. доказать, 
что при движении прямая отображается на прямую. Тогда 
из того факта, что точки A и B переходят при централь-
ной симметрии в точки A1 и B1, сразу же последует, что 
прямая AB переходит в прямую A1B1, и поэтому остаётся 
доказать только параллельность этих прямых.

Рис. 7.21
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Задача 721 а). Докажите, 
что при центральной симметрии 
плоскость, не проходящая через 
центр симметрии, отображается 
на параллельную ей плоскость.

Р е ш е н и е.
1) Рассмотрим центральную 

симметрию пространства с цен-
тром O и произвольную плос-
кость α, не проходящую через 
точку O (рис. 7.22). Пусть пря-
мые a и b, пересекающиеся в 
точке A, лежат в плоскости α.
При симметрии с центром O прямые a и b переходят соот-
ветственно в параллельные прямые a1 и b1 (задача 720 а). 
При этом точка A переходит в некоторую точку A1, лежа-
щую как на прямой a1, так и на прямой b1, а значит, 
прямые a1 и b1 пересекаются. Пересекающиеся прямые a1 
и b1 определяют единственную плоскость α1. По признаку 
параллельности плоскостей α 
 α1.

2) Далее нетрудно доказать, что при центральной 
симметрии с центром O плоскость α отображается на 

Центральная симметрия 7.9

AB = �(x��2�–�x�1)��2�+�(y��2�–�y�1)��2�+�(z��2�–�z�1)��2�,

A1B1= �(–�x��2�+�x�1)��2��+�(–�y��2�+�y�1)��2�+�(–�z��2�+�z�1)��2�, AB = A1B1.

1. Докажите, что центральная симметрия есть дви-
жение.

2. Дан тетраэдр MABC. Постройте фигуру, цен-
трально-симметричную этому тетраэдру относительно 
точки O.

Рис. 7.22
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плоскость α1. Это можно сделать разными способами:
1) аналогично тому, как при решении задачи 720а было 
доказано, что прямая AB отображается на прямую A1B1; 
2) можно решить сначала задачу 727б, из утверждения 
которой следует, что плоскость α отображается на плос-
кость α1.

Задача 724 а). При зеркальной симметрии относитель-
но плоскости α плоскость β отображается на плоскость β1. 
Докажите, что если β 
 α, то β1 
 α.

Р е ш е н и е. Доказательство проведём методом от про-
тивного. Предположим, что β 
 α, но плоскости β1 и α 
пересекаются. Тогда они имеют общую точку M. Так как 
M � α, то при данной зеркальной симметрии точка M ото-
бражается в себя. Отсюда следует, что точка M, которая 
принадлежит плоскости β1, лежит также в плоскости β. 
Но тогда плоскости α и β пересекаются. Полученное 
противоречие показывает, что наше предположение было 
неверным, следовательно, β1 
 α.

Зеркальная симметрия 7.10

Плоскость α совпадает с плоскостью Oxy. Точки O1 
и O2 — середины отрезков AA1 и BB1.

AB = �(x��2�–�x�1)��2�+�(y��2�–�y�1)��2�+�(z��2�–�z�1)��2�,

A1B1= �(x��2�–�x�1)��2�+�(y��2�–�y�1)��2�+�(–�z��2�+�z�1)��2�,

AB = A1B1.

1. Докажите, что зеркальная симметрия есть дви-
жение.

2. Дан тетраэдр MABC. Постройте фигуру, зеркаль-
но-симметричную этому тетраэдру относительно пло-
скости β.
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Урок № 55

Контрольная работа № 7.1

Вариант 1

1. Вычислите скалярное произведение векторов m
�

 и

n
�

, если m
� 

= a
�

+ 2b
�

– c
�

, n
� = 2a

�
– b

�

, �a
�

�= 2, �b
�

�= 3, (a
�

 b
�

) = 60°, c
�

� a
�

,

c
�

� b
�

.
2. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Найдите угол между пря-

мыми AD1 и BM, где M — середина ребра DD1.
3. Задача 761а.

Вариант 2

1. Вычислите скалярное произведение векторов m
�

 и

n
�

, если m
� 

= 2a
� 

– b
�

+ c
�

, n
� 

= a
�

– 2b
�

, �a
�

�= 3, �b
�

�= 2, (a
�

 b
�

) = 60°, c
�

� a
�

,

c
�

� b
�

.
2. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Найдите угол между пря-

мыми AC и DC1.
3. Задача 761б.

Ответы:

Вариант 1.  1. – 1. 2. 45°.
Вариант 2.  1. 11. 2. 60°.

Урок № 56

Зачёт № 7. Метод координат в пространстве

Карточка 1

1. Расскажите, как задаётся прямоугольная система 
координат в пространстве и как определяются координа-
ты вектора.

2. Выведите формулы, выражающие координаты точки 
пересечения медиан треугольника через координаты его 
вершин.

3. Дан куб ABCDA1B1C1D1, точка M — центр грани

AA1D1D. Вычислите угол между векторами BM
�

 и B1C
�

.

Карточка 2

1. Расскажите о связи между координатами векторов 
и координатами точек.
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2. Выведите формулы, выражающие координаты сере-
дины отрезка через координаты его концов.

3. Вычислите угол между прямыми AB и CD, если 
A (1; 1; 0), B (3; – 1; 0), C (4; – 1; 2), D (0; 1; 0).

Карточка 3

1. Cформулируйте определение скалярного произведе-
ния двух векторов. Сформулируйте условие перпендику-
лярности двух ненулевых векторов, используя скалярное 
произведение.

2. Выведите формулу для вычисления длины вектора 
по его координатам.

3. Даны точки A (0; 4; 0), B (2; 0; 0), C (4; 0; 4),
D (2; 4; 4). Докажите, что ABCD — ромб.

Карточка 4

1. Сформулируйте основные свойства скалярного про-
изведения векторов. Докажите некоторые из утверждений 
об этих свойствах.

2. Выведите уравнение сферы данного радиуса с цент-
ром в данной точке.

3. Даны координаты трёх вершин параллелограмма 
ABCD: A (– 6; – 4; 0), B (6; – 6; 2), C (10; 0; 4). Найдите

координаты точки D и угол между векторами AC
�

 и BD
�

.

Карточка 5

1. Докажите, что центральная и осевая симметрии 
являются движениями.

2. Выведите формулу косинуса угла между ненулевы-
ми векторами с заданными координатами.

3. Даны векторы a
�

{1; 2; – 1}, b
�

{– 3; 1; 4}, c
�

{3; 4; – 2} и

d
�

{2; – 1; 3}. Вычислите скалярное произведение векторов

(a
�

+ 2b
�

) � (c
�

– d
�

).

Карточка 6

1. Докажите, что зеркальная симметрия и параллель-
ный перенос являются движениями.

2. Расскажите, как вычислить угол между двумя пря-
мыми в пространстве с помощью направляющих векторов 
этих прямых.

3. Даны координаты вершин тетраэдра MABC:
M (2; 5; 7), A (1; – 3; 2), B (2; 3; 7), C (3; 6; 0). Найдите 
расстояние от точки M до точки O пересечения медиан 
треугольника ABC.
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Дополнительные вопросы к зачёту

1. Напишите уравнение плоскости, проходящей через 
данную точку M0(x0; y0; z0) и перпендикулярной к дан-

ному ненулевому вектору n
�

{a; b; c}.
2. Напишите формулу расстояния от точки M0(x0; y0; z0) 

до плоскости ax + by + cz + d = 0. Приведите пример вычис-
ления расстояния по этой формуле.

3. Расскажите о преобразовании подобия.

Приведём некоторые рекомендации по использова-
нию слайдов, предназначенных для организации устной 
фронтальной работы учащихся с готовыми чертежами. 
Например, используя слайд 7.1, учащиеся сначала объ-
ясняют построение точки A по данным её координатам. 
Затем, отвечая на вопросы учителя, они определяют коор-
динаты точек B, C, D, K.

В слайде 7.2 представлены в координатной форме 
действия над векторами. Это фактически справочная 
таблица, которая суммирует результаты урока по теме 
«Координаты вектора». Здесь же дан вывод формул коор-
динат разности двух векторов.

С помощью слайда 7.5 сначала формируется понятие 
угла между векторами (I группа вопросов), а затем рас-
сматриваются задачи на вычисление скалярного произ-
ведения векторов (II группа вопросов).

Слайды 7.3, 7.6, 7.7, 7.8 содержат решения задач по 
отдельным вопросам темы. Они могут быть использо-
ваны при проверке домашних заданий. Эти же слайды 
оказываются полезными на уроке при обсуждении спо-
собов решения задач, при организации самостоятельной 
работы учащихся и проверке её результатов. Например, 
слайд 7.3 можно использовать так: сначала проецирует-
ся на экран лишь его верхняя часть, содержащая усло-
вие задачи, а нижняя часть (с решением) закрывается 
плотной бумагой. После обсуждения задачи следует про-
демонстрировать её решение на экране, удалив бумагу с 
нижней части слайда.

Cлайды 7.9, 7.10 содержат теоретический материал 
справочного характера. По ним можно повторить теорию, 
провести опрос учащихся.

Размер слайдов 18 � 13 см позволяет использовать их 
для экранов средних размеров. По материалам, предло-
женным в приведённых слайдах, могут быть изготовлены 
настенные таблицы.
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МАТЕРИАЛЫ ПО ОРГАНИЗАЦИИ

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОГО ПОВТОРЕНИЯ

И ПОДГОТОВКИ К ЕГЭ

На заключительное повторение курса геометрии отво-
дится 12 ч. Повторение следует организовать по темам, 
обращая особое внимание на задачи такого типа, какие 
предлагаются на Едином государственном экзамене. На 
уроках повторения целесообразно провести самостоятель-
ные работы контролирующего характера.

Для уроков заключительного повторения предназна-
чены приведённые ниже слайды 8.1—8.14. Они отража-
ют основные теоретические вопросы курса стереометрии 
10—11 классов.

Слайды ориентируют учителей на обсуждение с уча-
щимися различных способов решения одной и той же 
задачи, на выбор рациональных способов.

Слайды 8.1—8.9 позволяют повторить многие вопросы 
из первых разделов курса стереометрии: параллельность 
и перпендикулярность прямых и плоскостей в простран-
стве, свойства многогранников.

Одновременно учащиеся повторяют и ряд вопросов по 
планиметрии: формулы для вычисления периметров и 
площадей треугольника, параллелограмма, ромба, трапе-
ции и др.

Слайды дают возможность экономно использовать 
время урока, увеличивать число рассмотренных вопросов 
теории и решенных задач.

Наличие заданий различной трудности позволяет вести 
дифференцированную работу с учащимися при рассмотре-
нии каждого слайда.

Все слайды содержат несколько заданий, которые 
представляют собой последовательность частных вопро-
сов в процессе решения некоторой более общей задачи. 
Например, в слайде 8.6 на построение сечения правиль-
ной четырёхугольной пирамиды необходимо последова-
тельно разобрать следующие вопросы: доказать, что сече-
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ние пирамиды указанной плоскостью есть трапеция, что 
эта трапеция равнобедренная, вычислить высоту трапе-
ции и её верхнее основание, затем вычислить площадь 
трапеции.

Решение ряда задач должно завершаться заключением 
учителя об общих подходах к решению аналогичных задач.

На слайдах 8.10—8.13 представлены задачи на комбина-
цию тел, на слайде 8.14 — задача о вычислении угла между 
векторами.

На уроках заключительного повторения необходима 
целенаправленная работа по систематизации и углубле-
нию знаний учащихся по геометрии. Полезно рассмотреть 
некоторые геометрические задачи на экстремумы, реша-
емые введением вспомогательного угла. Одна из таких 
задач представлена на слайде 8.9, другие задачи такого 
рода приведены ниже.

Задача 1. В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 A1C = 2 �2�. Какова должна быть длина 
ребра BC, чтобы площадь четырёхугольника BCD1A1 
была наибольшей?

Р е ш е н и е. Пусть �BOC = α 
(рис. 8.1), SBCD1A1

=  S (α). Тогда 

S (α) = 1
�

2  
BD1� CA1� sin α =  4 sin α.

Заметим, что 0 < α < π и S (α) 
имеет наибольшее значение, 

когда sin α = 1, т. е. когда α = π
�

2
. 

При этом �BA1C = π
�

4
 и BC = 

= 2 �2� � sin π
�

4  
= 2.

Задача 2. В прямоугольном

параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 AC = 2 �2�, AA1= 1. Най ди-
те площадь боковой поверхности параллелепипеда, имею-
щего наибольший объём.

Р е ш е н и е. Пусть �CAB = α (рис. 8.2). Тогда BC =

= 2 �2� sin α, AB = 2 �2� cos α, V (α) = 2 �2� sin α � 2 �2� cos α � 1 =

= 4 sin 2α.

Заметим, что 0 < α < π
�

2
, поэтому 0 < 2α < π и V (α) имеет

наибольшее значение, если sin 2α = 1, т. е. α = π
�

4
. При этом 

AB = 2 �2� �
1

�

�2�  
= 2, BC = 2, Sбок= 8 � 1 = 8.

Приведём четыре задачи для самостоятельной работы 
учащихся.

Рис. 8.1
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Задача 3. В правильной треугольной призме ABCA1B1C1 

A1B  =  4 �2�. Какова должна быть длина ребра AA1, чтобы 
площадь сечения призмы плоскостью AA1K, где K — 
середина ребра BC, была наибольшей?

У к а з а н и е. Положить � A1BA = α и найти S (α) — пло-
щадь сечения призмы плоскостью AA1K.

Задача 4. Радиус основания конуса равен 3, а высота

конуса равна �3�. Найдите наибольшую площадь сечения, 
проходящего через две образующие конуса.

У к а з а н и е. Образующая конуса l = 2 �3�. Угол при

вершине осевого сечения конуса равен 2π
�

3
. Пусть S (α) —

площадь сечения, проходящего через две образующие

с углом α между ними. Тогда S (α) = 6 sin α, где 0 < α � 2π
�

3
.

S (α) имеет наибольшее значение при α = π
�

2
. При этом

S � π
�

2�= 6, что является ответом к задаче.

Иногда ошибочно полагают, что наибольшую площадь 
имеет осевое сечение конуса. В данной задаче это не так:

Sосев. сеч= 3 �3� < 6.

На уроках заключительного повторения следует обра-
тить внимание на применение векторов при решении 
планиметрических и стереометрических задач. На кон-
кретных задачах важно показать эффективность вектор-
ного метода по сравнению с традиционными методами. 
Приведём примеры. 

Задача 5. Гранями параллелепипеда являются равные 
ромбы со стороной a и острым углом α. Найдите длину 
большей диагонали ромба.

Рис. 8.2 Рис. 8.3
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Р е ш е н и е. Введём обозначения: AB
�

= a
�

, AD
�

= b
�

, 
�
AA1= c

�
,

�
AC1= d

�

 (рис. 8.3). Тогда

d
�

= a
�

+ b
�

+ c
�

, AC1= �d
�

�= ��(a
���+�b

��+��c
���)2� = �3�a��2�+�6�a��2�c�o�s�α�.

Задача 6. Найдите угол между медианами, проведён-
ными к катетам равнобедренного прямоугольного тре-
угольника.

Р е ш е н и е. Пусть OAB — данный треугольник с кате-
тами OA = OB = 1, AD и BK — его медианы, ϕ — угол 
между ними, т. е. угол между прямыми, на которых ле-
жат медианы. Введём систе-
му координат, как показано на 
рисунке 8.4.

Тогда A (0; 1), B (1; 0), 
K (0; 0,5), D (0,5; 0), поэтому

AD
�

{0,5; – 1}, KB
�

{1; – 0,5},

�AD
�

�= �KB
�

�=
�5�
�

2
, AD

�
� KB
�

= 1,

следовательно,

cos ϕ =
AD
�

� KB
�

��

�AD
�

�� �KB
�

�  
= 4

�

5
, ϕ = arccos 4

�

5
.

Рекомендации по проведению уроков
заключительного повторения и организации
домашней работы учащихся

На этих уроках можно использовать задания из раз-
делов учебника: «Разные задачи на многогранники, 
цилиндр, конус и шар» (422—439, 541—556), «Задачи для 
повторения» (764—767), «Задачи для подготовки к ЕГЭ» 
(с. 229—239 учебника), «Задачи повышенной трудности» 
(768—815) для работы с сильными учащимися. Для всего 
класса пригодятся задачи из соответствующих разделов 
учебника по теме повторения, задачи подготовительно-
го характера. Эти задачи составляются или подбираются 
учителем, некоторые задачи такого рода приведены ниже 
в рекомендациях к урокам.

Рис. 8.4
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УРОКИ ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОГО ПОВТОРЕНИЯ

Уроки № 57—58

Используя текст учебника, нужно повторить аксиомы 
стереометрии и их следствия. Это имеет важное значе-
ние как для рассмотрения вопросов теории, так и для 
решения задач, в частности, на построение сечений много-
гранников. Затем рассматриваются доказательство теоре-
мы о признаке параллельности прямой и плоскости, опре-
деление скрещивающихся прямых, доказательства теорем 
о признаке скрещивающихся прямых и признаке парал-
лельности двух плоскостей. Использование понятий угла 
между скрещивающимися прямыми и перпендикулярно-
сти скрещивающихся прямых позволяет дать экономные 
решения многих задач на вычисление площадей поверх-
ностей и объёмов тел.

Для организации классной и домашней работы уча-
щихся можно использовать по теме уроков задачи 47, 103, 
а также задачи для подготовки к ЕГЭ из раздела С2.

На этих же уроках полезно рассмотреть задачи 
на построение сечений многогранников, например за-
дачу 106. С этой же целью можно использовать слай-
ды 8.1—8.6.

При этом имеется возможность повторить широкий 
круг теоретических вопросов по теме уроков.

8.1

MABC — правильная треугольная пирамида, AB = a, 
MB = 2a.

1. Постройте сечение пира-
миды плоскостью, проходящей 
через середины рёбер AB и AC 
параллельно грани MBC.

2. Вычислите периметр сече-
ния.

3. Вычислите высоту KF 
сечения.

4. Укажите различные спосо-
бы вычисления площади сече-
ния.
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8.2

MABC — правильная треугольная пирамида, точ-
ка O — центр окружности, вписанной в основание.

1. Постройте сечение пирамиды плоскостью, про-
ходящей через точку O параллельно рёбрам BC и AM.

2. Докажите, что сечение DEKF — прямоугольник.
3. Вычислите площадь сечения, если AB = a, MA = b.
4. Вычислите величину двугранного угла при осно-

вании пирамиды, если AB = 6, MO = 3.

8.3

ABCDA1B1C1D1 — правильная четырёхугольная приз-
ма, K � BC, BK : KC = 1 : 2.

1. Постройте сечение призмы плоскостью, проходя-
щей через точки A, A1 и K.

2. Докажите, что сечение AA1K1K — прямоуголь-
ник.

3. Найдите площадь сечения, если AB = a, AA1= 3a.
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8.4

ABCDA1B1C1D1 — куб, M � AB, N � BC, K � DD1.

1. Постройте сечение куба плоскостью, проходящей 
через точки M, N, K.

2. Объясните, как можно использовать условия 
KF � NE, MF � EK при построении сечения.

8.5

MABCD — правильная четырёхугольная пирамида. 
Через диагональ AC основания проведена плоскость 
перпендикулярно к ребру MD.

1. Докажите, что сечение KAC — равнобедренный 
треугольник.

2. Докажите, что отрезок KO является высотой тре-
угольника KAC.

3. Вычислите угол MDO и SAKC, если AB = a, 
MD = a �2�.

4. Верно ли, что � AKC = 2 arctg 2
�

�3�
?
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Задача 7. ABCDA1B1C1D1 — куб с ребром, равным 4.

а) Постройте сечение куба плос-
костью, проходящей через точки 
K, C и D1, где K — середина ребра 
AB.

б) Вычислите периметр P сече-
ния.

Р е ш е н и е.
а) Искомое сечение заштрихо-

вано на рисунке 8.5.

б) D1C = 4 �2�,

KE = 2 �2�,

D1E = CK = �1�6�+�4� = 2 �5�;

P = 4 �2� + 2 �2� + 2 � 2 �5� = 

  = 6 �2� + 4 �5�.

8.6

MABCD — правильная четырёхугольная пирами-
да. Через сторону BC основания проведена плоскость, 
пересекающая противоположную грань пирамиды.

1. Докажите, что:
а) KE � BC;
б) � ABK = �DCE, BK = CE;
в) сечение BKEC — равнобедренная трапеция.
2. Составьте план вычисления площади трапеции, 

если AB = a, �MPO = α, точки P и F — середины рёбер 
AD и ВС.

Рис. 8.5

D
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Урок № 59

Рассматривается доказательство признака перпендику-
лярности прямой и плоскости. Отметим, что в учебнике 
изложен обобщённый признак перпендикулярности пря-
мой и плоскости (в условии теоремы говорится о перпен-
дикулярности прямой к двум произвольным пересекаю-
щимся прямым, лежащим в плоскости, но необязательно 
проходящим через точку пересечения прямой и плоско-
сти; см. рис. 48, а учебника).

По аналогии с этим можно рассмотреть о б о б щ ё н н у ю 
т е о р е м у  о  т р ё х  п е р п е н д и к у л я р а х (см. рис. 53 
учебника):

Если отрезок HM — проекция на плоскость α наклон-
ной AM, а прямая a лежит в плоскости α и перпенди-
кулярна к HM (при этом прямая a может не проходить 
через точку M), то a 	 AM.

Справедливость теоремы доказывается так же, как в 
п. 20: так как a 	 AHM, то a 	 AM.

Для организации классной и домашней работы учащих-
ся можно использовать задачи 150, 158, 542, 552, 553, 
слайд 8.7, задачи для подготовки к ЕГЭ из раздела С2.

8.7

ABCA1B1C1 — наклонная призма, �ABC — правиль-
ный треугольник, � A1AB = � A1AC = α, AB = a, AA1= 2a.

1. Докажите, что грань BB1C1C — прямоугольник.
2. Вычислите площадь грани AA1B1B.
3. Вычислите площадь поверхности призмы.
4. Составьте план вычисления объёма призмы.
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Урок № 60

Рассматриваются понятие двугранного угла, доказа-
тельство теоремы о признаке перпендикулярности двух 
плоскостей, свойство прямоугольного параллелепипеда.

Полезно обратить внимание учащихся на следующее 
обстоятельство, используемое при решении задач: если 
в прямом двугранном угле провести перпендикуляр из 
произвольной точки одной грани к ребру, то он будет 
являться перпендикуляром к другой грани.

Для организации классной и домашней работы уча-
щихся можно использовать задачи 212, 216, 541, 547, 
548, слайд 8.8, задачи подготовительного характера. 
Приведём одну из таких задач.

Задача 8. Основанием пирамиды MABC является рав-
носторонний треугольник ABC со стороной a. Грань 
MAB — равнобедренный треугольник, плоскость которого 
перпендикулярна к плоскости основания пирамиды, MA =

= MB =
a �7�
�

4
. Найдите углы наклона боковых граней пи-

рамиды к её основанию.

8.8

Основание наклонной призмы — равнобедрен-
ный треугольник ABC, AB = AC, � A1AB = � A1AC. 
Плоскость KBC перпендикулярна к ребру AA1.

1. Объясните, как построить линейный угол ADK 
двугранного угла ABCK.

2. Найдите SKBC, если SABC= 20 см2, � ADK = 60°.
3. Найдите объём призмы, если SKBC = 10 см2, 

AA1= 5 см.
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Р е ш е н и е. Высоты тре-
угольников ABM и ABC, про-
ведённые из вершин M и C, 
являются одновременно меди-
анами, поэтому пересекаются в 
одной точке D (рис. 8.6). Угол 
MDC — линейный угол двугран-
ного угла с ребром AB, поэтому 
�MDC = 90°.

Проведём DK 	 AC и отрезок 
MK. Тогда AC 	 MK по тео реме 
о трёх перпендикулярах. �MKD — линейный угол дву-
гранного угла с ребром AC. Пусть �MKD = β.

Из треугольника MAD находим MD = ��7a2

�

16

�
–

��a2

�

4  
=

a �3�
�

4
.

Из треугольника AKD получаем KD = a
�

2  
sin 60° =

a �3�
�

4
.

Из треугольника MKD имеем tg β = MD
�

KD  
= 1, β = 45°.

Рис. 8.6

8.9

Основанием пирамиды MABCD служит прямо-
угольник, MA — высота пирамиды, MC = 5 �2�. Какова 
должна быть длина ребра BC, чтобы площадь грани 
MBC имела наибольшее значение?

Р е ш е н и е. Введём обозначения: �CMB = α,
SMBC= S (α).

1) �MBC прямоугольный.

2) MB = 5 �2� cos α, 

BC = 5 �2� sin α,

S (α) = 12,5 sin 2α.

3) 0 < α < π
�

2
, 0 < 2α < π.

S (α) имеет наибольшее зна-
чение, если sin 2α = 1, т. е.

α = π
�

4
. При этом BC = 5.

4) Докажите, что если BC = 
= 5, то AB < BC.
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Уроки № 61—62

Повторяется материал, связанный с понятиями много-
гранника, призмы, пирамиды (полной и усечённой), рас-
сматривается вывод формул для вычисления площадей 
поверхностей многогранников.

Для классной и домашней работы можно использовать 
по теме уроков задачи 229, 230, 242, 248, задачи для 
подготовки к ЕГЭ, а также приведённые выше задачи на 
экстремумы 1—4, решаемые введением вспомогательного 
угла, и слайд 8.9. Кроме того, можно использовать зада-
чи 764—767.

Урок № 63

Повторяется материал, связанный с понятиями цилин-
дра, конуса, сферы и шара, формулами площадей поверх-
ностей цилиндра и конуса, взаимным расположением сфе-
ры и плоскости. 

Используются выборочно задачи 326, 334, 342, 350, 
361, 375, 385, 389, 552, а также подготовительные задачи, 
приведённые ниже.

Задача 9. В конус вписана пирамида MABC, основани-
ем которой служит прямоугольный треугольник с катета-
ми AB = 12 см и BC = 16 см. Двугранный угол при катете 
BC равен 60°. Найдите: 

а) площадь грани MBC;
б) площадь боковой поверхности конуса.
Задача 10.  Высота конуса равна h, образующая 

равна l. Найдите радиус описанного около конуса шара.

Уроки № 64—65

На уроках рассматриваются формулы объёмов пря-
мой призмы, цилиндра, наклонной призмы, пирамиды, 
конуса и шара. Используются выборочно задачи 484, 490, 
499, 553—556, слайды 8.10, 8.11, 8.12, 8.13.
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8.11

Высота правильной четырёхугольной пирамиды 
равна 8, боковое ребро равно 12. Найдите объём описан-
ного шара.

Р е ш е н и е.

MN — диаметр сферы.

MN
�

MA   
= MA

�

ME
, 2R

�

12   
= 12

�

8
, R = 9, V = 972π.

Дайте необходимые пояснения.

8.10

В усечённый конус вписан 
шар. Докажите, что площадь 
сферы меньше площади боковой 
поверхности конуса.

Р е ш е н и е. Введём обозначе-
ния:

OE = r, KC = r1, ED = r2,

CD = l, �CDF = α.

Тогда Sсферы = 4πr2, r1 + r2 = l 

(объясните почему),

l = 2r
�

sin α
, Sусеч. кон= π (r1+ r2) l = πl2= π �

4r2

�

sin2 α
;

Sсферы
���

Sусеч. кон

= sin2α < 1.
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8.12

Ребро правильного тетраэдра равно 12. Найдите 
радиусы описанного и вписанного шаров и объём впи-
санного шара.

Р е ш е н и е. В правильном тетраэдре центры описан-
ного и вписанного шаров совпадают (объясните поче-
му). Пусть O — центр этих шаров.

Способ 1.

Пусть � AKD = α, sin α = AD
�

AK 
= 1

�

�3�
, cos α = �2�

�

�3�
, tg α = 1

�

�2�
.

Из �MOD: MO = 6
�

cos α  
= 3 �6�, т. е. R = 3 �6�.

Из �EOK: EO = EK � tg α = 2 �3� �
1

�

�2�  
= �6�, т. е. r = �6�.

V = 4
�

3
πr3= 8π �6�.

Способ 2.
Треугольник MAN прямо-

угольный, MN
�

MA  
= MA

�

ME
.

Способ 3.

�MAE 
 �MDO, ME
�

MA  
= MD

�

MO
.

Продолжите решения в спосо-
бах 2 и 3.

8.13

В прямую треугольную призму, 
основанием которой служит правиль-
ный треугольник со стороной a, впи-
сан шар. Найдите площадь сферы.

Р е ш е н и е. Шар касается боко-
вых граней и оснований призмы. 
Высота призмы равна диаметру шара.

Проекция шара на плоскость 
основания призмы есть круг, впи-
санный в треугольник ABC.

Вычислим радиус этого круга: r = a
�

2 �3�
. Поэтому

Sсферы= πa2

�

3
.

Дайте необходимые пояснения.
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Урок № 66

Повторяются понятие вектора в пространстве, дей-
ствия над векторами, правило параллелепипеда, рассма-
триваются решения простейших задач в координатах, 
скалярное произведение векторов.

Для классной и домашней работы можно использовать 
задачи 598, 606, 644, 663, 684, 703, слайд 8.14, а также 
подготовительные задачи 5 и 6, приведённые выше.

Уроки № 67—68

В соответствии с учебным планом по математике на 
изучение геометрии в 11 классе отводится 68 ч, поэтому в 
планировании учебного материала резервными являются 
уроки № 67—68.

Ниже приведены краткие решения нескольких задач 
из раздела учебника «Задачи повышенной трудности». 
Они предназначены для работы с учащимися, которые 
проявляют повышенный интерес к изучению геомет рии.

8.14

Дан куб ABCDA1B1C1D1, ребро которого равно 1. 

Найдите угол между векторами 
�
DA1 и DM

�
, где точка 

M — середина ребра CC1.
Р е ш е н и е. Способ 1.
Введём систему координат, 

как показано на рисунке. Тогда

D (0; 0; 0), A1(0; 1; 1),

M (1; 0; 0,5),
�
DA1{0; 1; 1}, DM

�
{1; 0; 0,5},

cos ϕ = 1 � 0 + 0 � 1 + 0,5 � 1
���

��1,25  � �2�  
=

1
�

��10
.

Способ 2.

DA
�

= a
�

, DC
�

= b
�

, 
�
DD1= c

�
.

DA
�

1 � DM
�

= (a
�

+ c
�

) � (b
�

+ 0,5c
�

) = 0,5;

�DM
�

�= �1�,2�5�, �
�
DA1�= �2�, cos ϕ =

�
DA1� DM

�

��

�DM
�

� � �
�
DA1�  

= 1
�

�1�0�
.

Дайте необходимые пояснения.
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Задача 770. Все плоские углы тетраэдра OABC при верши-
не O равны 90°. Докажите, что площадь треугольника AOB 
равна среднему геометрическому площадей треугольников 
ABC и O1AB, где O1 — проекция точки O на плоскость ABC.

Р е ш е н и е. По условию OC 	 OA и OC 	 OB (рис. 8.7), 
по этому OC 	 AOB. Проведём OD 	 AB, тогда CD 	 AB (по тео-
реме о трёх перпендикулярах). Высота в треугольнике COD, 
проведённая из вершины O, является перпендикуляром к 
плоскости ABC (объясните почему), поэтому основание этой 
высоты есть проекция точки O на плоскость ABC (точка O1).

Далее,

SAOB= 1
�

2  
AB � OD, SABC= 1

�

2  
AB � CD,

SO1AB= 1
�

2  
AB � O1D.

Требуется доказать, что

SAOB= �S���AB�C�� S��O1
��AB�, т. е.

OD = �C�D�� O�1D�.

Но это равенство действительно 
верно, так как катет OD в прямо-
угольном треугольнике COD есть 
среднее геомет рическое гипотену-
зы CD и проекции O1D этого кате-
та на гипотенузу.

Заметим, что в решении задачи не использовалось 
условие, что � AOB = 90°, т. е. это условие является 
лишним. Утверждение справедливо, если только плоские 
углы AOC и BOC равны 90°.

Задача 777. Комната имеет форму куба. Паук, сидя-
щий в середине ребра, хочет, двигаясь по кратчайшему 
пути, поймать муху, сидящую в одной из самых удалён-
ных от паука вершин куба. Как должен двигаться паук?

Р е ш е н и е. Положения паука (P) и мухи (M) изображе-
ны на рисунке 8.8, а. Один из возможных путей паука состо-
ит из отрезков PQ (в плоскости грани ABCD) и MQ (в плоско-
сти грани AKMB). Как выбрать точку Q на ребре AB, чтобы 
путь PQM был наименьшим при движении по этим двум гра-
ням? Чтобы ответить на этот вопрос и найти другие возмож-
ные пути паука, рассмотрим развёртку куба (рис. 8.8, б).

Ясно, что путь PQM будет наименьшим при движе-
нии по указанным граням, если в качестве точки Q взять 
точку пересечения отрезков PM и AB. Если ребро куба 
равно a, то путь PQM в этом случае равен

l1= �a
��2�+

����3a
�

2

��2�
= �1�3�

�

2  
a.

Рис. 8.7
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Два других возможных пути паука, представленные 
на рисунке 8.8, б, имеют следующие длины:

l2= �(2
�

a
��

)2�+
����a

�

2

��2�
= �1�7�

�

2  
a, l3= �a

��2�+
����5

�

2

�
a
���2�

= �2�9�
�

2  
a.

Наименьшим из рассмотренных трёх путей является 
первый.

Можно иначе развернуть куб и указать другие возмож-
ные пути паука. В частности, возможен путь длиной l1 по 
граням AKLD и AKMB, но пути более короткого, чем l1, нет.

Задача 778. Докажите, что в кубе можно вырезать 
сквозное отверстие, через которое можно протащить куб 
таких же и даже больших размеров.

Р е ш е н и е. Пусть дан куб ABCDA1B1C1D1 со стороной a. 
Проведём плоскость, перпендикулярную к диагонали A1C 
куба, так, чтобы в сечении получился правильный шести-

уголь ник KLMNPT со стороной a �2�
�

2
. (Его вершины являют-

ся серединами рёбер куба.) Спроецируем куб на плос кость 
сечения. Получится правильный шестиугольник 
A�B�B1�C1�D1�D�, вершинами которого являются проек ции соот-
ветствующих вершин куба. (Обоснуйте это утверждение.)

На рисунке 8.9, а показано построение шестиугольника 
A�B�B1�C1�D1�D�, а на рисунке 8.9, б дано его отдельное изо-

бражение. Сторона этого шестиугольника равна a �6�
�

3
, а диа-

метр вписанной окружности равен a �2�, т. е. равен диагона-
ли грани куба. Поэтому если взять за ось отверстия диаго-
наль A1C куба, то это отверстие можно сделать квадратным 
со стороной, несколько большей a. В это отверстие можно 

Рис. 8.8
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Рис. 8.9

протащить куб, ребро которого равно или даже немного 
больше a.

К о м м е н т а р и й  к  р е ш е н и ю. Зададим учащимся 
вопрос: «Можно ли в кубе вырезать сквозное отверстие так, 
чтобы через него можно было протащить куб таких же и 
даже больших размеров?»

Многие школьники дадут отрицательный ответ, доверяя 
своему здравому смыслу, который говорит им, что одна 
вещь не может поместиться в другой такой же. В самом 
деле, стакан не войдёт в другой такой же, две одинаковые 
кастрюли друг в друга не войдут и т. д. Здесь излишнее 
доверие к очевидности подводит учеников, так как они 
неявно заменяют одну проблему другой.

На самом деле для ответа на вопрос задачи следует 
сравнивать не объёмы, а линейные величины — ребро 
куба со стороной возможного квадратного отверстия.

На рисунке 8.9, а выделен шестиугольник, который 
является как бы тенью куба, отбрасываемой на плос кость, 
перпендикулярную к прямой A1C. Оказывается, в эту «тень» 
можно вписать круг, в который, в свою очередь, вписывается 
грань куба (см. рис. 8.9, б). Теперь нетрудно сообразить, что 
если аккуратно вдоль оси A1C проделать в кубе отверстие ква-
дратного сечения со стороной чуть больше, чем ребро куба (но 
не задевающее границ «тени»), то сквозь это отверстие сво-
бодно пройдёт куб такого же размера и даже чуть большего.

Задача 794. Все плоские углы тетраэдра OABC при вер-
шине O прямые. Докажите, что проекция вершины O на пло-
скость ABC есть точка пересечения высот тре угольника ABC.

Р е ш е н и е. Пусть O1 — проекция вершины O на плос-

кость грани ABC. Докажем, что 
�
AO1� BC

�
= 0 (рис. 8.10).

D

B1



228

В самом деле, 
�
AO1� BC

�
= (AO

�
+
�
OO1) � 

�
BC = AO

�
� BC
�

, так как 
OO1 	 BC.

Но BC
�

= BO
�

+ OC
�

, поэтому

AO
�

� BC
�

= AO
�

� (BO
�

+ OC
�

) = AO
�

� BO
�

+ AO
�

� OC
�

= 0,

так как AO 	 BO и AO 	 OC по условию.

Итак, 
�
AO1� BC

�
= 0, т. е. AO1 	 BC. Аналогично дока-

зывается, что BO1 	 AC и CO1 	 AB. Следовательно, O1 — 
точка пересечения высот треугольника ABC.

Задача 798. В тетраэдр с высотами h1, h2, h3, h4 впи-

сан шар радиуса R. Докажите, что 1
�

R  
= 1

�

h1  
+ 1

�

h2  
+ 1

�

h3  
+ 1

�

h4

.

Р е ш е н и е. Соединим центр O вписанного шара отрез-
ками с вершинами данного тетраэдра. Тетраэдр разобьёт-
ся на четыре тетраэдра с общей вершиной O. В каждом 
из этих тетраэдров высота, проведённая из вершины O, 
равна R (радиус, проведённый в точку касания, перпен-
дикулярен к касательной плоскости), а основанием явля-
ется грань данного тетраэдра. Поэтому объём V данного 
тетраэдра можно вычислить по формуле

V = 1
�

3  
R (S1+ S2+ S3+ S4),

где S1, S2, S3, S4 — площади его граней. Отсюда получаем

1
�

R  
=

S1
�

3V  
+

S2
�

3V  
+

S3
�

3V  
+

S4
�

3V
.

C другой стороны,

V = 1
�

3  
h1S1, и поэтому 

S1
�

3V  
= 1

�

h1

.

Аналогично
S2
�

3V  
= 1

�

h2

, 
S3
�

3V  
= 1

�

h3

, 
S4
�

3V  
= 1

�

h4

.

Рис. 8.10 Рис. 8.11
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Таким образом,

1
�

R  
= 1

�

h1  
+ 1

�

h2  
+ 1

�

h3  
+ 1

�

h4

,

что и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е. Отметим, что аналогичное равенство 
имеет место для любого треугольника:

1
�

r  
= 1

�

h1  
+ 1

�

h2  
+ 1

�

h3

,

где r — радиус вписанной в треугольник окружности,
h1, h2, h3 — высоты треугольника.

Задача 802. Плоскости AB1C1 и A1BC разбивают тре-
угольную призму ABCA1B1C1 на четыре части. Найдите 
отношение объёмов этих частей.

Р е ш е н и е. Введём обозначения: V — объём всей приз-
мы ABCA1B1C1, V1, V2, V3 — объёмы пирамид A1ADD1, 
A1DD1B1C1, ADD1BC соответственно, V4 — объём много-
гранника CDC1BD1B1 (рис. 8.11). Тогда

V1  + V2  =
1
�

3  
V, V1+ V3= 1 

�

3
V, (1)

откуда V2= V3.

Далее, DD1 — средняя линия треугольника AB1C1 
(объясните почему), поэтому SB1D1DC1

= 3SAD1D, следова-

тельно, V2= 3V1. Отсюда с учётом равенства (1) получаем

V1  =
1

�

12
V, V2   = V3  =

1
�

4  
V,

и, значит,

V4= V – � 1
�

12  
+ 1

�

4
+ 1

�

4� V = 5
�

12  
V.

Итак, V1: V2: V3: V4= 1 : 3 : 3 : 5.

Задача 803. Докажите, что 

объём тетраэдра равен 
abc sin ϕ
��

6
, 

где a и b — противоположные 
рёбра, а ϕ и с cоответственно 
угол и расстояние между ними.

Р е ш е н и е. Пусть в тетра-
эдре DABC BC = a, AD = b, ϕ 
и c — угол и расстояние между 
рёбрами BC и AD. Достроим 
тетраэдр до треугольной призмы 
ABCDB1C1 (рис. 8.12). Тогда 
�B1BC = ϕ, ребро AD параллель-
но плоскости грани BB1C1C и 
расстояние между ними равно c.

Рис. 8.12
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Объём V тетраэдра DABC равен одной трети объёма V�

призмы: V = 1
�

3  
V �. С другой стороны,

V �= 1
�

2  
SBB1C1C� с

(задача 526), а SBB1C1C= ab sin ϕ. Поэтому

V = 1
�

3  
�

1
�

2  
ab sin ϕ � с  = 1

�

6  
abc sin ϕ.

Задача 811. В конус вписан шар. Докажите, что отно-
шение объёмов конуса и шара равно отношению площа-
дей полной поверхности конуса и сферы, являющейся 
границей шара.

Р е ш е н и е. Способ 1.
На рисунке 8.13, а изображено осевое сечение конуса, 

в который вписан шар радиуса R. Требуется доказать, что

Vк
�

Vш  
=

Sк
�

Sш

, или 
Vк
� 

Sк  
=

Vш
�

Sш  
=

 4π 
_R

3

�

4πR
2

 

= 1
�

3
R.

Пусть h — высота конуса, r — радиус основания, 
l — образующая, 2α — угол при вершине осевого сече-
ния. Тогда

h = R + R
�

sin α  
= 1 + sin α

��

sin α  
R, r  = h tg α = 1 + sin α

��

cos α  
R,

l  = h
�

cos α  
= 1 + sin α
��

sin α cos α
R.

Рис. 8.13



Поэтому

Vк= 1
�

3  
πr2h  = 1

�

3  
π

(1 + sin α)3

��

sin α cos2 α  

R3, Sк=  πrl + πr2=  π
(1 + sin α)3

��

sin α cos2 α  

R2,

откуда 
Vк
�

Sк  
= 1

�

3  
R, что и требовалось доказать.

Способ 2.

Равенство 
Vк
�

Sк  
= 1

�

3  
R можно доказать без сложных вычис-

лений. Рассмотрим правильную пирамиду, описанную 
около конуса (рис. 8.13, б). Шар, вписанный в конус, 
является вписанным и в эту пирамиду. Соединим центр 
шара (точку O) отрезками со всеми вершинами пирамиды. 
Пирамида разобьётся на несколько пирамид с общей вер-
шиной O и равными R высотами, проведёнными из вер-

шины O. Поэтому объём Vп пирамиды равен 1
�

3  
RSп, где 

Sп — площадь полной поверхности пирамиды, откуда 

Vп
�

Sп  
= 1

�

3  
R, т. е. для любой описанной пирамиды отношение 

Vп
�

Sп

 имеет одно и то же значение, равное 1
�

3  
R.

Будем теперь неограниченно увеличивать число сторон 
основания описанной пирамиды. Тогда её объём и пло-
щадь поверхности будут стремиться соответственно к объёму 
и площади полной поверхности конуса. В пределе получим 
Vк
�

Sк  
= 1

�

3  
R.
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